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D E 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

PREMIÈRE  PA 

CALCUL  DIFFÉREN 

Notions  préliminaires  et  pri 

différentiation  des  fonctions  d’une  seule 
variable. 


, U ANS  cette  partie  de  l’Analyse , on  prend  pour 
sujet  le  passage  d’une  ou  de  plusieurs  quantités  par 
differens  états  de  grandeur,  et  les  changemens  qui 
en  résultent  dans  d'autres  quantités  dépendantes  pour 
leur  valeur  de  celle  des  premières. 

a.  Pour  exprimer  qu’une  quantité  dépend  d’une  ou 
de  plusieurs  autres , soit  par  des  opérations  quelconques , 
soit  même  par  des  relations  impossibles  à assigner  algé- 
briquement , mais  dont  l’existence  est  déterminée  par 

Cale.  dijf.  A 
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des  conditions  certaines , on  dit  que  la  première  est 
fonction  des  autres.  L’usage  de  ce  mot  en  éclaircira 
la  signification. 

3.  La  quantité  considérée  comme  changeant  de 
grandeur,  ou  pouvant  en  changer,  est  appelée  variable; 
et  l’on  donne  le  nom  de  constante  à celle  que  1 on  consi- 
dère comme  conservanttoujours  la  mênlfe  valeur  dans  le 
cours  du  calcul.  On  voit  d’après  cela  que  c’est  la  nature 
de  la  question  qu’on  se  propose  qui  détermine  quelles 
6ont  les  quantités  qu’on  doit  regarder  comme  variables 
eu  comme  constantes. 

/ Pour  éclaircir  ceci  , je  vais  donner  quelques 
exemples;  soit  u = ax,  a étant  regardé  comme  cons- 
tante ; u est  une  fonction  de  x,  de  1 ordre  le  plus 
simple , puisque  c’est  une  quantité  proportionnelle  a 
cette  variable.  Si  on  suppose  que  x devienne  x -f  h , et 
qu’on  représente  par  u'  la  nouvelle  valeur  de  u,  on  aura 
u'=zax+ah,  d'où  v!-u  = ah ; et  en  divisant  les 

deux  membres  par  h , il  viendra  — = a , c’est-a- 

dire  que  le  rapport  de  l’accroissement  de  la  fonction  à 
celui  de  la  variable  est  indépendant  de  leur  valeur  par- 
ticulière. 

Je  passe  à la  fonction  un  peu  plus  compliquée 
B = OI»;  en  mettant  x+h  au  lieu  de  x,  il  vient 

> __  * r&  _i-  axk  + h‘) , et  en  retranchant  la  première 
équation  de  la  seconde,  li— «=  ^oxh  + ah*  : div.sant 

les  deux  membres  par  h , on  aura  aax  a^‘ 

Ici  le  rapport  des  accroissemens  de  la  fonction  et  de 
la  variable  est  composé  de  deux  parties  ; 1 une  ne 
dépend  point  de  la  valeur  particulière  des  accroisse- 
mens  et  l’autre  est  affectée  de  h.  Si  on  conçoit  que 


/ 
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cette  quantité  aille  en  diminuant,  le  résultat  s’appro- 
chera sans  cesse  de  amr,  et  n’y  atteindra  qu’en  sup- 
pesant  ensorte  que  aox-  est  la  limite  du  rap- 

port  c’est-à-dire,  la  valeur  vers  laquelle  ce 

rapport  tend  à mesure  que  la  quantité  h diminue,  et 
dont  U peut  approcher  autant  qu’on  le  voudra. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  différence  u'~u  s’anéantit 

seule  de  cUfrTle  ^ qUe^pU1^Ue  ^est  l’existence 
«eide  de  cette  dermere  quantité  qui  donne  lieu  à la  pre- 
mière ; cependant  leur  rapport  ne  s’anéantit  pas  : il  est 

œLïdcsAjébr,‘,“  md‘,ué”  da“  «•  <- 

Æ.  TZïïÇ’  ^ U — 


u 


=a  (x+hy=air> + $ax*h  + 3 axh>  + ah3  ; 


en  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde  on 
trouvera  W-u=Zax‘h+Zaxh>+ ah\  et  prenan’t  le 

rapport  des  accroissemens,  iL^=3a^^.3axk+ah\ 

On  voit  encore  ici  un  terme  indépendant  de  toute  valeur 
particulière  des  accroissemens  et  vers  lequel  leur  rapport 
tend  sans  cesse , lorsque  h diminue , ensorte  que  ce  rap- 
port a aussi  une  limite.  * 

Ce  premier  terme,  ou  cette  limite,  n’est  pas  parti- 
culier aux  fonctions  que  nous  venons  d’examiner,  il 
se  rencontre  dans  toute  fonction  en  général.  En  s’éva- 
nouissant, les  accroissemens  respectifs  d’une  fonction 
et  de  sa  variable,  conservent  encore  le  rapport  dont  ils 
se  sont  approchés  par  degrés ; et  il  existe  entre  ce 
dernier  et  la  fonction  dont  il  dérive  , une  dépen- 
dance mutuelle  qui  détermine  l’un  par  l’autre , et  rtr- 

A a 
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ciproqucment.  Ces  assertions  s'éclaircissent  et  se  con- 
firment d’une  manière  très-satisfaisante  par  la  consi- 
dération des  courbes,  ainsi  qu’on  le  verra  dans  la  suit» 
(Gi,  6a). 

5.  Je  ferai  d’abord  connaître  les  signes  par  les- 
quels on  exprime  les  nouvelles  relations  que  les  notions 
précédentes  établissent  entre  les  grandeurs.  Pour  en 
montrer  la  convenance  , je  reprends  la  fonction  u=ar3, 
déjà  considérée  dans  le  n°  4- 

En  y mettant  *-}-  A,  au  lieu  de  x,  et  retranchant  la 
quantité  ax3  du  résultat,  on  a obtenu,  dans  l’expression 

u' — u — Zaxrh  -j-  Zaxh'  ~f~  ah3, 

le  développement  de  la  différence  des  deux  états  da 
la  fonction  u,  ordonné  suivant  Impuissances  de  l'accrois- 
sement A,  qu’on  suppose  à la  variable*;  et  la  limite3ox* 
du  rapport  des  accroissemensu — u'  et  A,  ne  dépend  que 
de  la  considération  du  premier  terme  Zax‘h  de  cette 
différence  (4)-  Ce  premier  terme  qui  n’est  qu’une  por- 
tion de  la  différence,  s’appelle  différentielle , et  on  le 
désigne  par  du,  en  se  servant  de  la  lettre  d comme 
d’une  caractéristique;  on  aura  donc  dans  l’exemple 
proposé,  àu—’5ax^h. 

Pour  passer  de  là  à 3ax*,  qui  est  la  limite  cherchée , 
il  faudra  diviser  par  A , et  l’on  obtiendra  ^ = 3 ax%  \ 

* I 

mais  quand  il  s’agit  d'une  variable  simple  , comme  la 
quantité  x se  change  en  x'=.x  -(-A,  on  a x' — x—h  ; la 
différence  et  la  différentielle  ne  sont  alors  qu’une  même 
chose  : on  remplace  en  conséquence  la  quantité  A par 
le  signe  d*,  afin  de  mettre  de  l’uniformité  dans  le* 
calculs  , et  il  vient 

du  rr 

du = 5ax*dx , ^ = oax*  ; 
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ïa  première  expression  sera  la  différentielle  de  u ou  de  ax', 
et  la  seconde  qui  exprime  la  limite  du  rapport  des  clian- 
gemens  simultanés  de  la  fonction  et  de  la  variable , pren- 
dra le  nom  de  coefficient  différentiel , parce  que  la 
quantité  qu’elle  représente  n’est  autre  chose  que  le 
multiplicateur  de  la  différentielle  d.v,  dans  l’expression 
de  la  différentielle  du.  Il  Suit  de  là  que  la  limite  du 
rapport  des  accroissemens , ou  le  coefficient  différentiel, 
s’obtiendra  en  divisant  la  différentielle  de  la  fonction 
par  celle  de  la  variable;  et  réciproquement,  on  ob- 
tiendra la  différentielle  en  multipliant  la  limite  du  rap- 
port des  accroissemens,  ou  le  coefficient  différentiel,  par 
la  différentielle  de  la  variable. 

Cette  remarque  est  importante  pareequ’il  y a de» 
fonctions  dont  le  coefficient  différentiel  se  trouve  plu* 
facilement  que  la  différentielle.  En  effet,  pour  par- 
venir immédiatement  à cette  dernière  , il  faut  écrire 
x-f-dxnu  lieu  de  x,  dans  la  fonction  proposée,  dé- 
velopper le  résultat  suivant  les  puissances  de  dx,  en 
s’arrêtant  au  terme  affecté  de  la  première  puissance, 
et  retrancher  du  résultat  l' expression  primitive.  On  voit 
que  c.ette  méthode  suppose  qu’on  • sache  développer 
la  fonction  proposée,  ce  qui  peut  demander  des  secours 
étrangers  dont  la  considération  des  limites  dispense  le 
plus  souvent. 

D’après  ces  diverses  considérations , le.  Calcul  diffé- 
rentiel est  la  recherche  de  la  limite  du  rapport  des  ac- 
croissemens simultanés  d'une  fonction  et  de  la  variable 
dont  elle  dépend. 

6.  Il  faut  bien  se  garder  de  confondre  la  différentielle 
avec  la  différence  u'—u.  En  effet,  dans  l’exemple  du 
n°  4)  l'une  est  3ax*h  , et  l’autre  ** 

Zax'h  -j-  Zaxldff  ah}-, 

A 3 
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niais  on  voit  que  lorsque  la  quantité  h est  très-petite  la 
différentielle  3ax''h  forme  la  partie  la  plus  considérable 
de  la  différence  u'-u,  et  que  la  différentielle  s’approche 
e plus  en  plus  de  la  différence,  à mesure  que  h dimi- 
nue  .En  général,  il  y a d’autantmoins  d'erreur  à prendre 
la  différentielle  pour  la  différence,  que  l’on  suppose  plus 
petite  la  valeur  de  l’accroissement  de  la  variable.  La 
meme  conséquence  se  tire  aussi  de  la  considération  des 
limites  ; car  si  le  rapport  des  accroissemens  simulta- 
nés u uetAa  pour  limite  une  fonction  p,  il  en  ap- 
prochera sans  cesse;  l’équation  ~j~  = p sera  d’au- 
tant plus  exacte , que  l’accroissement  h sera  plus  pe- 
tit, et  dans  cette  hypothèse  u’ — u ~ ph  (*). 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  lorsque  le  résul- 
tat de  la  substitution  d ex  + h sera  développé  suivant 
les  puissances  de  h dans  la  forme 

V -f -ph+  qh 1 -f~  etc. 

/ 

le  premier  terme  U sera  la  valeur  primitive  de  la  fonc- 
tion proposée,  puisque  c’est  à ce  terme  seul  que  se  ré- 
duit l’expression  ci-dessus,  quand  on  y fait  h =o , ce 
qui  suppose  que  x n’a  pas  changé. 

7-  Il  est  aisé  de  voir  que  deux  fonctions  égales  ont 
des  différentielles  égales;  car,  lorsque  deux  fonctions 
sont  égales  entr’elles , quelle  que  soit  la  valeur  de  la 
variable  dont  elles  dépendent,  il  faut  que  les  chan- 
gemens  respectifs  qu  elles  reçoivent’  en  conséquence  de 
celui  qu  on  attribue  à cette  variable , soient  toujours 
égaux.  Si , par  exemple , u et  v désignent  des  fonc- 


(*)  CVst  snr  ce  principe  qaeLeibnilx  a fonde  le  Calcul  différen- 
tiel , en  regardant  les  différentielles  comme  des  différences  infini- 
ment petites. 
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Lions  de  x telles  que  u = v , quel  que  soit  x , et  que 
quand  x devient  x-j-dx,  u se  change  en  u'  et  v en  v'  ; 
on  aura  encore  u!  = v’  : retranchant  de  cette  équation 
la  précédente , il  en  résultera 

u'  — u — v'  — v ; 
puis  divisant  par  dx , on  obtiendra 

u’  — u v'  — v 

dx  dx 

Si  donc  p et  q désignent  les  limites  des  rapports  ci- 
dessus  , on  aura  p = q , d’où  l’on  conclura  pdx  = qdx , 
et  enfin  du  z=dv , en  observant  que,  d’après  le  n*  5 , 
pdx  et  qdx  sont  les  différentielles  des  fonctions  u et  v. 

L’inverse  de  cette  proposition  n’est  pas  généralement 
vraie  , et  on  aurait  tort  d’afGrmer  que  deux  différen- 
tielles égales  appartiennent  à des  fonctions  égales.  En 
effet , si  on  avait  a-\-bx , en  substituant  x-f-dx  à x,  on. 
obtiendrait  a -f-  bx  -J-  bàx , et  en  retranchant  a -f-  bx, 
on  trouverait  bàx  ; résultat  dans  lequel  il  ne  reste  au- 
cune trace  de  la  constante  a.  La  différentielle  idx 
appartient  donc  également  à a ■+•  bx  o,u  à bx  ; et  elle 
convient  en  général  aux  différens  cas  que  présente  la 
fonction  a -f-  bx  , lorsqu’on  donne  à a toutes  les  va- 
leurs possibles.  On  voit  aisément  par-là , que  dans  la  diffé- 
rentiation d’une  fonction  quelconque , toutes  les  cons- 
tantes combinées  seulement  par  voie  d’addition  ou  de 
soustraction  disparaissent  : à l’égard  de  celles  qui  le 
sont  par  la  multiplication  on  par  la  division , elles 
restent  toujours  comme  coefficiens  ou  comme  diviseurs.  v 
8.  Avant  de  passer  à la  recherche  des  différentielles 
par  les  limites,  il  faut  remarquer , 

i°.  Que  la  limite  du  produit  de  deux  quantités 
variables  èn  même  temps , est  le  produit  de  leurs  limites 
correspondantes  ; 2°.  que  la  limite  des  quotiens  des 

A 4 
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mêmes  quantités  , est  aussi  le  quotient  de  leurs  limites 
En  effet , soient  P et  Q les  deux  quantités  propo- 
sées, p et  q leurs  limites  correspondantes  ; les  premières 
considérées  dans  leur  état  général , peuvent  être  repré- 
sentées par  p-\-<t,  q en  désignant  par  <t  et  jS  des 
quantités  susceptibles  de  s’évanouir  en  même  tems, 
après  avoir  passé  par  tous  les  degrés  de  petitesse  (4)  : 
on  aura  donc  en  général , 

PQ  = (P  + *)  (q+Q)=pq+p(S  + q*  + *$- 

Le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à pq 

lorsque  pour  prendre  les  limites  on  fait  a,  = o , |3  = o. 

On  voit  d’ailleurs  qu’en  donnant  aux  quantités  a et  /3 

des  valeurs  convenables , on  peut  rendre  aussi  petite 

qu’on  voudra  la  différence 

PQ  — pq  = p0  ■+■  q*.  -f-  cc$. 

_ . P p - f-  « 

Le  quotient  ç = 

étant  mis  sous  la  forme 

p —P , P +*  P 

Q q q+Q  q 

devient,  par  la  réduction  des  deux  dernières  fractions 
au  même  dénominafkir, 

P - P , q*—p$ 

Q 9_r7(7-M)' 

Le  numérateur  de  la  dernière  fraction  de  ce  résultat 
s’évanouit , lorsque  et  et  Æ sont  zéro , et  passe  au-  ' 
paravant  par  tous  les  degrés  de  petitesse,  tandis  que 
le  dénominateur  approche  sans  cesse  de  q’.  Ainsi  la 

p f , y V 

limite  de  — se  réduit  à- , et  la  différence 

V q 

P_ p _ g*  — p0 

Ç q.~q(.q+t) 
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peut  être  rendue  aussi  petite  qu’on  voudra. 

g.  Au  moyen  des  remarques  précédentes  on  obtient 
le  coefficient  différentiel  d’une  fonction  rapportée  à 
une  variable,  dont  elle  ne  dépend  pas  immédiatement. 
Si,  par  exemple,  trois  quantités  v , u , x,  telles  que 
la  première  soit  une  fonction  de  la  seconde  , et  celle-ci 
une  fonction  de  la  troisième  , passent  simultanément  à 
un  nouvel  état  de  grandeur  représenté  par  v,  v! , x',  ou 
prennent  les  accroissemens  respectifs 

v'—v,  11— u,  x'— x, 
les  rapports  de  ces  accroissemens  étant 
v'  — v u' — u 

u — u’  x' X* 

et  leurs  limites 

du du 

du  P ’ dx  ^ ’ 


on  conclura  de  la  première  des  remarques  précédentes 
que  la  limite  de 


‘ v x u ' 


■11  v- 

ou  de 


u — u x’ — x 

est  pq , et  que  parconséquent 

dt» 


i 


lif  _ du  , 

dx  ^ du  dx‘ 

Quand  l’accroissement  u' — u , sera  successivement 
comparé  à x' — x et  à v' — v , et  que  pour  les  rapports 


x — x 


et 


on  aura  les  limites 

du  du 

dx  P * dv 

on  conclura  de  la  seconde  remarque  que  la  limite  de 
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u —u 


X — X . V — 1' 

ou  de  . 

U — U X JC 


P 

est  et  que  parconsequent 

du 

dv p dx 

dr  q du" 

di/ 


Lorsque  deux  quantités  u et  x sont  liées  par  une 
dépendance  mutuelle , on  peut  dire  également  que  u 
est  fonction  de  x,  ou  bien  que  x est  fonction  de  u, 
selon  que  l’on  veut  regarder  u comme  déterminé  par  x, 
ou  x comme  déterminé  par  u;  le  coefficient  différen- 
tiel peut  aussi  se  présenter  sous  chacun  de  ces  points 

de  vue.  Si  dans  le  premier  cas  on  a ^ = il  est 

évident  cru’on  doit  avoir  dans  le  second  ^ = — . 

" du  p 

10.  Je  vais  appljguer  maintenant  ce  qui  précède  à la 
recherche  des  di 
sentent  dans  les 


il  mu 

i 


intielles  des  fonctions  qui  se  pré- 
’mens  d’ Algèbre  , c’est-à-dire  de» 
sommes  , des  différences,  des  produits,  des  quotiens, 
des  puissances  et  des  racines.  Premièrement,  lorsque 
plusieurs  quantités  dépendantes  de  x , et  dont  on  sait 
trouver  la  différentielle , sont  jointes  ensemble  par  addi- 
tion et  soustraction  comme  dans  cet  exemple  u -f-  v — w, 
si  la  substitutioade  x -J-  dx , au  lieu  de  x , doit  changer 


uenii-ftf,  v en  v -f-  |3 , w en  w -+•  y , 
l’expression  u-J-  v — w deviendra 

u + V ' — w + * + Q—y. 

Son  changement , formé  des  termes  a-j-  0 — y , et 
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comparé  à l'accroissement  dx  de  la  variable  x,  donnera 

JL  + 1 2-> 

dx  dx  dx 

quantité  dont  la  limite  sera 

p + q — r, 

en  désignant  par  p , q , r,  les  limites  respectives  des 
rapports  particuliers  , —— , ; et  en  multipliant 

par  dx  la  quantité  p + q — r , le  résultat  pdx  -f-  qàx 
— rdx  sera  la  différentielle  de  la  fonctio’n  proposée  ; 
mais  pdx,  qdx,  rdx,  sont  les  différentielles  propres  de 
chacune  des  fonctions  u , v , et  w,  ou  représentent  du, 
dv , dw  : on  aura  donc 

d(u  -j-  v — w)  =du  -f-  du  — dw  , 
c’est-à-dire  , que  la  différentielle  d'une  fonction  de  x , 
composée  de  plusieurs  termes  , s’obtiendra  en  prenant 
la  différentielle  de  chaque  terme  avec  le  signe  dora  ce 
terme  est  affecté. 

1 1 . Secondement , si  dans  le  produit  des  deux  fonc- 
tions , u e tu,  u se  change  en  u-f- a.,  y en  v -J-  fi  , ce 
produit  devient 

• uv -f- ufi  f- vet -j~  ttfi  ; 
et  son  accroissement 

ufi  + v*  + *fi, 
comparé  à dx , donne  l’expression 

fi  ’ , <*  . „ 

'V&‘+VlZ+dï0- 

En  désignant  comme  ci-dessus,  par  p et  q,  les  limite* 
respectives  des  rapports  ; puis  faisant  atten- 

tion que  l’accroissement  fi  s’évanouit  en  même-temps 
' que  dx  , dont  les  quantités  u et  v sont  d’ailleurs  in- 

/•**>.  ' et 

dépendantes,  on  reconnaît  que  la  limite  du  terme  fi 
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est  zéro  (8)  , et  que  celle  des  deux  autres  est 
uq  -f-  vp. 

On  conclut  de  là  (5)  que  la  différentielle  de  uv  est 
uÿdic  -f-  vpdx  ; 

mais  çdx  et  pdx  sont  équivalens  à dv  et  à du  : donc 
d . ut'  = udv  -f-  vdu  (*). 

La  formule  d.uv  = udv  -f-  vàu  , apprend  que 
pour  avoir  la  différentielle  du  produit  de  deux  fonc- 
tions , il  faut  multiplier  chacune  par  la  différentielle  de 
l'autre,  et  ajouter  ensemble  les  deux  résultats. 

Si  on  divise  les  deux  membres  de  l’équation  , 
d.uv  = udv-f-  vdu 

par  la  fonction  primitive  uv , on  trouvera 


d .uv  du  ( dv 

uv  u ' v 


ce  qui  conduira  facilement  à l’expression  de  la  diffé- 
rentielle d’un  produit  composé  d’autant  de  facteur* 
qu’on  voudra.  Pour  cela  on  supposera  que  v = fs  > il 
viendra 


d v 
v 


d . ts 
ts 


d t df 


et  parconséquent 

d . uts du  . dt  ds 

uts  u ’ t s ’ 

<*n  trouvera  de  la  même  manière  que 

d. utsr. . . .etc.  du  , dl  , di  . dr  . 

}-  — H f-  etc. 

utsr etc.  u t s r , „ ; 

Si  on  fait  évanouir  les  dénominateurs  dans  l’équatiop, 


. (*)  Lorsque  l’on  trouve  un  point  après  la  caractéristique  d,-cél» 
veut  dire  qu’elle  porte  sur  tout  ce  qui  la  suit  immédiatement 
ainsi  d.uv  est  la  même  chose  que  d {uv) , et  d.x"  la  nrctut 
eliose  que  d(ar"). 


* 
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d . uts 

uts 


D I F F E R E N T 1 
dw  dt  ils 

u t s ’ 


E L. 


i3 


«n  trouvera  d . uts  — tsàu.  -f-  usdt  -f-  titds  ; et  on  verra 
aisément  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs , la 
différentielle  de  leur  produit  sera  égale  à la  somme  des 
produits  de  la  différentielle  dè  clihcun  , multipliée 
par  tous  les  autres. 


12.  On  obtient  la  différentielle  de  - en  faisant  - = t : 

v v 

car  il  vient  alors  u=vt , et  d’ajjrès  ce  qui  précède, 
dft=vdt-f-fdv;  prenant  la  valeur  de  dt,  et  substituant 


•au  lien  de  t,  la  fraction  -,  on  aura  dt  = — — 

v u va 

ou  en  réduisant  au  même  dénominateur 


dt  = 


vàu  — udv 


d’où  il  résulte  que  pour  trouver  la  différentielle  d’une 
fraction,  il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  la  dif- 
férentielle du  numérateur  , retrancher  de  ce  produit 
celui  du  numérateur  par  la  différentielle  du  dénomina- 
teur , et  diviser  le  tout  par  le  quarré  du  dénominateur. 

Quand  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  est 
constant,  u ne  dépendant  point  de  x , n’a  point  de  diffé- 
rentielle, c’est-à-dire,  que  du =o-,  et  il  yient  seulement 


i3.  La  fonctionx”  désignant,  lorsque  nest  un  nombre 
entier  positif;  le  produit  d’un  nombre  n de  facteurs  égaux 
à x,  on  déduira  du  n°  i x . 


d,  x" 

d . xxxx .... 

x n 

xxxx .... 

dx  . 

dx  dx  . dx 

x + 

— + — + — 
X 1 X X 

Le  nombre  des  facteurs  du  premier  membre  étant  »,  le 


t 
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second  sera  composé  d’un  pareil  nombre  de  termes 
, , dx 

égaux  a — ; on  aura  donc 

d . x* ndx 

xn  x ’ 

d’où  l’on  conclusa  d.xn=/îx"— ’dr. 

Si  le  nombre  n est  fractionnaire,  en  le  représentant 


par  -,  on  fera  x‘=v , d’où  xr  = v‘  ; puis  posant 
u =xr  et  u = v‘ , 

les  nombres  r et  s étant  supposés  entiers , on  aura, 
d’après  ce  qui  précède, 

du  du 

dx  dv  * 

d’où  on  tirera  , par  le  n°  9 , 
d v rxr~ 1 


dx  " 


;Cs—0 


En  réduisant,  on  trouve 


SX 


dx  s X 


1 


r 1 


et  parconséquent 

dv=-xf  dx, 

S 9 

ce  qui  revient  - encore  à d.x"=nx*-,dx,  n étant  égal 


r 
a 

s 


Enfin  le  nombre  n étant  négatif,  on  a x~*  = — ' 

xn  9 

d’où  l’on  tire  par  la  formule  du  n°  1 a , 

— d.x* 


d.x-»=d.— =: 
x“ 


xr 
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«t  comme  d’après  ce  qui  précède  d . x"  =r;ix*-,dx, 
dans  tous  les  cas  où  n est  positif,  on  a donc 

— n.r"- 'du: 


d . x—"  = 


- = — hi— n— ’d.r. 


De  cette  énumération  on  conclut  que  pour  diffé- 
rentier  une  puissance  quelconque  d'une  quantité  va- 
riable, il  faut  la  multiplier  par  son  exposant , diminuer 
ensuite  cet  exposant  d’une  unité,  et  multiplier  le  ré- 
sultat par  la  différentielle  de  la  variable  (*). 

14.  Les  règles  énoncées  dans  les  n"  io,  n,  12,  i3, 
suffisent  pour  différentier  toutes  les  fonctions  où  la  va- 
riable n’est  engagée  que  par  addition,  soustraction , 
multiplication , division , élévation  aux  puissances , en- 
tières ou  fractionnaires,  positives  ou  négatives.  Les 
fonctions  qui  résultent  des  opérations  algébriques  se 
nomment  par  cette  raison  fonctions  algébriques.  Je 
vais  en  différentier  quelques-unes  pour  montrer  l’ap- 
plication des  règles. 

Q 

Soit  1e.  a-\-bÿ x — en  prenant  séparément 

la  différentielle  de  chaque  terme  de  cette  fonction,  le 
premier  disparaît  parce  qu’il  est  constant  (7) , le  second 

mis  sous  la  forme  bxx  donne  par  l’application  de  la 

règle  du  n°  i3,  Jifc1  1 dx,  ou  - \ le  troisième 

2 y x 

— - conduit  à + : réunissant  les  résultats  par- 

x x 

. 

(*)  J’aurais  pu  déduire  immédiatement  celte  règle  du  développe- 
ment du  Innorae  ( x -+■  dx  )«  , puisque  ce  développement  étant 
q-nv'1- 1 <lr-(-etc.  si  on  en  retranche  r’‘,  le  premier  terme  de 
la  différence  sera  nr"  *<br;  mais  je  n’ai  pas  voulu  supposer  la  dé- 
monstration de  la  formule  du  binôme , pareeque  le  Calcul  diffé- 
rentiel en  fournit  une  très-"cncrale  et  très-simple. 
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tiels,  on  trouvera 


du: 


(b  , c N , du  b 
— -=-f  — )dx  etr= — —4 

2^  X x J &&  2 1/ X 

b . 


2°.  u—a- 


V/  x“  x x 
fonction  comme  il  suit , 


V * 

, e , . 

4 — : : en  écrivant  cette 

' X? 


u=za-\-bx  3 — ex  ‘ 3 -f-ex 

l’application  de  la  règle  du  n°  i3  donnera 


a bdx 
’3 


d“=~— +IT 

x3 


4 cdx  sedx 

3 T 

2idx 


x*  3 
4cdx 


2edx 


ce  qui  revient  à du=- 

3x  \/  x * 3x*  \/  x X 

i5.  Les  exemples  ci-dessus  ne  comprennent  que  de» 
monomes,  maisjly  ades  fonctions  qui  ne  peuvent,  sans 
un  développement  préalable, être  décomposées  en  termes 
de  cette  forme -,  telle  est  la  fonction  u~{a-\-  bxn‘)n. 

On  fera  dans  ce  cas  a-\-bxm=z,  d’où  ur-s*  ; 

et  en  observant  que  d.zn  = nzn~'dz  (i3)  , 

...  , . du  du  d z „ , dz 

on  obtiendra  (q)  — = — X -r*  = nz"~l  — ; 

^ ' n r (lZi  H r nr 


or 

donc 

et 


dx  dz  dx  dx’ 

ds=d(a  + bx",')=d.bxmé*:mbxm~ 'dx  : 
du 


dx 


~n  (a  -j-  bxm  )"— 1 X mbxm~' 


du  = nmbxm~‘  dx(a  -f-  bxm)n~'. 

Il  est  à-propos  d’observer  que  ce  qui  précède  relient 
à dijjerentier  d’abord  l’expression  de  a en  z , et  sublituer 
ensuite  les  valeurs  de  z et  de  dz  , en  x et  dx. 

Si  l’on  avait  u=  a -\-  ùx-f-  ex1,  on  regarderait  le 
trinôme  a-j-bx-r  ex*  comme  uae  fonction  particu- 
lière 
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DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  17 
culière  z,  et  la  différentielle  de  l/z  ou  de  z>  étant 

| z *ds,  ou -z,  il  en  résulterait 

a y z 

d(a+bx  + cxi)  _ Mr-f-  2cxdx 

a Ÿ « -f  bx  -f-  ex*  2 y' a f bx  -}-  ex*" 

Comme  on  a souvent  besoin  de  différentier  des  ra- 
dicaux du  second  degré , je  ferai  observer , d’après  la 
dz 

formule  que  la  différentielle  d'un  radical  du 

2 y z 

second  degré  s’obtient  en  divisant  celle  de  la  quantité 
qui  se  trouve  sous  le  signe,  par  le  double  du  radical. 


iG.  La  règle  donnée  (11)  pour  différentier  les 
produits , étant  appliquée  à la  fonction 

u =x  (a*  -f-  x*)  \/ a*  — x*  , conduit  à 

du = dx(a“  -f  - x-*)  [/a*  — x*  -f-  x l/a* — x* . d (a*  f x’) 

-f-x(a*  + x*)dl/a“  — x* 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  ren- 
ferment des  opérations  qui  ne  sont  qu’indiquées,  mais 
qui  s’effectuent  successivement,  en  observant  que 

d (a*-fx*)  = d.x*  = axdx , 

HiA/CTT*— Jllziglj — ***•  . 

2 \/ a* — x*  \/ a*  — x*’ 

et  on  trouve  ensuite 

du  =:  { (a*  -f  x*  ) l/a3 — x*  -fax* l/a3  — x’ 

l/a*  — x*  j 

réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominateur , 
Cale.  diff'.  J5 
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on  a enfin 

, (a*  + a%x'  — 4;c4)c1jc 

du=- ..  • 

y/  a2  — a 

La  règle  concernant  la  différentiation  des  fractions, 
' a1— 

appliquée  à la  fonction  u = > donne' 

immédiatement 

(g*4  .r*)d(aa— x3)  — (aa— x»)d(a*+<r>.g’,+**) 

du_  (a' 

d’où  on  tire 

— sxÇsai  + imV1— ^ a^)dj 
d“ — (a*  + aV+^)î  V 

Je  terminerai  ces  exemples  par  la  fonction 


qui  renferme  plusieurs  opérations  algébriques  à effec- 
tuer successivement.  Pour  én  faciliter  la  différentiation, 
on  peut  faire 

~X=-y,  y/(  ca— x*)a=s, 

y/x 

et  on  aura 

4 i 

U = v (û— y + z)*  = (a — y + *y * ; 

la  règle  du  n°  i3  donnera 

du=^  (a— y + zÿ~ 1d  (a— y +0 

;=J(a— y-fz)  4(—  dj  + ds) 

— 3dy  -f-  3dz 
____  — * 

4)/a—y+z 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  ig 
On  trouvera  ensuite 


àyz 


-d  ^ d . [/  x _ — bàx 

y' x x ax  p'x’ 


d5=d.(ca— x-’)’  — i (^—xf~ 1 d (c“— x») 
—ï(?— J?)'  X — axdx  = 


3 [/  C* X1 

et  substituant  ces  valeurs  et  celles  de  et  de  a dans  l'ex- 
pression de  du  , il  viendra 

r 4c  % 

, ) aÆV/x  f 

d“=  ' — -)  dx. 

U-f-  l/(c*  — x“j“J 


\/  X 


7l._ T'.'Jj. 

différentiations  successives. 

17.  Le  coellicient  différentiel  étant  une  nouvelles 
fonction  de  x,  peut  être  soumis  à la  différentiation,  et 
donner , par  la  limite  du  rapport  de  son  accroissement 
a celui  de  la  variable  x,  son  propre  coefficient 
différentiel  qui  sera  aussi  une  fonction  de  x.  En  faisant 
aussi  succéder  des  différentiations  les  unes  aux  autres  , 
on  déduit  de  la  fonction  proposée  une  suite  de  limites 
ou  de  coefficiens  différentiels,  que  l'on  distingue  en 
ordres  d’après  le  nombre  de  différentiations  qu’il  a 
iallu  effectuer  pour  les  obtenir. 

Si  l’on  fait  — -n  à-R-n  d<7_  , 

d*  — P'  dx-?’  dï-r’etc‘ 

p représentera  le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre  de  la  fonction  proposée,  q celui  de  la  fonction  p, 

h a 
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ou  le  coefficient  du  second  ordre  de  la  fonction  pro- 
posée , r celui  de  la  fonction  q , ou  le  coefficient  du 
troisième  ordre  de  la  fonction  proposée,  etc.;  et  il 
faut  observer  que  les  coefficiens  q , r,  etc.  se  tirent 
des  différentielles  successives  de  du,  prises  en  y regar- 
dant l’accroissement  dr  comme  une  constante.  Ces  dif- 
férentielles se  marquent  ainsi  : 


d(du)  = ddu  = dau , d(d“u)  = d3u,  etc. 

l’exposant  qui  affecte  la  caractéristique  d indique  une 
opération  répétée,  et  non  pas  une  puigpance  de  la  lettre  d, 
qui  n’est  jamais  considérée  comme  une  quantité,  mai* 
seulement  comme  un  signe.  Cela  posé,  les  équations 


du  dp  do 

J7=P>  dX  = <7> 


di- 


ète. 


dx 
donneront 

du  = pdx,  dpzzzqdx,  dq  = rdx  , etc. 

en  différentiant  de  nouveau  la  première , sans  y faire 
varierdx,  elle  deviendra  d2u=dpdx,  et  mettant  pour 
dp  sa  valeur  tirée  de  la  seconde,  on  aura  d^u^qdx*  (*) , 

d’où  q = -j—  ; différentiant  de  nouveau  l’équation 

d“u  = qàx'A , on  trouvera  d!u  = dqdxa , et  comme 

d3u 

àq  — rdx , il  en  résultera  d*u=rdx3,  ou  t~  : 


du  d*u  d3u 

:a?’  /=dP’ ete: 


on  aura  donc  p—  —t  q-. 

18.  Si  la  fonction  proposée  était,  par  exemple,  ax ", 


(*)  Il  faut  bien  prendre  garde  que  le»  expressions  d.T*,  (ÏT3 ..... 
»int  équivalentes  & (dr)%  (dr)3...  et  non  pas  à d.x’,  d. **.... 
(Voyez  ta  note,  page  la). 
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on  trouverait  d.ax"==ni?x''~1dx(i3)  ; les  facteurs  na 
et  dx  étant  regardés  comme  constaijs  dans  la  différen- 
tielle première  nàxn~ 'dx,  il  suffit  (7)  pour  obtenir  la  dif- 
férentielle seconde,  de  différentiel'  xn— 1 etde  multiplier 
le  résultat  par  nudx;  mais  d . xn— 1 — n(« — i)xn-2dx  : 
on  aura  donc  d2 . axn  — n (n — i)uxn— 2dx*. 

On  trouvera  d’une  manière  semblable, 
d3 . axn  ~n  (n  — 1)  (n  — 2)  axn— 3dx3 
d* . axn  zxn(n  — i)(u  — a)  (n. — 3)  axt- *dxf 
etc. 

et  les  coefficiensdifférentielsauront  les  valeurs  suivantes  : 


d . a v " 
dx  - 
d1 . ai" 
dx1 

d3  . or" 

dx-3 

d-* . axn 
dx+ 


= naxn~r 1 : 

= n(n — i)axl,-a 
= n(n — 1)  (n — 2) ax"_J 
= n(n — 1)  (n — 2)  (n — 3 )ax 


»— A 


etc. 


On  remarquera  sans  peine  que  dans  le  cas  où  l’ex- 
posant n est  un  nombre  entier  positif,  la  fonction  ax * 
n’a  qu’un  nombre  limité  de  différentielles  dont  la  plus 
élevée  est  dn.axn:=»(7i  — 1)  (n — 2). . . .2. 1 .«dxn  ; 
expression  qui  n’est  plus  susceptible  de  différentiation  , 
puisqu’elle  ne  contient  plus  de  variables  : ou  aura  donc 
alors  pour  le  dernier  coefficient  différentiel , 

fl'1  ri  r*fl 

==«(«—  i)(«—  a)....  1.0, 
c’est-à-dire,  une  quantité  eonstante. 
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1 g.  Cette  remarque  donne  un  moyen  fort  simple 
pour  développer  en  série,  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  x,  une  fonction  quelconque  u 
de  cette  variable,  lorsque  cela  est  possible.  En  effet,  « 
on  pose  l’équation 

u—A+Bx-)-  Cx* -f- Dx3 -(- Ex*  -j-etc. 
et  qu’on  la  différentie,  on  trouvera 

= B -f  a Cx  -f-  3 Dx*  -f-  4Ex3  -f-  etc.' 

i.aC  + 2-3 Z?x  -f-  3.4£~u*  + etc. 

1.2.3Z?  -}-  a.3.4^x  + etc. 

et  fi  on  a d’ailleurs  en  x l’expression  des  quantités 
du  d*u  d3u 

“*  Zr’  dl*'  à^’etC- 

en  désignant  par  U,  TJ' , TJ ",  Um,  etc.  ce  qu’elles  de- 

viennent lorsqu’on  fait  x=o , on  tirera  des  équations 
ci-dessus,  en  y supposant  aussi  x — o, 

A—  U,  B=- U',  C=—  TJ9,  D=— L—  V,  etc. 

■ I 1.3  1.3.3 

d’où  M=.r+  TJ'-  + l/B— -f  V-?~  4- etc. 

I 1.3  1.2.3 

20.  Si  on  prendu=(a-}-x)",  on  aura 
^=n(a+x)»->,  # i)(a+x)-\ 

gp=n  (n— i)  (n— a)  (a+l)’1'3,  etç. 


d’u  _ 
dx1 
d3u  _ 
dx3  * 
etc. 
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«t  faisant  x—o,  on  obtiendra 

U — a",  XJ'  = nu"-1,  XJ"  = n (n — 1)  a"- *, 

XJ"—n(n — 1)  (n — 2)an—3,  etc. 

d’où  on  conclura 

/ (a  4-  x)"=:ûn  + - a"~'x  + — — a"- ’x1 

1 1 1.3 

1.2.3 

Les  principes  de  la  différentiation  ayant  été  donnés 
ci-dessus,  sans  supposer  le  développement  de  (ra-f-.r)", 
on  doit  le  regarder  maintenant  comme  prouvé  pour  tous 
les  cas  où  l’exposant  n est  entier  ou  fractionnaire  , 
positif  ou  négatif. 


En  mettant,  par  exemple,  les  expressions 


on  en  obtiendra  le  développement , suivant  le  procédé 
indiqué  dans  le  n°  i44  des  Elémens  d’ Algèbre. 

31.  Le  même  moyen  conduit  à exprimer  par  Ips 
coefïiciens  différentiels  le  développement  général  de 
la  valeur  que  prend  la  fonction  u , quand  on  y substi- 
tue x-\-h  au  lieu  de  x.  En  effet  Ja  fonction  u,  lorsqu’elle 
*e  changera  en  u'  par  cette  substitution , pourra  être 
regardée  comme  une  fonction  de  h ; on  aura  par  le 

K 4 
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n°  précédent 

u'  — U+  U'-  + V—  + V -^-5  + etc. 

1 1.2  1.2.3 

si  U,  V,  U",  Vm,  etc. 

désignent  ce  que  deviennent 

, du'  d Hi  d 3ur 

u>  d h’  ~W’  UF’  etc‘ 

lorsqu’on  y fait  h — o. 

Il  est  d’abord  visible  que  v!  redevient  u lorsqu’on  y 
fait  A=o,  et  qu’on  a parconséquent  U ^=.u  \ mais  de 
plus  les  coefliciens  différentiels  ci-dessus , formés  en  re- 
gardant h comme  variable  et  x comme  constante , sont 
les  mêmes  que  ceux  qu’on  trouverait  en  traitant  x 
comme  variable  et  h comme  constante.  Pour  le  prouver, 
soit  x-f -h—x'\  la  fonction  v!  sera  composée  en  x 
comme  la  fonction  u l’est  en  x : on  en  conclura 
di/=p'dj/,  p'  étant  unefonction  de  x',etdx'— d(  r-j-/i). 
Si  l’on  ne  fait  varier  que  h , on  aura 

dx'=dA,  du'-=p'àh  et  =p'  ; 

. et  en  ne  faisant  varier  que  x , on  obtiendra 

dx'  = dx,  du'  = p'dx  et 

donc  — =r  La  fonction  p'  étant  elle-même  une 
Ah  dx  ■ r 

fonction  de  x',  on  aura  en’core 

dp'  dp'  ,,  , d»u'  d V 

df^dF*  dou  d/F=d?* 

et  en  général 

dmu'  d"'u' 

d/im  dx"*  ’ 

(Cela  posé,  lorsque  //  — o,  u'  se  change  en  n;  il  en 
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résultera 


V'=à-* 
Sx  • 


ir=Æ,  ir=g,  etc. 
dx»  * dx3  ’ 


et 


, du  h cl’u  h * d 3«  h 3 

u =u-f- j t-j— 1-  3—7 = 4- etc. 

dr  î ' dx*  î . a ^ dx3  î . a . 3 ' 


Cette  formule  est  connue  sous  le  nom  de  Théorème 
de  Taylor,  parceque  c’est  ce  géomètre  anglais  qui  l'a 
donnée  le  premier  (*). 

Elle  contient  implicitement  le  développement  du  bi- 
nôme, car  si  l’on  suppose  u—xn,  4 deviendra 
et  l’on  aura 

h li * 

(x-f-h)"z=x'l-J-nxa~‘  j -l~n  ( n — i}**- *y- ^ 


-f-n(n  — 1 ) (ra  — a)  x* 


P 


1 .2.3 


-}-  etc. 


(*)  Je  rapporterai  encore  ici  une  démonstration  de  ccttç  formule. 
Ayant  prouve  comme  ci-dcssus  que 

, si  l’on  fait  u' x:  A+  Bh  + Ch*  + Dh*  -f-etc. 

an  tljr 

et  qu’on  suppose  que  les  coelFiciens  A , B , C , D , etc.  ne  con- 
tiennent pas  h,  ils  ne  dépendront  que  de  la  varialilc  af , et  des 
quantités  constantes  qui  entrent  dans  la  fonction  proposée;  on 
aura  donc 

du' 


dï 


x:  B + tCh  -4-3/J Aa-+-  etc? 


du'  d A , dU  , , dC.,  , 

-j— — -r --+-3—  + «tç. 

dr  dr  dr  <Lr 

égalant  ces  déni  résultats  , terme  6 terme , on  trouvera 

„ t d6’ 

jD  = jTÜ’  *'c- 
r d’u 


_ d A 

_ id  B 

C=— p , 

a iLr 

zz  u , donc 

B=p, 

(t.r 

t d’ix 

C~  TTâ  (LrJ 

= — ^7»  D 


i .a. j da-J 


Cette  démonstration  m’a  été  présentée  ü un  eiercicc  publie  dans 
pne  des  principales  maison»  d’édueation  de  Parts. 


Digitized  by  Google 


k 


ZÜ  T II  A I T É ÉLÉMENTAIRE 

23.  La  formule  de  '/'«y /or  montre  aussi  que  les  divers 
coefilciens  différentiels  ont  encore  la  propriété  remar- 
quable de  former , lorsqu’on  les  divise  respectivement 
par  les  produits  ’ 


1 .2 


1.2.3  , etc. 


les  multiplicateurs  de  puissances  de  l’accroissement  h, 
dans  le  développement  complet  de  la  différence 


du  h , dau  h * , d3u  h3 


f Vit*.  (S  U «I  | M 


-f-  etc. 


dx  î dx1  î . a dx3  i.a.3 
Ce  développement  , lorsqu’on  y fait  h = dx,  de- 
vient (17) 

, du  . dau  , d'n 

u —u  = 1 = -f-  etc. 

1 1.3  1.2.3 

forme  très-simple,  ou  l’on  voit  comment  la  différence 
de  u correspondante  à l’accroissement  quelconque  dx, 
se  compose  avec  les  différentielles  des  divers  ordre* , 
relatives  au  meme  accroissement. 

De  la  différentiation  des  fonctions 
transcendantes. 

s3.  Les  fonctions  qui  ne  sont  pas  comprises  dans 
l'énumération  faite  au  n°  14,  se  nomment  transcen- 
dantes. La  fonction  exponentielle  u=a 1 est  la  plus 
simple  de  ce  genre.  Lorsqu’on  y susbstitue  x-f-dx  au 
lieu  de  x,  la  différence  devient 

a*+ix — ax—ax  (adI—  1 ) ; 

pour  la  développer  suivant  les  puissances  dedx,  on  fait 
fl  = 1 -|-  b , et  il  vient 

1 1.3 

. +jjig---0(^-»)y+e,c 


| 
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d’où  on  tire 


. (dx,  dx(dx — 1)  , 

Qis ! — b H ^ -b* 

I 1 


1 .a 

dx(dx — 1)  (dx — a) 


b3  + etc  j , 


' i.a.3 

et  en  ordonnant  par  rapport  à dr, 

; , (b  b-  , v \ 

i=dx(^-  — — +y  -etc.) 

+ eto. 

remettant  pour  b sa  valeur  a — 1 , il  en  résultera  (5) 

j , „ , fa  — 1 (a — 1)*  , (a  — 3)3  ^ \ 

d .ax  — a.*dx  f — - — — 4* ^ etc.  1 ; 

ainsi  prenant 

, a — 1 (a—  îV  . (a— O*  . 

*=— — i-rJ-+i-TJ-+‘tc' 

on  aura  d.ax  = kaxdx.  Telle  est  la  forme  de  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  proposée  , et  on  trouvera 
bientôt  une  nouvelle  expression  du  nombre  constant  k. 

a4-  Il  est  visible  que 

d“ . ax  = kdxd . ax  = k3axdx* 
d3.cr  —Idc^dx1 


dn.ax  = knax dx"  ; 

et  il  suit  de  là  que  « 

du  . d*u  , dV  ,,  _ 

Tx~ka  ‘ àë  = ka  > ’ CtC‘ 

Lorsque  x=o,la  fonction  u et  ses  coefiiciens  diffé- 


Digitized  by  Google 


a8  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIR.E 

rentiels  deviennent 

U—  1,  L"  = A , U"=k *,  ïT=A3,e  te. 

on  obtiendra  donc  (19) 

AV 


a*  = 1 


Ax  A*x* 
’T  + 


1 .3 


1.2.3 


-f-  etc. 


a5.  Le  développement  de  la  fonction  <1*,  trouvé  ci- 
* dessus,  servira  pour  reconnaître  de  quelle  quantité  la 
série  représentée  par  A tire  son  origine. 

Si  l’on  suppose  x=  1 , il  viendra 


a—  1 -) 

i 


A3 


1.2'  1.2.3 


4- etc. 


Cette  série  étant  peu  propre  à faire  connaître  a au 
moyen  de  A , on  cherchera  la  valeur  que  doit  avoir  a , 
lorsque  A=i;  et  en  la  désignant  par  e,  on  aura 


e“1+T' 


1 .2  ‘ 1 .2.3 


4-  etc. 


1 .2.3-4 

En  poussant  cette  série  jusqu’à  dix  ternies  , et  le3  éva- 
luant tous  en  décimales , on  trouvera 
e~  2,7182818. 

Cela  posé,  puisque  cette  valeur  répond  à A=  1 , il  s’en- 
suit que 


X 


-t 


xf 


que  de  même 


1 .2  ' 1.2.3  1 .2.3-4 

A3 


4-  etc. 


e*=  1 4-  - ■ 

1 1 


1 . 2 


1.2.3 


4-  etc. 


et  que  parconséquent  — n.  Si  on  prend  les  loga- 
rithmes de  part  et  d’autre,  on  obtiendra  ' 
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la 


a9 


k\e  = la,  ou  k — 


on  aura  donc  par  là 


le’ 


1 a 


. d . a1  = kardx  = — axdx. 

] le 

26.  On  peut  à présent  parvenir  à la  différentielle 
de  la  fonction  logarithmique.  En  effet,  si  l’on  nomme  a 
la  base  du  système  , y le  nombre , x le  logarithme  , on 
aura  (Alg.  241)  l'equation y=ax -,  regardant  x comme 
une  fonction  de  y , et  prenant  les  différentielles  de 
chaque  membre,  on  trouvera  cly  = afkdx , d’où  on 
tirera  (9). 

0tld-,-y— lc^' 

en  remettant  pour  a*  sa  valeur  y , et  pour  k sa  va- 
leur^;. Puis<ïue  a est  *a  base  du  système  des  loga- 
rithmes proposés.  . 

27.  Le  nombre  e se  présente  souvent  dans  les  re- 
cherches analytiques  ; on  le  prend  pour  base  d’un  sys- 
tème logarithmique,  que  j’ai  appelé  Népérien,  du  nom 
de  Neper,  inventeur  des  logarithmes,  et  que  je  repré- 
sente par  la  caractéristique  1'  (*)  : on  a alors  Ye  = i 
k=Ya,  et  les  résultats  des  n0'  précédens  deviennent  * 

,=1+î<H+£g);+^+t,,M 

d.a*  = a*dj;'.l'a(25),  d.l  (26). 

Pour  passer  du  système  dont  la  base  serait  e,  à celui 


(*)  Ces  logarithmes  étaient  connus  sons  les  noms  fort  impropres 
(le  logarithmes  naturels  on  hyperboliques. 


B * 
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dont  la  base  serait  a (Alg.  25o)  , on  aurait , en  désignant 

ces  systèmes  par  les  caractéristiques  1 et  l' , 

]y  = \e.Yy,  . „ ..... 

et  comme  on  compare  tous  les  systèmes  de  logarithmes 
au  système  népérien , on  appelle  module  le  nombre  le , 
par  lequel  il  faut  multiplier  pn  logarithme  qépérien  , 
pour  passer  au  logarithme  correspondant  dans  pn  qqtrp 
système. 

La  différentielle  logarithmique  étantd’un  grand  usage, 
il  faut  se  rappeler  que  la  différentielle  du  logarithme  est 
égale  au  produit  du  module  par  la  différentielle  di t . 

nombre  , divisée  par  le  nombre  même. 

28.  Si  on  voulait  passer  de  là  au  .développement 
de  x en  y -,  ou  du  logarithme  suivant  les  puissances  du 
nombre,  oq  trouyerait  que  les  quantités 

àx 

x,  T“ 

d y 

deviennent  infinies  par  la  supposition  dey=o,  et-l’on 
en  conclurait  que  le  logarithme  ne  saurait  se  dévelop- 
per dans  la  forme  b 

xz=  A -f-  By  + Cy* -f-  Zty3 -f-  etc. 

C’est  aussi  ce  qu’il  est  facile  de  reconnaîtra  à prippi,^ 
en  pbservant  que  la  fonction  sç  devant  iplinie  lorsque 
y —o  (Alg.  a5i  ) , ce  qui  ne  résulte  pas  de  la  formule 
ci-dessus , qui  se  réduit  alors  à x = A.  •'  - ' 

Il  n’en  serait  pas  de  même  si  l’on  faisait  y = 1 -f-  u ; 
car  on  trouverait , en  prenant  les  logarithmes  népériens., 

*=!' O = (!+«)-«  . . 
ajr  =— et». 

m 

1 <* 


d“jp 

ày*’ 


etc. 
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faisant  u=  o,  on  obtiendrait 

. •'  i"  ' « • «. 

J ' ïi%  11?  H*  ' U* 

1 (1  +U)=Z4— Y + -5— -^-  + -5-  — etc. 

\ 

et  pour  une  base  quelconque  a , on  aurait,  en  désignant 
par  M,  le  logarithme  dee,  pris  sur  cette  base , 

. f , » * _ • * f _ . ' ' 

1 \ ( U*  U ? 1 

10  + u)  = 21/{u_T  -f  y - - + y-etc.j  (*). 

sq.  l«ar  série  du  second  membre  n’ést  asjg?  conver-r,  • 
gente  ( Al  g.  a36)  potrr  Être  employée  au  Calcul  des 
logarithmes,  que  lorsque  u est  une  frac-pop.',  mats  on  a 
trouvé  des  moyens  de  la  transformer  ■ en  d'autres  qui 
s’appliquent  aux  difFérens  cas  avec  plus, ou  moins 
d’avantage. , Ou  a observé' d’abord  qn’en  changeant 
•ÿ  u en  — u , il  venait  ) 

\r  \ «f  • “*»*'  * Ü*  n*  u*'  t 

l(*r-?>lO^^  ~y^'y«s-*y>-r<  elc.  î» 

».  , • .'  — "i  • m 1 •'<)  ,*  t-  v "■  •**•  ; f.» 

«t  retranchant  céttti  équation  de -la  précédbnte , du  a 
trQU*é'  . ; -,  L-ii A », . ■ :r.  ' 


Ai. 


■ > : 


(*)  On  aura  remarque’  çan*  Joute  (ju^  rjkpjation  À = , J* 

*•  35,  jointe  à l’esprftpog  djii^°  ?3,  . 

(n— 0*  , 

* — — — ; , — ^ — ü 7 — ***• 

1 ••.<><•!  *„t  If  •*.  • ) t 1 ■ S *i»  ■ ■ " > 

conduit  i 


lfr-lrlf«T»)  fe’)»  | (?fW 


(.  1 

n 


c } ’• 


et  en  faisant  ««  fe  «HfllfiPïfliWl  «**ÏW 

♦î-dc.skM*. 
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faisant  ensuite  iltff  — i 4--  ce  qui  donne  u = — ——  , 
i — u n ’ au  + z. 

et  observant  que  1 -f-  ^ ='  1 = l(n-f-z) — In, 

il  en  est  résulté 

'c"+l)-'"=aM{^+s(^rJ+5(^;)S+',c}! 

d’où  on  a conclu 


i(„+o=i»+„»{  -±_ + 5(5^-,)  + «4 

Cette  série,  qui  fait  connaître  le  logarithme  de  n-f-z, 
lorsqu’on  a celui  de  n,  donne,  en  y supposant  n=  1 
et  z = 1 , 


b=‘!a{l+s±  + 


puisque  lx=o.  Elle  est  déjà  très-convergente  et* le 
devient  encore  plus  pour  urr  -nombre  plus  grand.  Si 
on  prend  M—  1 , on  trouve  l'a  = oficj5\^ja. 

Le  module  M s’obtient  en  calculant  le  logarithme 
d’un  même  nombre  dans  le  système  qu’on  veut  adop- 
ter, et  dans  le  système  népérien,  et  en  prenant  le 
rapport  des  deux  résultats  (37).  On  arrive  assez  promp- 
tement au  module  des  logarithmes  ordinaires , en  cal- 
culant d’abord  le  logarithfne  népérien  de  5 par  celui 
de  4 » qu’on  déduit  de  celui  de  2,  puisque  Î4  = 2I2  ; 
puis  connaissant  l'5  et  l'a,  on  a l'io=  Ï5  -f-l'a,  et 
divisant  par  ce  dernier , l’unité  qui  est  le  logarithme 
ordinaire  de  10 , on  obtient  le  module  cherché  : on 
trouve 


M — 0,434294482- 

Tel  est  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  les  loga- 
rithmes népériens  pour  obtenir  les  logarithmes  ordinaires 
(ou  de  Briggs). 
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Réciproquement , pour  revenir  aux  logarithmes  Né- 
périens, il  faut  diviser  les  logarithmes  ordinaires  par 
ce  nombre,  ou  les  multiplier  par  le  nombre 

ôT434fl9448a  ~ 2>3o2585o93- 

3o.  Je  vais  donner  quelques  exemples  de  l’applica; 
tion  des  règles  de  la  différentiation  des  fonctions  lo- 
garithmiques ; mais  pour  plus  de  simplicité  je  supposerai 
dorénavant  que  les  logarithmes  sont  Népériens,  à moins 
que  je  n’avertisse  spécialement  du  contraire. 


Soit  1®.  Il  nzi 1 f — — -Y  fin  faisan! — ^ — . ~ 

V|/«a+a;V  kV-f-x2  ' 


' ds 

on  aura  du= — ; mais 
z 

dxvV-f-x* 

dz  = l/«*+x\ 


*»  * 


esdx 


donc  du  = - 


aï-f-x3 

a'dx 


i * 


(a'-fr1)* 


'x(o»-f-x*)' 

l y i +x  — y 1 — xi 

l/l+X-fl/l— x==y,  y i-fx—  \/  »— X=:a, 

ce  qui  donnera 

* ».  . • ^ - »i  . \ 

N • \ 

u~l(r):=b'""Ia»  du— -è; 

W y a ,* 

Co/c.'  </,#  C 


/ 
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mais  on  a 

dx  dx  — dr 


a y'  i-f-x  zÿ  1 — x u\/  1 — x3 
zdx 


Av'  i+x— V »} 


d*=Ç 


2 \/ 1 — x“ 
dx  . dx 


dx 


(V/ï+X  + V/l— x} 


ydj 


2\/l-f-X  a^/i — x aV^i — X'1 

— ^dx 

2 l/ 1 — x*  ’ 
d’où  on  tire 

dy  dz zdx 

y z 2 y J/ 1 - x’  az  1 — x“ 

(y»  + z»)dx 

. ayz  y/ 1 — x* 

<et  en  observant  que 

* y*  + z*  = 4,  yz=ax, 
cLzr 

on  trouvera  enfin  du  : 


x\/ 1 — x1 

Cet  exemple  est  remarquable  par  les  réduction* 
qu’éprouve  la  différentielle,  et  par  sa  simplicité,* en 
égard  à la  fonction  dont  elle  dérive  ; il  sera  facile 
maintenant  d’effectuer  le  calcul  des  exemples  suivans, 
dont  je  ne  rapporterai  que  les  résultats. 

, dx 

3°.  u=\\x  -{-y  i-f-xa};  du  = : 


4°.  u=  — L=l{x  »/— 1 + / 1— x“}  ; du  : 
Y — 1 


5*.  »=i/^Ü£±ïV 

Iv/i+x31— xJ 


du: 


Vl+X* 

dx 

~ |/  r — x“ 
dx 

Vh^' 
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6°.  Si  on  avait  u = (Ix)n,  en  faisant  Le  = z , on 
trouverait 

(lr)"=z"  , à..zn=.nz”~ ‘dz; 

et  remettant  au  lieu  de  z et  de  dz,  leurs  valeurs,  il 
viendrait 

dx 

d.(lx)"=7i(lx)"— 1 — . 

JC 

7°.  Soit  enfin  u=x l.lx,  c’est-à-dire,  le  logarithme 
du  logarithme  de  x;  posant  comme  ci-dessus  lx  = z , 
on  aura  d’abord 

u~\z  . du=— , dz  = d.lx=— , 

0 2 JC 


d'où  on  déduira  ensuite  du  = 


dx 

xlx’ 


3i.  La  considération  des  logarithmes  facilite  beau- 
coup la  différentiation  des  formules  exponentielles , 
lorsqu’elles  sont  compliquées. 

i°.  Soit , par  exemple,  u—zf,  z et  y étant  deux  fonc- 
tions quelconques  de  x -,  eu  prenant  le  logarithme  de 
chaque  membre,  on  aura  \u=:y\z,  et  différentiant  en- 
suite, on  obtiendra 

t — • *»■»’•  •*  • • • % ■ ' ? . ».  ^ ‘j  /wà  • 

— = dyls-f-^d.lz  (i  i , 27),  ou 

• < (13 

— dy\z+y—, 

et  de  là 

du  = u ^dylz  -j-y , d . zt  =z>  ^dylz  +y  ^ . 

a0.  Soit  u=a‘*:  on  fera  bz=y,  et  on  aura 
» = du=  ûrdjla  (27)  ; 

C a 


(. 
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mais  àyz=.à.bx—bxàx\b:  donc 

X 

du  «a*  è^dxlalj. 

* 

3°.  Soit  u — z:,  z,  t et  s , étant  dès  fonctions  de  x; 
©u  fera  t‘=y,  il  viendra 

u — z/ , du  =tt^dyla  ; 

d>  = t'(^U+i^), 

• et  parconséquent 

du  = a'V(d,Uk-f-f^+^). 

Au  moyen  (Je  ces  formules  , on  trouvera  facilement  la 
différentielle  d’une  fonction  exponentielle  quelconque. 

32.  Lee  sinus,  les  cosinus,  les  tangentes  et  le» 
autres  lignes  trigonométriques,  considérées  par  rapport 
à l’arc  de  cercle  dont  elles  dépendent , sont  aussi  de* 
fonctions  transcendantes;  on  les  nomme  assez  ordinai- 
rement fonctions  circulaires.  Je  supposerai,  pour  plu* 
de  simplicité , que  le  rayon  soit  égal  à l’unité. 

En  substituant  x-j-dr,  pour  x,  dans  la  fonction  sin  x , 
il  vient  ( Trig.  1 1) 

sin  (x  +dx)  = sin  x cos  dx -f- cos  x sin  dx , 
d’où  l’on  tire  , pour  la  différence  , 

sin  (x  -f-  dx)  — sin  x = 
sin  x cos  dx  -f-  cos  x sin  dx  — sin  x b 
sin  x (cos  dx  — i)  -J-  cos  x sin  dx. 

Il  faudrait  maintenant  développer , suivant  les  puis- 
sances de  1 accroissement  dx , le  dernier  membre  de 
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cette  étwaùon  ; mais  on  peut  obtenir  sans  cela  a 
la  limifplu  rapport  de  l’accroissement  de  la  fonction 
à celuide  la  variable,  ainsi  qu’on  va  le  voir.  En 
prenant  le  rapport  de  ces  accroissemens , ©n  trouvera 

sinfx-f-dxj — sinx  . fcosdx — j) 

dx  dx 

si  l’on  fait  attention  que 

(sin  dx)*  ==  î — (cosdx)*  =c 
(1  -{-  cos  dx)  (1  — coe  dx) , 

et  que  parconséquent 

(sindx)* 


sindx 
dx 


! - cos4x= 

x -f-  cos  dx 


on  aura 


sinfx-4-dxY— sinx  . ~ sindx  sindx  sindx 

-L- d -J- — =-^r+^dx-dT+e0SX  sr 

/J.:.  sindx  . \ sindx 

= \ sm  x ïYipcôsdx  “^C08XJ  ~àx~' 

On  passera  aux  limites  en  cherchant  ce  que  devien- 
nent les  deuxfacteurS  du  second  membre  lorsque  l’ac- 
croissement dx  s’évanouit  (8).  Dans  ce  cas,  sindx=o, 

cos  dx  = î , et  Je  premier  facteur  se  réduit  à cos  x. 

' ...  . ; "~ 

* f 

_ sindx  , » ,,  . . 

Le  facteur —3 tend  sans  cesse  ver*  1 urnte;  car 

dx 

, . sin  A , sin  A À 

de  tane  A — . on  déduit 7 = cos^f;  et  puis- 

° cos  A tnng  A 

que  cos  A = x , lorsque  A— a,  l’uni  té  sera  la  limite  du 
rapport  entre  le  sinus  et  la  tangente  quand  l’arc  s’éva- 
nouit : or  il  est  viable  que  l’arc  étant  moindre  que  la 
tangent*,  et  plus  grand  que  le  sinus,  à plus  forte 

C 3 
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raison  son  rapport  avec  le  sinus  tend  sans  cesse  vers 

l’unité. 

On  aura  donc , en  vertu  de  ces  remarques , 

d.sin  x i-i 

— j rscosx,  oud.smj=dr  cosxi 


33.  Cette  différentielle  obtenue  , les  autres  s’en  dé- 
duisent sans  peine  ; car  on  a 

. i*.  cosx  ==  sin (i? — x),  d.cosx=  d.sin(i? — x); 

mais,  par  ce  qui  précède, 

d.sin  (i»  — x)  — d (î i — x)  cos  (i»  — x) 

< = — dx  cos  (i*  — x)  , 


et  cos  (i’  — - x)  = sin  x : donc 

d . cos  — — dxsinx. 

2°.  Puisque  sin  vers,  x ==  i — cosx,  on  aura 
d . sin  vers . x = — d . cos  x = dx  sin  x. 
sin  x 


3°.  tang  x sa 


cosx 


. cosxd.sinx — sinxd.cosx,  . 

dAaa*  (l2) 

_ (cos  x*  + sinx*)  dx 
cosx*  ’ 

mais  cosx*  -f-  sin  x*=  î : donc 

dx 


d.tang x : 


4°.  cotx  = 


tangx’ 
d.cotx=-^lf=. 


cos  x“ 


dx 


tangx*  tangx*cosx* 
JPJ»  mettant  pour  tang  x sa  valeur. 


dx 


sinx*  * 


i 
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5e.  sec  x — 
. d.secxr 


cosx 

d.cosx  dxsinx 


cosx" 


cosx* 


=dxtangxsecx. 


sm  x î 

puisque = tangx  et = sec  x. 

cosx  ° cosx 


6°.  cosec  x = ■ 


d.cosecx=- 


d.s 


sinx 


dxcosx 


sinx* 


sinx* 


-dxcotx  cosec  x. 


3 4-  Avec  ces  formules,  on  peut  trouver  la  différen- 
tielle de  toute  expression  renfermant  des  sinus  , co- 
sinus , tangentes , etc.  il  faudra  pour  cela  différentier 
en  regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  parti- 
culières, et  mettre  au  lieu  de  leurs  différentielles  les 
résultats  ci-dessus  : je  n’en  donnerai  qu’Ai  seul  exemple, 
savoir , u = cos  x‘in  x.  On  fera 


on  aura  et 


■=y\ 


du  = d . a?  = & ^dylz  (3 1 ) 


in  x ^c 


= dx  cosx"n  1 ( cosxl.cosx 


sin  x*\ 


cosx 


y 


35.  Après  avoir  traité  les  sinus , cosinus , etc.  comme 
des  fonctions  de  l’arc,  il  convient  de  regarder  l’arc 
successivement  comme  une  fonctionde  son  sinus , de  son 
cosinus  , etc.  et  d’en  déterminer  la  différentielle  sous 
ces  divers  points  de  vue.  Pour  cela,  soit  x la  fonc- 
tion proposée,  et  u la  variable  dont  cette  fonction 
dépend;  i°.  l’équation  d. sin  x = dx  cosx  , à cause 

c 4 
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de  sin  x=u  et  cos  x = \/ 1 — u2,  donne  du=rdx  \/  \ —.u,) 

et  parconséquent  (9)  dx  = — : telle  estla  valeur 

t/i— u* 

de  la  différentielle  de  l'arc  exprimée  par  le  «mis  et 
par  sa  différentielle. 

Si  on  voulait  exprimer  la  différentielle  de  l’arc  par 
son  cosinus , il  faudrait  partir  de  l’équation 
d.cosx  = — dxsinx, 
qui  donne  , en  faisant  cos  x = u , 

du 


dura — dx  l/ 1 — u*  ou  dx  = - 


j/ 1 — u* 


Pour  passer  de  là  au  sinus  verse,  on  feraitu  = 1 — y, 
puisque  cosx=i — sin  ver.  x;  on  aurait  parconsé-* 

quent  du  — — dy  et  dx  =s  — 

• vsy—y% 


20.  Soit  tang x = u -,  l’équation  d.tangx: 
de 


dx 

COS  X* 


donne  du 


cosx 


- et  dx  = du  cos  x*.  A cause  de 


siu  x * 

= tang  x . on  trouve 

cosx  ** 

sin  x = 00s  x tang  x,  . sin  jr*  = tang  x*  cosx1; 
et  substituant*  1 — cosx*  à sin  x*,  il  vient 
1 ==  cos x*  4- tang  x*  cos  x*  = cosx*  (1  -f-tang  x*)  : 
on  a donc 

1 1 1 

cos  x*  = — = — . — . 

1 + tang  x*  ' 1 -f-u* 

Mettant  cette  valeur  dans  celle  de  dx,  il  ea  résultera 
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du 


. ■- , d’où  on  peut  conclure  que  la  différen- 

tielle de  l’arc  est  égalé  à c lie  de  la  tangente  divisée 
par  le  quarré  de  la  sécante  ; car  exprime 

la  sécante  lorsque  la  tangente  est  représentée  par  u. 

Je  terminerai  cet  article  par  l’exemple  suivant  : 

Soit  x un  arc  ayant  pour  sinus  la  fonction  au  \/  î-J-u4, 
on  fera 

et  on  aura 


au\/ 1 — u4  =z, 

l.?>s 


. dz 

dX—  ; 

nu- 

mais 

2du(i — au4)  , 

V/ 1 — u» 

et 

VTT?—  i-3U*, 

donc  dx 

sdu 

J/ 1 — ua" 

«•  '*  «s 


■ * 


-V, 


w 

36.  On  peut,  par  le  moyen  des  expressions  diffé- 
rentielles obtenues  précédemment,  former  les  déve- 
loppemens  des  principales  fonctions  circulaires. 

i°.  Pour  sinx,  on  a 

du  d4u  . d3u 

_=cosar>  ^ 

db/ 

=sina:,  etc. 


'SmX’  dvi~~~C°SX> 


faisant  x = o , il  viendra,  par  le  n*  19  , U = o,  et 
V'=i,  L’"  = o , V—  — 1 , V = o,  etc. 
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d'où  on  conclura 

. x x*  x6 

8inx= s -f  ~ — etc. 

1 î.s.o  1.3. 3. 4-5 


fl°.  On  trouvera  pour  cos  x 


du 


d*u 


d3u 


;j-=  — sinx,  ^=—cosx,  j-j=sm  », 


dx 
d*u 

-3—;=  cos  x,  etc. 
dx4 


dxJ 


faisant  x = o , il  en  résultera  U = î , et 

U'  = o,  U*  = —i,  Um=o,  . U,m—x,  etc. 
ce  qui  donnera 


cos  X = 1 — 1- 

1 A 1 


X4  . 


1.3  ' 1.3. 3. 4 


— etc. 


Ces  deux  formules,  dont  la  loi  esttrès-éyidente  et. 
très-simple,  offrent  une  des  méthodes  les  plus  exactes 
et  les  plus  expéditives  pour  calculer  le  sinus  et  le  cosi- 
nus , correspondans  à un  arc  donné,  surtout  lorsque  cet 
arc  n’eft  pas  très-grand.  On  en  trouvera  d’analogues 
pour  la  tangente  et  les  autres  lignes  trigonométriques  ; 
mais  la  loi  de  ces  dernières  formules  n’est  pas  aussi 
simple  que  celle  des  précédentes , et  elles  sont  beau- 
coup moins  commodes  dans  l’application  que  les  re- 
lations qui  donnent  la  tangente , la  sécante , etc.  par 
le  moyen  du  sinus  et  du  cosinus  ; c’est  pourquoi  je 
ne  m’y  arrêterai  pas. 


37.  Si  on  représente  par  y un  arc  de  cercle  dont  le 
fcinus  soit  x,  on  aura  (35) 


dx 

V 1 — x1  ‘ 


1 


• r 
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ce  qui  conduira  au  développement  de  l'arc  suivant 
les  puissances  du  sinus.  En  effet,  on  en  tirera 

% = (— >-= 

d3v  -î  _i 

= C1—^)  *+3*>(i_x’)  ■ 


dfy  — I —I 

= 3.3x(i — x“)  *+3.5x3(i — x-*)  ' 

5 T 


d5y 


gp  = 3.3(1— X2)  a+2.5.ç)x3(i—  x*)  •+3.5.7X<(1— xj) 


■ etc. 


En  faisant  x=o,  et  observant  que  dans  cette  hypo- 
thèse l’arc jy  est  nul,  on  trouvera 


y = x 


3.3x* 


-f-  etc. 


i .a. 3 ' 1 .a. 3. 4-5 

Je  passe  à U recherche  de  l'arc  par  sa  tangente; 
en  nommant  y l’arc  et  x sa  tangente , on  a (35) 

ty  ='73Z^»>  d’où  n suit 


1-j-X* 

% = ('+«r 


erp  .mii'.o 

. 

i:  ■ rr:  t 

t>:  . • 


= — ar(i-)-i’) 
_ 

dx3  ~ ~ 

& — 


t.1  î>c'vnst 


dx1 

= — a(i-fx*)-*  + 8x»(i+x»)-3 


= 24^(iS-x2)-s-48x3(H-x2)-t 


d6y 


0^5  = “40 +X1)-3— a88x1(i-f-x»)-*+384.-d(i+x2)-» 
etc. 
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et  en  faisant  x — Q,  on  trouve 


La  loi  se  manifeste  ici  dès  les  premiers  termes*,  il  n’en 
est  pas  de  même  à l’égard  de  la  série  précédente;  mais 
comme  les  différentielles  successives  dey*  se  compliquent 
de  plus,  en  plus , à cause  de  leurs  dénominateurs,  le  pro- 
cédé employé  ci-dessus  n’est  pas  le  plus  propre  à con- 
duire aux  développemens  cherchés;  le  Calcul  inté- 
gral en  fournira  de  plus  commodes. 

Le  dernier  de  ces  développemens  donne  une  expres- 
sion remarquable  de  l’arc  oi,5 , dont  la  tangente  est , 
comme  on  sait , égale  à 1 ; en  effet , si  on  suppose 
x = 1 , il  vient  ‘ •’ 


os, 5=  I — j-f  T — 54-y  — etc. 

Cette  série  est  trop  peu  convergente  pour  être  em- 
ployée, mais  on  peut  calculer  le  même  arc  en  plusieurs 
partiej  ; et  la  tangente  de  chacune  étant  plus  petite  que 
l’unité  , on  aura  des  séries  convergentes.  Le  Géomètre 
anglais  Machin  a trouvé  que  l’arc  de  oi,5  est  égal  à 
quatre  fois  celui  qui  a pour  tangente  | , moins  l’arc 
dont  la  tangente  est  riv  , ce  dont  il  est  aisé  de  s’as- 
surer en  observant  que  si  tang  a — \,  il  en  résulte 
(Trig.  aS) 


tang  a a — 


a tang  a _ 5 

î — tang  a*  i a * 


a tang  2 a . îao 

tang 4®.  i — (tang 1 19" 


Le  dernier  nombre,  un  peu  plus  fort  quej’  unité,  tangente 
de  oi,  5,  montre  que  et,  5 : faisant  donc 


/{ax=  4,  os,  5 £j 
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la  différence  ^a-o1 »,  5 ou  A — B,  a pour  tangente 

tang  (^-Z?)  = tangi  = fr-ES/* -*an6  B ^ * 

6 ° r-^-tangyZtangiÿ  u3g 

et  comme  B~A—(A — 5),  il  Tient  oi,  5 = 4a — 4* 

Urenprenantsuccessivementx=?,x=-=-  on  trouve 

* o ' 20q 


23g  3 . (»3g)5  + 5 . (23g)1  7 . (e3g)' 


S+  etc. 


a •=.-=• 


1 :+■  1 


5 3 . 53  ~ 5 . 5à  - 7 . 57  g . 59 

d’où  on  conclut 


etc. 


etc. 


. 4 G 3.53  + 5^3- 7.57_F 

crt,  5=x<  . ^ j 

• ( \ a3g  3(a3g)s  ”^*  5(s3g)s 

De  /a  différentiation  des  équations 
quelconques  à deux  variables. 


k?+etC)y 


38.  Jusqu’ici  je  n’ai  différentié  que  des  équations 
séparées,  c'est-i— dire , dans  lesquelles  la  variable  se 
trouvait  seule  dans  un  membre,  et  la  fonction  dans 
l’autre  ; telles  sont  les  équations  3e  la  forme  X = Y, 
Y étant  une  fonction  dey,  et  X une  fonction  de  x ; mai» 
le  plus  grand  nombre  des  équations  que  l’on  rencontre 
dans  les  recherches  analytiques  ne  se  présente  pas  ainsi  : 
la  variable  et  la  fonction  y sont  souvent  mêlées  ou  com- 
binées entr’elles. 

Lorsqu’on  a une  équation  quelconque  V—Q  , entre 
x ety , son  effet  est  de  déterminer  x par  y,  ouy  par  x , 
enaorte  que  l’une  de  ces  quantités  est  fonction  de  l'autre. 
Si  l’on  conçoit  pour  un  moment  que  l’on  ait  déterminé 

y par  x,  en  substituant  l’expression  de  y dans  la  quan- 
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tité  Z7”,  celle-ci  deviendra  nécessairement  un  assem- 
blage de  fonctions  de  x seul , mais  composé  de  termes 
qui  se  détruiront  indépendamment  d’aucune  valeur  de  x, 
puisque  cette  variable  doit  rester  indéterminée.  Il  suit 
de  là  que  x recevant  un  accroissement  quelconque  h , 
y éprouvera  un  changement  tel , que  la  fonction  V 
demeurera  nulle  comme  auparavant.  Si  donc  on  dé- 
signe par  V'  ce  que  devient  en  apparence  l’expres- 
sion V , il  faudra  que  V —o  , d’où  on  conclura 
y — V — o j puis 

v—v 

— — = °’ 

quel  que  soit  l’accroissement  ; et  parconséquent , si 

y y 

l’expression ^ est'  susceptible  d’une  limite  P , 

on  doit  avoir  P — o (*). 

Mais  puisque  V se  compose  de  x,  et  de  y consi- 
déré comme  fonction  de  x , cette  limite  peut  s’obte- 
nir en  différentiant  V avec  l’attention  d’y  faire  varier 
y et  x , suivant  les  règles  des  numéros  10  , n , 12, 
i3  , 1 5 ; et  si  l’on  observe  que  P dx=dy,  on  conclura 
de  ce  qui  vient  d’être  dit , que  l’équation.  V — o en- 
traîne l’équation 

• àV—o, 

la  première  déterminant  y , et  la  seconde  dj\ 


(*)  Pour  concevoir  nettement  ceci , il  suffit  de  voir  qu’cn  gé- 
néral, si  dans  l’expression  y on  substitue  x -P  A au  lieu  de  x,  et 
jr  + k au  de  y , le  résultat  pourra  sc  développer  dans  la 
forme 

M , IV . P , Q,  R,  S t etc.  'étant  des  quantités  indépendantes  de  h 
et  de  k. 

Cette  équation,  i «ausc  de  la  proposée  y — a,  te  réduit  à 
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L’exemple  suivant  éclaircira  ceci. 

Soit  l’équation 

_ya  — a mxy  -f-  x*  — a*  = q. 

L’expression  V est  ici  y*  — a mxy  -f-  x'  — a*  ; si  o* 
la  différentie , dans  1^  supposition  que  y est  une  fonc- 
tion de  x , en  l’égalant  à zéro  , on  trouvera 

aydy  — amxdy  — amydr  -f-  2xdx  = o , 
ou  _ydy  — mxd_y  — mydx  -f-  xdx  = o ( 1 ) , 

en  supprimant  le  facteur  commun  a ; et  faisant  dy=pdx# 
on  aura  pour  déterminer  p , l’équation 

( y — mx)  p — my  + x — o, 

d’où  on  tirera 

my  — x 

P=~  • 

. y — mx 


Mh  -t-  m 4-  PI i J 4-  ()AA  + Rk'  4-  JA’  4-  etc.  = o, 
et  donne  Ja  relation  des  quantités  h et  k. 

Lorsqu’on  y fait  A =49/1,  elle  acquiert  un  facteur  h dans  tou*, 
ses  ternies  $ et  en  le  supprimant  il  viendra 

M+  iVêr-f-  Ph  -4-  Q»h  -f-  /fo-Vr  -f-  Sh*  -f-  etc.  = o. 

Le  rapport  «r  changera  à mesure  que  h diminuera  > mais  sans 
s'évanouir  en  même  temps  que  cette  quantité  ; et  Ton  aura  pour 
déterminer  dans  l’hypothèse  de  Azzo,  l’équation 

M -f-  Hfm  ~ o. 

La  valeur  de  <m  qui  en  résultera  sera  la  limite  de  toutes  les  valeurs 
que  cette  quantité'  peut  gendre  à raison  de  celles  de  h j il  est 
doue  évident  que  si  on  nwigne  cette  limite  parp,  l’équation 

M •+•  IS  p — o • 

sera  vraie  en  toute  rigueur. 

Il  est  visible,  par  le  procédé  dont  on  vieut  de  faire  usage, 
que  l’expression  M + Np  est  le  coefficient  différentiel  de  la  fane- 
lion  y,  pris  eu  y regardant  y comme  une  fonction  de  .t. 
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Pour  obtenir  p en  x seul , il  faudrait  substituer  dan» 
cette  expression  la  valeur  de  y , qui  dans  l'équation 
proposée  est 

y ~mx  ±.  \/ a’— x*-f- m\ c* ; 
et  il  viendrait 

— x 4-  Or*x  dz  m l/a“  — x*  ' ‘ m*x“ 

p — — 

± \/  d‘  — x*  -f-  n**x* 

— x 4-  m*x  * 

= m±  ■■■■ ^ , 

y «* — x*  -f-  m“x* 

résultat  semblable  à celui  qu’on  déduirait  immédiate- 
ment de  l’équation  séparée 


y — mx  ± [/a1  — x*  -f-  max* , 
correspondante  à la  proposée. 

I • 

3g.  L’équation 

( y — mx)  p — my  + x = o , 

étant  differentiée  , en  y considérant^  et  p comme  de» 
fonctions  de  X , conduit  à l'équation  ' 

(dy — mdx)p  -f-(y  — mx)  dp  — mdy  -}-dxs?o  ; 

et  si  l’on  fait 

dy  ==  pdx  , dp  — qdx-, 

il  vient 


C p-m)p  + (y  — mx)q- mp  - f-  i=*o, 

équation  qui  donne  la  relation  cftk  le  coeflicient  difFé- 

d‘y 

rentiel  du  second  ordre  q , ou  g--L  ( 17  ),  doit  avoir 


avec  celui  du  premier  ordre  p , ou  ^ , et  avec  les  va- 
riables x et  y. 
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Eu  continuant  de  différentier  de  la  même  manière  , 
on  formerait  l’équation  de  laquelle  dépend  le  coefficient 
différentiel  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

day 

4o.  Si  l’on  fait  attention  que  q = gÿ , et  que  . 
d3_y=d(dy),  on  reconnaîtra  que  l’équation 

( p — m)p  -f-  (y — mx)q — mp-\-  t =0, 
se  déduit  immédiatement  de  l’équation 

ydy~-mxdy — mydx -f- xdx  = o (1) , 

lorsqu'on  la  différence  en  y faisant  varier  dy , comme 
une  fonction  de-x,  et  divisant  ensuite  par  dx3.  Eu  effet, 
on  a premièrement 

dy3  -|-yd3y — amdxdy — mxdy  -J-  dx3  :=  o (2); 
secondement 


+ 1 + (-y- ^ ë = ^ 

dy  d*y 
en  d . -= — 


dx* 


équation  qui,  lorsqu’on  y change  ^ en  p,j~;  en  q , 

s’accorde  avec  celle  que  j’ai  obtenue  plus  haut  pour 
déterminer  q. 

En  général , faire  varier  les  quantités  p,  q,  etc.  comme 
des  fonctions  de  x,  c’est  prendre  les  différentielles  des 

expressions  équivalentes  , g--^  * différentielles  qu  i 

, , d“y  dV 

sont  respectivement  representees  par  -g*^ , g— 

c’est  enfin  regarder  les  quantités  dy,  d^y,  etc.  comme 
des  fonctions  de  x. 

L’équation  (1)  est  la  différentielle  première  de  la  pro- 
posée ; l’équation  (a)  en  eitla différentielle  seconde,  etc. 
Cale.  diff.  D 


etc. 


[)■ 


? 


/% 

J, 


~ ■ « 

.*•.  i* 

♦ * * ’< 


\ 
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et  d’après  la  remarque  ci-dessus  , les  différentielles 
dune  équation  PRIMITIVE  proposée , se  déduisent  les 
unes  des  autres  par  la  différentiation,  en  regardant  y, 
dy , d*y , etc.  comme  des  fonctions  de  x. 

On  passe  aux  équations  qui  donnent  les  coefliciens 
différentiels , en  observant  que  ces  coefliciens  sont  re- 
présentés par 


ou  en  faisant 

dy  — pdx , d2y  = qdx* , etc. 

Par  ces  dernières  substitutions , les  différentielles  dis- 
paraissent, et  il  ne  reste  dans  les  résultats  que  les  fonc- 
tions p , q,  etc.  absolument  indépendantes  de  la  valeur 
de  l’accroissement  dx. 


4i.  L’équation 

v*  — zm.ry  -f-  x1  — a*  ~o 

étant  du  second  degré,  donne  pour _y  deux  valeurs,  par 
le  moyen  desquelles  l’équation 

(y  — mx  ) dy  — ( my  — x ) dx  = o (1), 

d’où  on  tir» 

dy my  — x 

dx  y — mx  * , 

donne  aussi  pour  le  coefficient  différentiel  ^ , deux 

valeurs  correspondantes  à celles  de  la  fonctiony. 

Si  au  lieu  de  résoudre  l’équation  proposée  pour  en 
tirer  la  valeur  de  y , on  avait  éliminé  cette  variable  , 
entre  les  deux  équations 


! 


Digitized  by  Google 


V 
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de  calcul  différentiel. 

y — 2 mxy  -f  x1  — a*  — o , 

(y  — mx  ) dy  — ( my  — x ) dx  = o 

qp  aurait  eu  d’abord , en  vertu  de  la  seconde , 


5i 

(0. 


r m 


x(  mdy — dx) 
^ dy  — mdx  ’ 


substituant  dans  la  première,  il  serait  venu  , après  les 
réductions , ’ 


i 

* 


(x“—  a'—  dy*—  (2 mx*—  amaJ  — amV  ) dxcly 

+ (#*—  m’x* — a1/»*)  dx3  — o. 


'fi 


Cette  dernière  étant  résolue  par  rapport  à dy , donne- 
rau  ïes  mêmes  résultats  que  ceux  qu’on  obtiendrait  en 
differentiant  les  valeurs  de  y ; et  après  l’avoir  divisée 
par  dx1,  on  en  tirerait  immédiatement  les  valeurs  du 
coefficient  différentiel.  On  aurait  alors 


(x*-a3_  rnV)  S? 

' dx 

+ x1  — mV  — aam*  — 0 • 
et  en  dégageant  la  seconde  puissance  du  coefficient  dif- 

• .ày 

ix 


: 4*'\ 

« f ; 


férentiel,  exprimée  par  ~ £ , il  viendrait 

2 m ^ __  Q ’ 

dx1  dx  X3 a'-1 m“T-» 


"f  T* 

T 


42.  Il  est  facile  d appliquer  ce  qui  précède  ; à des 
exemples  plus  compliqués  , ou  dans  lesquels  les  varia- 
bles montent  à un  degré  plus  élevé.  Soit  encore  l’é- 
quation 

y — Zaxy  -f-  x3  = c ; 
la  différentiation  donnera 

D a 


Cl 


% 


v:: 


^ t »Mr 


SW* 


*’  M|p"  J 
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3yady  — 3cxdy  — 5cydx  -f-  3j.Jdx  = o , 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  3, 

_yad_y  — axdy  — cydx  4-  x*dx  — o , (i), 

, dy  cy  — x* 

et  parconsequent  . 

dx  y1 — ax 

La  fonction  y , dans  cet  exemple , étant  donnée  par 
une  équation  du  troisième  degré,  doit  avoir  trois  va- 
leurs ; et  en  les  substituant  successivement  dansl’expreS- 

sion  de  , on  obtiendra  un  pareil  nombre  de  valeur* 

pour  le  coefficient  différentiel.  On  voit  en  général  que 
ce  coeflicient  aura  toujours  un  nombre  de  valeurs  égal 
à celui  dont  la  fonction  y est  susceptible  dans  l’équa- 
tion proposée  : il  en  sera  de  même  à l’égard  de  la  diffé- 
rentielle. 

Si  on  éliminait  y entre  les  deux  équations 
y''  — 3axy  -f-  xs  = o 

y*ày — cxdy — cydx  -f-  xadx  = o (î), 

on  aurait  pour  résultat  une  équation  du  troisième  de- 
gré pàr  rapporté  dy,  qui  renfermerait  les  trois  valeur* 
dont  cette  différentielle  est  susceptible. 

dy 

Avpnt  trouvé  l'expression  de  dy  ou  celle  de  , on 

day 

parviendra  à celles  de  d“y  et  de  en  différentiant 

par  rapport  à dy , à y et  à x , suivant  la  règle  établie 
n°  4o,  l’équation 

vady  — axdy  ■ — cydx  -f-  x“dx  = o (O  » 

différentielle  première  de  la  proposée.  En  opérant  ainsi, 
on  aura 

^y»d“y  — oxd3_y  -j-  a_)’dya—  odydx — adxdy  -J-  oxdxa=  o ; 
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et  en  réduisant  il  viendra 

(y2 — ax)  d^y-f-  aydy* — 2odxdy  + 2xdx4=  o (2). 

Voilà  la  dilFérentielle  seconde  de  l’équation  proposée; 
si  on  la  combine  avec  la  différentielle  première , on 
pourra  éliminer  dy  , et  le  résultat  donnera  l’expression 
de  d’y  en  x,  dx  et_y.  On  chassera,  si  on  veut,  la  fonc- 
tion y , au  moyen  de  l’équation  proposée. 

En  divisant  l’équation  (2)  par  dx4 , elle  prend  la 
forme 

et  ne  renferme  plus  que  les  coefficiens  différentiels 

et  Mettant  au  lieu  de  sa  valeur 

dx4  dx  dx 

— , tirée  de  ( 1 ) , il  viendra 

y-  — ax' 

■ 'v 

+*(JË£)'— 

et  en  réduisant  au  même  dénominateur , 

( y 4 — ax  )3  -}-  2 xy< — Gax4_y4-f-2xjy  + 2a3xy=ro; 

mais  la  quantité 

a ry<  — Gax’_y4  -f-  2x^y  , 
n’est  autre  chose  que 

sxy  (y3  — Zàxy  4-x?)  : 

elle  est  donc  nulle  en  vertu  de  l’équation  proposée,  et 

D 3 


t 


♦ 
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parconséquent  on  a 

c[fty 

(y— ex)3  ^ + aa’xy  = o , 

d'Iy  sa3.ry 

• dx*  (y“ — ex)3' 


En  difFérentiant  (2)  par  rapport  à d^y,  dy,  y etx,' 
on  formera  la  différentielle  troisième  de  l’équation  pro- 
posée , et  on  en  tirera  la  valeur  de  d3y , lorsqu’on  aura 
éliminé  d“y  et  dy  à l’aide  des  équations  (1)  et  (s);  divisant 
le  résultat  par  dx3  , on  aura  l’expression  du  coefficient 


d.y 

dx3 


. En  continuant  ainsi  on  parviendra  aux  différen- 


tielles ultérieures. 

43.  La  remarque  du  n°  7 .,'  sur  les  constantes  qui 
disparaissent  par  la  différentiation  des  fonctions,  s’ap- 
plique également  aux  équations.  Si  on  avait , par 
exemple , y*  = ax  -f-  b , la  différentielle  ayày  — adx , 
étant  indépendante  de  b , appartiendrait  à chacune  des 
équations  particulières  qui  résultent  de  la  proposée,  en 
donnant  à b toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  on  peut  aussi  parvenir , dans  le  cas  actuel , à 
une  équation  indépendante  de  a,  quoique  la  différen- 
tiation n’ait  point  fait  disparaître  cette  constante  : il 
suffit  pour  cela  d’éliminer  a entre  les  deux  équations 

y*  — ax-\-b , 2ydy=adx;  . 


et  on  trouvera 

ydx  = 2xydy  -f-  bàx. 


Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit  pas  la  diffé- 
rentielle immédiate  de  la  proposée  , elle  en  dérive  ce- 
pendant de  manière  qu’étant  divisée  par  dx , elle  ex- 
prime la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x. 


la  fonction  et  le  coefficient^,  quel  que  soit  «. 
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Si  la  constante  qu’on  élimine  n'est  pas  au  premier 
degré  dans  l’équation  proposée  , le  résultat  qu’on  ob- 
tiendra renfermera  des  puissances  de  dy  et  de  dx  su- 
périeures à la  première  ; en  voici  un  exemple  : 

y*  — ûay  + x*=  a1. 

En  diflerentiant  on  trouvera 

^dy — ady  -f-  xdx  = o , 

\ 

, ydy+aAr 

d ou  a = • 

• ^ 

et  substituant  dans  la  proposée  , il  viendra , après  avoir 
ordonné  par  rapport  à dy  et  divisé  par  dxa, 

(*•  - 2-ya)  %-^y  Ë - xl=0  : 

telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x, 
la  fonction  _y  et  son  coefficient  différentiel  , indé- 
pendamment d’aucune  valeur  particulière  de  la  cons- 
tante a. 

En  résolvant  l’équation 

» 

y1  — aoy  -f-  x1—  o’, 
par  rapport  à a , on  en  aurait  tiré 

a = — y dz  v/  2y'  -f-x1*  ; 

et  a se  trouvant  dégagé  des  variables  x et  y,  la  dif- 
férentiation seule  1 aurait  fait  disparaître  : on  aurait 
trouvé 

-d \ydü%ÈZ±^t=o. 

V/ay’+x1 

D 4 
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En  faisant  évanouir  le  radical , on  s’assurera  que  cette 
équation  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  l’élimi- 
nation. 


44-  On  peut  faire  disparaître  autant  de  constantes 
qu’on  voudra,  en  différentiant  un  nombre  de  fois  égal  à 
celui  de  ces  constantes.  Soit 

y*~ m ( a1 — x*)  ; 

on  aura  d’abord 

y/dy  = — mxûx  ; 


dilférentiant  de  nouveau,  on  trouvera 
_yd“_y  -f-  dy* = — Sndr1  ; 

substituant  pour  m sa  valeur  — , tirée  de  l’équation 
précédente , et  divisant  par  dxa , il  viendra 
dy  dy*  ^ d“y 


résultat  indépendant  des  constantes  m et  a. 

45.  La  différentiation,  combinée  avec  l’élimination  , 
fournit  le  moyen  de  faire  disparaître  les  fonctions  irra- 
tionnelles. Soit  par  exemple 

N P”=Q , 

P et  Q étant  des  fonctions  quelconques  de xetde_y  ; en 
prenant  la  différentielle  de  cette  équation , il  viendra 
nPn~ ’dP=dÇ,  ou  nP’dP  — PdQ , 

en  multipliant  les  deux  membres  par  P\  et  si  l’on  met 
pour  P"  sa  valeur,  on  obtiendra 

nQdP  = PdQ, 

équation  dans  laquelle  la  quantité  P est  délivrée  do  . 
l’exposant  n. 

On  parvient  au  même  résultat,  en  prenant  le  loga- 
rithme de  chaque  membre  de  l’équation  proposée  ; on 


* 
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a successivement 

«LP=1Ç,  = ^ (»7), 

et  parconséquent  nQcLP  = .PdQ. 

Cette  remarque  sert  à développer,  suivant  les  puis- 
sances de  x,  la  fonction 


Ça  -f-  ix+  ex*  + dx3  -f-  ex*  + etc.)*, 
quel  que  soit  l’exposant  n.  Pour  cela,  soit 


Ça  -f-  bx  -f-  ex*  + dx3  + ex*  + etc.  )" 
—A-^-Bx-j-Cx*  -j-Dx3  -f-£xt-j-  etc. 

en  passant  aux  logarithmes,  il  vient 

ni  (a  + bx  -f-  ex*  -f-  dx3  -f-  ex*  + etc.) 

= 1 ÇA^-Bx-^-Cx^.-j-  Dx3 -\-Ex*  -f-  etc.)  ; 
différentiant  ensuite , on  obtient 

n Çb-\-  a ex  -|-  3 dx*  4~  4ejJi  4-  etc.)  dx 
a -f-  6x  + ex*  -f-  dx^-\-  ex ♦ -f-  etc. 

(Z?  + 2Cx-|-  3Dxa  +4EX3  -f-  etc.)  dx 

A + Bx  -f-  C^-J-Dx3  Ex*  -\-etc.  * 
supprimant  le  facteur  commun  dx,  faisant  disparaître 
les  dénominateurs,  et  développant  chaque  membre  par 
rapport  aux  puissances  de  x, 


nbA  + a ncAx  + 3 ndAx1  -f-  4neAx3  -f-  etc. 
-f-  nbBx  -f-  zncBx * -\-ondBx3  4- etc. 

4-  nèCx*  -£■  ancCx3  -f-  etc. 

-f-  nbDx 3 -f-  etc. 

aü  -f-  zaCx  -f-  3 aDx*  + 4a^xi  4“  etc. 
-f-  bBx,-\-  abCx3  -f-  ZbDx3  -f-  etc. 

+ cJSx*  -f»  acCx3  -f-  etc. 

4-  dBx3  -f.  etc. 


% 
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mais  comme  x doit  rester  indéterminé,  il  faut  que 
les  deux  membres  de  cette  équation  deviennent  iden- 
tiques par  les  coefficiens  mêmes  de  x , c’est-à-dire , 
que  les  coefficiens  de  la  même  puissance  soient  res- 
pectivement égaux  dans  chaque  membre.  Cette  con- 
sidération, déjà  employée  dans  le  n*  ig3  des  Elémens 
d’ Algèbre,  fournit  les  équations  suivantes  : 

nbA  ~ aB 

une  A nbB  = zaC  -f-  bB 

3ndA  -f-  2 ncB  -f-  nbC  — SaD  -f-  abC  -f-  cB , 

etc.  ‘ 


dont  on  tirera  les  valeurs  des  coefficiens  B , C , D,  etc. 
Le  coefficient  A semble  demeurer  indéterminé , cepen- 
dant on  en  trouve  la  valeur  en  faisant  x = o dans 
l’équation 

(e-f-  bx  -(-  etc.}"  ==  A -f-  Bx  -4-  etc. 
qui  par  cette  hypothèse  se  réduit  à 


a"  ss  A.  . 

Substituant  cette  expression  dans  les  équations  précé- 
dentes, on  en  conclut 

B=-a—'b 

1 

Cz=z  na'-'c  ^—^■an~ib% 

r .2 


D—  na*~'d  -f- 
etc. 


”0— 03, 
1*1 


lbc 


1 .2.3 


1 
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d’où  (a  + bx- j-cx*-ff/x3-f-etc.)’,= 


o"  - f-  ” an~'bx  -J-|  nan~'c  -f- 


n(n — 1) 

b y «n— î 


1 .2 


jx* 


+{„a~d  + !*^a~6c+r£L  i°a("  g^. an~3P  j ^ 

-f-  etc. 

46-  On  peut  faire  disparaître  aussi  les  transcendantes 
d’une  équation,  en  la  combinant  avec  ses  différentielles. 
L’une  des  plus  simples  de  ces  fonctions  est 

1 (a  bx  -f  ex3  -f  dx3  + etc.  ) ; 

si  on  représente  son  développement  par 

A+  Bx+  Cx*  +Z?x3+  etc. 

et  qu’on  prenne  la  différentielle  de  l’équation 

l(a+ùx+cxa+£ix3-f-etc.)=^-J-Æx+Cx:‘+Z?x:j+etc. 

on  trouvera 

b -f-  p, ex  -4-  3<7xM~etc.  „ 
â+bl+cx*+cix3+  etC.==jB+2Cx  + 3/}x3  + etc' 

et  on  déterminera  les  coefixciens  A , B , Ct  D , etc. 
comme  à l’ordinaire.  ( 

Soit  encore  pour  exemple 

sin  (n ■+•  bx  + ex1  -f-  dx3  + etc.  ) 

— A + Bx  -f-  Cx*  + Dx3  + £x'i  + etc. 

en  faisant , pour  abréger 

a + bx  -J-  ex*  + dx3  -f-  etc.  = u , 

A -f -Bx  -j-  Cx^-^-Dx3  -f-  etc.  —y  , 

il  en  résultera  y = sin  u ; et  en  différentiant  il,  viendra 
dy  = du  cos  u.  On  pourrait  éliminer  cos  u au  moyen  de 
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l'équation  cos  it=l/i  — sin  u*  , qui  donne 


cos u—ÿ i — y1,  et  on  aurait  alors  ày  — àu\/ 1 — y*  ; 

mais  il  faudrait  encore  faire  disparaître  le  radical  dans 
cette  équation.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  difFé— 
rentiera  une  seconde  fois  l’équation  dy  = du  cos  u,  en 
•e’  rappelant  que  u est  une  fonction  de  x , aussi  bien 
quey  ; et  il  viendra  d*_y  = d *u  cos  u — du1  sin  u : mettant 

pour  sin  u et  cos  u,  leurs  valeurs  y et ^ , on  aura 

d|y=^d*u— ydu*,  ou  dud^y — dye?u  -f-ydit3=  o. 

Il  ne  s’agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à y , 
dy , d^y , du , d2u , du3 , leur  valeur  ; or 


y — A + Bx  -f-  Cx*  -J-  Z?x3  -J-  etc. 

donne 

dy  = ( B + aCx  -f-  3Z)x*  -f-  etc.  ) dx 
d3_y=  (2C-f-a.3/?x  -f  etc.)  dx3; 

et  pour  ne  pas  m’engager  dans  de  trop  longs  calculs , 
je  réduirai  la  fonction  proposée  à sin  ( a -f-  bx  -f-  ex*  ) , 
en  faisant  d,  e , etc.  = o : dans  ce  cas  particulier, 

d u = ( b -f-  a ex  ) dx , 
d*u=2cdx*, 

du 5 = ( b3  -f-  66ac  x + 1 3&c*x*  -f-  8c3x3  ) dx1 . 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  l’équation 

dud^y  — dy  d*u  -f-  j'd  u3  — o 

devient  divisible  par  dx3;  et  en  l’ordonnant  par  rapport 
à x , elle  prend  la  forme  suivante  : 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  6l 

ùb  C -f-  6bDx  + mbEx*  -f-  etc.  "t 
+ 4cCx  -f-  * s cDx*  -f-  etc.  a 
-f-  b3 A -f-  6b*cAx  -|-  iabc*Ax*-\-  etc.  f 
-f-  b3Dx  -f*  Çb^cBx1  -f-  etc.  T 

-f-  b3Cj?  -f-etc.  V 
— 2 cB — 4c Cx  — 6cDx * — etc.  J 

En  égalant  à zéro  les  coeïïiciens  de  chaque  puissance 
de  x , on  obtiendra  les  équations  qui  déterminent  C, 
D , E , etc.  à l’égard  de  A et  B , il  faut  recourir  aux 
équations 

y=sin«  et  ^ = cosu. 

J du  , 

Lorsque  x = o , il  vient 

u — a , y — A , du  =^dx , dyr  = Bàx  ; 
et  il  résulte  de  ces  valeurs 

A = sin  a , B — b cos  a. 

Recherche  des  maxima  et  des  minima  des 
fonctions  dune  seule  variable. 

4j.  La  recherche  des  plus  grandes  et  des  moindres 
valeurs  dont  est  susceptible  une  fonction  donnée , forme 
une  des  plus  importantes  applications  analytiques  du 
Calcul  différentiel  ; en  voici  les  principes  : 

Lorsque  la  variable  de  laquelle  dépend  une  fonction 
proposée  passe  successivement  par  tous  les  degrés  de 
grandeur,  il  peut  arriver  que  la  série  des  valeurs  que 
reçoit  cette  fonction  , "soit  d’abord  croissante  , et  de- 
vienne ensuite  décroissante  ; il  y aura  alors  une  de  ces 
valeurs  qui  surpassera  toutes  lps  autres.  Si  au  contraire 
la  série  des  valeurs  de  la  fonction  proposée  est  d’abord 
décroissante  , et  devient  ensuite  croissante,  on  en  ren- 
contrera nécessairement  une  qui  sera  moindre  que 
toutes  les  autres.  Le  terme  où  l’accroissement  d’une 
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fonction  s’arrête  , s’appelle  Maximum,  et  celui  où  elle 
cesse  de  décroître  , Minimum. 

Soit  pour  exemple  la  fonction  y — b — (x — a )3  ; 
en  faisant  x — o , on  a y~b — a et  la  quantité(x — a ) 
venant  à décroître  lorsque  x augmente,  y augmente 
aussi, 'jusqu’à  ce  qu’on  ait  x = a,  d’où  il  résulte  y — b 
pour  le  maximum  ; mais  passé  ce  terme  , quoique  x 
prenne  de  nouveaux  accroissemens  , y décroît , et  de- 
vient nul , quand  ( x — a )*  = b.  La  marche  de  la  fonc- 
tion proposée  est  facile  à suivre , et  on  peut  d’ailleurs 
vérifier  que  la  plus  grande  valeur  de_y  répond  à x~a, 
en  substituant  successivement  a-j-S  et  a — f au  lieu  de  x ;• 
on  trouvera  dans  l’un  et  l’autre  cas  un  résultat  y==b — 
toujours  moindre  que  b. 

Soit  encore  y—  6+%  — a)%.  Dans  cet  exemple,  x 
étant  nul , on  a. y — b -f-  a“  ; puis  à mesure  que  x aug- 
mente , la  quantité  (x — a)3  va  en  diminuant  ainsi 
que , jusqu’à  ce  que  x — a ',  passé  ce  terme,  (x — a)1 
augmente  , et  il  en  est  de  même  dejy  dont  le  minimum 
répond  parconséquent  à la  supposition  de  x = a : ce 
qu’on  vérifie  encore  en  substituant  Successivement 
a — <f  et  <z-f-«T  au  lieu  de  x,  puisqu’on  trouve  pour 
l’un  et  l’autre  cas  yx=b  + S>,  résultat  toujours  plus 
grand  que  b. 

Toute  fonction  qui  croît  ou  décroît  sans  cesse , lors- 
que la  variable  dont  elle  dépend  croit , n’est  suscep- 
tible ni  de  maximum  ni  de.  minimum , puisqu’à  une 
valeur  quelconque  il  en  succède  toujours  une  plus 
grande  ou  une  moindre. 

Le  caractère  essentiel  du  maximum  consiste  en  ce 
que  les  valeurs  qui  le  précèdent  et  qui  le  suivent  im- 
médiatement sont  plus  petites;  le  minimum,  au  con- 
traire , est  surpassé  par  les  valeurs  qui  le  précèdent 
et  qui  le  suivent  immédiatement. 


* 


I 
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J’ai  dit  immédiatement , parcequ’il  arrive  souvent 
qu’une  fonction  a des  valeurs  qui  surpassent  son  maxi- 
mum ou  qui  sont  moindres  que  son  minimum,  ou  enfin 
qu’elle  a plusieurs  maximaet  plusieurs  minima  inégaux 
entr’eux  : tout  cela  est  aisé  à concevoir  ; car  si  après 
avoir  crû  et  décrû , par  exemple  , cette  fonction  vient 
à croître  de  nouveau  et  indéfiniment,  elle  finira  par  sur- 
passer le  maximum  qu’elle  a eu  d'abord. 


Au  lieu  d’être  indéfini,  si  ce  second  accroissement 
s’arrêtait  à un  certain  terme,  il  en  naîtrait  un  nou- 
veau maximum  qui  pourrait  être  différent  du  premier  : 
on  verra  sans  peine  ce  qui  doit  arriver,  lorsque  ces  chan- 
gemens  se  répètent  et  varient  dans  leurs  quantités 
respectives.  Je  passe  maintenant  à la  méthode  dont  on 
fait  usage  pour  découvrir  les  maxima  et  minima  des 
fonctions  d’une  seule  variable. 


48.  Soit  donc  y une  fonction  quelconque  de  x, 
dans  laquelle  cette  variable  ait  atteint  la  valeur  qui 
donne  le  maximum  ou  le  minimum  ; il  suit  de  ce 
qui  précède  que  si  on  cherche  les  valeurs  de  y , cor- 
respondantes àx  — Aetàx-f-A,  on  doit  , quelque 
petite  que  soit  la  quantité  h , obtenir  des  résultats 
moindres  que  le  maximum  , ou  plus  grands  que  le 
minimum.  En  désignant  par  ,y  la  valeur  de  y , qui  ré- 
pond à x — h , et  par  y1  celle  qui  répond  à x -f-  h , oa 
aura  , d’après  le  théorème  de  Taylor  (ai) 


j=y— 

y=y+ 


dy  h d y h * d3_y  h3 

dx  jl."1" dx“i.a  -dx3  1.2.3 

dj'  h d“y  h 1 cPy  h3 

dx  i dx*  1 . a dx3 1 .2.3 


etc. 

etc. 


Les  puissances  d’une  quantité  moiqdre  que  l’unité 
devenant  d’autant  plus  petites  que  leur  exposant  est 


* 


! 


R 
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plus  considérable , on  conçoit  facilement  qu’il  est  tou- 
jours possible  de  prendre  h assez  petite  pour  que  le 


terme  ^ h surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  sui- 
vent ; et  ce  terme  entrant  avec  des  signes  différens  dans 
les  valeurs  fy  et  y',  il  en  résulte  qu’une  des  deux  sur- 
passe^, tandis  que  l’autre  est  moindre  : la  fonction  pro- 
posée ne  sera  parconséquent  ni  un  maximum  ni  un 


minimum  tant  que  ne  sera  pas  nul  (*).  Mais  si  ce 
coefficient  s’évanouissait , comme  il  viendrait  alors 


.—■■■  | d*y  h%  d.y  h3 

ij  J i dx*i.a  djr*i.2.3 

./=v  ■ ^ 

J * ~ dxa  1 .a  ' dx3  1 .2.3 


■f-  etc. 
-+•  etc. 


on  aurait  en  même  temps  y et  y'  > y , lorsque  la 
valeur  du  coefficient  serait  positive  , ou  bien 


y et  y <^y  lorsque  cette  valeur  serait  négative  : 
le  premier  cas  donnerait  y minimum , et  le  second 
y maximum.  Il  suit  de  là  , que  pour  trouver 


(*)  Si  on  élevait  quelque  doute  sur  cette  assertion  , il  suffirait , 
pour  en  reconnaître  l'exactitude , d’observer  qu’une  série  de  la  forme 

yih  -f-  Bh*  4 Ch * -f-  £)h*  4-  etc. 
peut  s’écrire  ainsi:  * 

h £ A 4*  Bh  4-  Ch*  4*  Bh*  4 etc.  3 » 
et  que  la  partie 

Bh  4 CK*  4 Bh*  4 etc. 


qui  s’anéantit  lorsque  h=z  o , peut  parconséquent  devenir  moindre 
que  la  quantité  A août  la  valeur  reste  la  même  quelle  que  soit  K 

j quand 


* 


/ 
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quand  une  fonction  y doit  atteindre  son  maximum  ou 
son  minimum  (car  l’un  et  l’autre  sont  donnés  par  la 
même  équation)  il  faut  chercher  l'expression  du  pre- 

dy 

mier  coefficient  différentiel  gg  , et  l’égaler  à zéro. 

Dans  l’exemple  y — b — (r  — a)3,  rapporté  ci-des- 
dy 

sus,  on  a = — a (a:  — a)  -,  et  en  l’égalant  à zéro  , 

on  .trouve  xz=sa.  Pour  savoir  maintenant  si  cette  valeur 
répond  à un  maximum  ou  à un  minimum,  on  cherchera 
d3y 

ce  que  devient  g-^;  et  comme  il  se  réduit  à — 2,  quan- 
tité négative , il  s’ensuit  que  la  supposition  de  x — a 
donne  le  maximum. 


En  traitant  de  même  la  fonction 

y — b •+•  ( x—ay, 

* cl*y 

on  aurait  encore  trouvé  x=a,  mais  -f-  serait  devenu 

' d.r“ 

positif;  c’est  donc  le  minimum  qui  a lieu  dans  ce  cas. 

- - ) t (jjy  • 

4g.  De  ce  qu  on  doit  avoir  = o,  dans  le  cas  du 

maximum  ou  du  minimum  , il  n’en  faut  pas  conclure 
q^e  l’un  ou  l’autre  ont  nécessairement  lieu  toutes  les 
fois  que  cette  condition  est  remplie.  En  effet,  si  la 
dy 

valeur  de  x , qui  rend  g-  nul , faisait  évanouir  en , 

» day  d3y  .. 

meme  temps  gÿ,  sans  que  g-p  disparut,  comme  on 


trouverait  dans  cette  circonstance 

d3y  h1  d*y  M 

y dx3 1.2.3  dx'i.a.3.4~ 

y+ffr  v , d!y  hi  . 

Cale.  diff.  # 


etc. 

etc. 

E 
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d3v  h3  ..  j. 

et  que  le  terme  ^-3  Pourralt  » au  moyen  dune 

yaleur  convenable  de  h , surpasser  la  somme  de  tous  ceux 
qui  le  suivent , il' n’y  aurait  plus  entre  les  trois  quantités 
ty  tyt  y' , la  subordination  qui  convient  au  maximum. 
ou  au  minimum  ; la  moyenne  serait  plus  grande  que 
lune  des  extrêmes  et  moindre  que  l’autre  : c’est  ca 
qu’on  peut  voir  sur  la  fonction  y = b + (x  — a)3. 

d’y 

Mais  si  la  valeur  de  x anéantissait  ~ , il  viendrait 
, d*y  h* 

y ‘ dx*  1 .2.3.4 


, , d‘y 

. y = y + -i 


A ’ 


+ etc. 


les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum  seraient 


lequel  des  deux  devrait  avoir  lieu.  On  trouverait  de 
cette  manière  que  la  valeur  x=  a donne  un  maximum 
pour  la  fonction  y=b  — (x—  a)*,  et  un  minimum 
paur  la  fonction  y — b + ( x—  a )*• 

Sans  qu’il  soit  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  consi- 
dérations, on  verra  qu’en  général  il  ne  peut  y avoir  de 
maximum  ou  de  minimum,  que  quand  le  premier  dis 
coefficiens  différentiels  qui  ne  s’évanouissent  pas,  est 
d’un  ordre  pair , et  que  ce  coefficient  doit  être  négatif 
lors  du  maximum,  et  positif  lors  du  minimum. 

Comme  je  dois  revenir  sur  ce  sujet  à l’occasion  de 
la  théorie  des  courbes,  je  ne  donnerai  pour  le  moment 
que  quelques  applications. 

5o.  Je  suppose  d’abord  qu’il  s’agisse  de  partager  une 
quantité  a en  deux  parties,  de  manière  que  te  produit 
de  la  puissance  m d»  la  première,  par  la  puissance  ir  de 
♦ 
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la  seconde,  soit  le  plus  grand  de  tous  les  produits  sem- 
blables  qu’on  pourrait  former. 

Soit  x une  des  parties  de  a,  l’autre  sera  « — X,  et  le 
produit  dont  on  cherche  le  maximum  étant  représenté 
par  y , on  aura_y  = xm  (a  — x)*,  d’où  on  tirera 

» = mxm~~l  (a  — x)"  — nxm  (a — x)"— 1 ' 1 

dr 

— Q ma — mx — nx]  xm— 1 (a — x)n~ ' ; 

t 

et  en  égalant  à zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat, 
on  trouvera 


ma 

x — , x = o , x —a. 

m -f-  n 


La  première  de  ces  valeurs  répond  à un  maximum , 
car  lorsqu’on  la  substitue  dans  l'expression  générale  de 

d'y  , . 

elle  donne  la  quantité  négative 


les  deux  autres  répondront  à des  minima,  lorsque  m 
et  n seront  pairs , comme  on  peut  s’en  assurer  par  l’exa- 
men des  coefliciens  différentiels , ou  plus  simplement 
encore,  en  faisant  x=rtA  et  x—a±.h.  On  trouvera 
toujours  un  résultat  positif  dansŸun  et  l’autre  cas,  quel 
que  soit  le  signe  qu’on  donne  à h ; ce  qui  prouve  que 
la  fonction  proposée  après  avoir  décru  jusqu’à  devenir 
nulle , ne  passe  point  au  négatif,  mais  qu’elle  recom- 
mence à croître. 

5i.  Je  considérerai  encore  la  fonction  que  y désigne 
dans  l’équation 

y*  — amxy  -f-  x*  — a“  = o , 
dont  la  différentielle  est 

(y — mx)d_y  — (_my  — x)dc=o(38); 

E a • 


» 


/ 
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il  viendra 

dy my — x 

dx  y — tnx  ’ 

d’où  on  tirera 

, my  — x :=  o. 

'..Pour  obtenir  la  valeur  de  x , il  faudra  combiner  cette 
dernière  équation  avec  la  proposée  ; on  aura  par  co 
moyen 


; — x2 — a“=  c , 


d'où  il  résulte 


\/ 1 — m“  * 


y = 


V/i  -i 


» • . . • d5y 

Il  reste  à examiner  ce  que  devient  le  coefficient 

La  différentielle  seconde  de  l’équation  proposée  donne 
la  suivante  : 


(y- 


d’y  dy1  dy 

“mx)  d^  + d?  ~ 2,71  hT.  + 1 = 


do; 


que  la  supposition  de  = o réduit  à 
. d“y 

(y  — mx)^+  i = o. 


•et  d’où  on  tire 


dx2 

dy  — m 

dx2  x(i  — m2)’ 


en  mettant  poùr  y sa  valeur  en  x.  Il  faut  encore  subs- 
tituer celle  de  x j en  le  faisant  on  trouve 
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dxa 


a l/i  —m* 

ce  résultat  étant  négatif,  montre  que  la  valeur  dej', 
déterminée  ci-dessus,  est  un  maximum. 

Des  valeurs  que  prennent  dans  certains 
cas  les  coefficient  différentiels , et  des 
expressions  qui  deviennent 

» 

5a.  Si  on  cherchait  le  maximum  ou  le  minimum  de 
la  fonction  qy=  \/ a*. r* — x*,  par  exemple  , on  en  dé- 


duirait a 


ax — aar 


dx'  y/  x4 


; et  en  faisant  x = c , il 


viendrait  a = 2.  Cependant  avec  un  peu  d’attention 


on  verra  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la 
ÇpX  — 2 X * 

. ne  s’évanouissent  en  même  temps 


fraction - 


\/  c?x-— x* 

que  parcequ’ils  sont  affectés  du  facteur  commun  x.  Si 


on  les  en  délivre , on  trouvera 


dj» a1 — 2; 


2.r 


dx 


, dy 

conséquent  ~ =rh  i , lorsque  x=o. 


\/a “ — j 


-.y  et  par- 


En  général , si  on  fait  x — a dans  une  expression  de 

P (x o')m  O 

la  forme  -=tt elle  deviendra  - ; néanmoins  sa 

Q(x  — «)"  o 

vraie  valeur  doit  être  ou  nulle,  ou  Gnie,  ou  inGnie  ,. 

selon  qu’on  aura  m n , m = n , m < 71  ; car  en  efTaçant 

les  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénomina- 


p (x tz)m—n  P 

leur , on  trouvera  — - — dans  le  premier  cas , — 


dans  le  second , et  ay-m  dans  le  troisième , bien 

E 3 * 
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entendu  que  les  quantités  P et  Q ne  deviendront  ni  nulle* 
•ni  infinies  par  la  supposition  de  x=a. 

Lors  donc  qu’une  expression  quelconque  se  présente 
sous  la  forme  f , il  faut , pour  connaître  sa  vraie  significa- 
tion , la  dégager  des  facteurs  qui  sont  communs  à son 
numérateur  et  à son  dénominateur  {Alg.  70)  : la  diffé- 
rentiation en  fournit  le  moyen. 

La  différentielle  de  l’expression  P(x — a)  , dans  la- 
quelle P désigne  une  fonction  quelconque  de  x , mais 
indépendante  du  facteur  x — a,  étant 

(x  — a)dP-(-Pdx, 
ne  s’évanouit  plus  lorsque  x = a. 

Si  l’on  différentiait  deux  fois  la  fonction  P ( x — a )*, 
on  trouverait 

(x  — o)JdP  -f-a(x — a)jPdx, 

(x  — a)2d3P  -(-  4 (a: — a)  dPdx-f- 1 .aPdx*  ; 

et  comme  P ne  contient  pas  x — a,  la  différentielle 
seconde  se  réduirait  à son  dernier  terme.  En  poursui- 
vant ainsi , il  est  facile  de  se  convaincre  que  toutes  les 
différentielles  d’une  expression  de  la  forme  P (x — a)m, 
jusqu’à  celle  de  l’ordre  m — 1 inclusivement,  s’éva- 
nouissent dans  la  supposition  de  X3=a,  lorsque  m est 
un  nombre  entier,  et  qu’alors  la  différentielle  de  l’or- 
dre m se  réduit  à 1 .a. . .mP dxm  : le  facteur  (x  — a)m 
disparaît  donc , dans  cette  hypothèse , après  m diffé- 
rentiations. 

Il  n’est  pas  nécessaire  qu’on  connaisse  l’exposant  m, 
ni  même  que  le  facteur  (x  — a)m  soit  en  évidence, 
pour  savoir  quand  l’expression  P(x — a)m  en  est  délivrée  ; 
il  suffit  de  s’assurer,  après  chaque  différentiation,  si  le 
résultat  obtenu  s’évanouit  ou  noR , lorsqu’on  met  a à la 
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place  de  x : dans  le  dernier  cas  l’opération  est  finie  , et 

ce  qu’on  a trouvé  représente  la  quantité  1 .2 mPdx”. 

Soit , pour  exemple , la  fonction  x3  — ax1  — a“x  -f-  a? , 
qui  s’évanouit  par  la  supposition  dei  = a;  sa  différen- 
tielle première  s’évanouit  aussi  dans  cette  hypothèse , 
mais  non  pas  sa  différentielle  seconde , qui  est 
(6x — 2û)  dx'\  La  voilà  donc  délivrée  du  facteur 
(x  — a);  et  puisqu’il  a fallu  pour  cela  deux  différen- 
tiations , on  en  doit  conclure  qu’elle  est  de  la  forme 
P(x — a)*,  ce  qui  est  d’ailleurs  aisé  à vérifier,  caron 
trouvera 

x3 — ax1— aax  -f-  a3  = (x-f-a)  (x— a)a. 


Cela  posé  , dans  le  cas  où  m=n , si  on  différentiait 
m fois  successivement , tant  le  numérateur  que  le  déi>o- 
P (oc  - ~ d')m  . 

minateur  de  la  fraction  -y— 7 xz  1 il*  seraient  déea- 

Ç>(x — a)“  0 

gés  du  facteur  x — a,  car  on  aurait,  lorsque  x—a. 


dm.P(x — «)m i.a...mPàx'K  P 

dm  Q(x — a)m  1 .a. . .m^dx™  Ç)  ’ 

Si  c’est  le  numérateur  qui  donne  le  premier  un  résultat 
qui  ne  s’évanouisse  pas,  ce  sera  une  preuve  que  le  fac- 
teur (x  — a)  s’y  trouve  élevé  à une  puissance  moindre 
que  dans  le  dénominateur  , et  parconséquent  la  frac- 
tion proposée  sera  infinie  •,  si  c’est  au  contraire  le  dénomi- 
nateur , la  fraction  proposée  sera  nulle.  On  peut  donc 
énoncer  la  règle  suivante  : Pour  obtenir1  la  vraie  valeur 
d’une  fonction  qui  devient  - lorsqu’ on  donne  à x une  va- 
leur particulière , il  faut  différentier  son  numérateur  et 
son  dénominateur,  jusqu’à  ce  qu’on  trouve  pour  l’un  ou 
pour  l’autre  un  résultat  qui  ne  s’ évanouisse  pas  : la  fonc- 
tion proposée  sera  infinie  dans  le  premier  cas , nulle  dans 
le  second  ; et  elle  aura  une  valeur  finie , si  on  rencontre 
en  même  temps  deux  résultats  qui  ne  s’ anéantissent  point, 

£ 4 


i 
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Quelques  exemples,  éclairciront  suffisamment  ceci. 

53.  1°.  La  formule  ■-  ■ ^ qui  exprime  la  somme  des 

Ji  premiers  termes  ■ de  la  progression  par  quotiens 
■H  1 : x : xa  : x3  : etc.  devient  £ quand  x=  t ; cependant 
cette  somme  dans  la  progression  — I 1 î i : î , etc.  à 
laquelle  on  est  conduit  alors,  a une  valeur  déterminée, 
et  égale  à n , que  la  règlejirécédente  va  nous  donner 
aussi.  En  effet,  après  avoir  différentié  le  numérateur 

et  le  dénominateur. de  l’expression  - , on  trouve 

x — 1 

nxn~  'dx 

— -j- — » et  en  écrivant  î au  lieu  de  x,  il  vient  n. 

n t ax*  — a acx  -f-  ac*  , 

2 • La  vraie  valeur  de  - -L—-  dans  le  cas 

bx*  — a bcx  + bif 

où  x=c  ne  peut  s’obtenir  qu’après  deux  différen- 
tiations, car  la  première  donne  ~ , résultat  qui 

devient  encore-;  mais  en  le  différentiant  on  trouve?. 

o b 

3°.  Si  on  cherche  la  valeur  de  la  fraction 

x3  — ni*  — a'x  4-  a3 
x“ — a*  ’ 

lorsque  x = a , on  trouvera  , après  avoir  difFé— > 
rentié  une  fois  le  numérateur  et  le  dénominateur,  que 
le  premier  seul  devient  encore  nul  quand  on  met  a au 
lieu  de  x;  ce  qui  apprend  que  la  vraie  valeur  de 
la  fonction  proposée  est  nulle.  Le  contraire  aurait  eu 
lieu  pour  la  fonction 

ax — x* 

n*  — 2û3x  -f-  aax1 — x1’ 

4°.  Quoiqu’on  ne  voie  pas  tout  de  suite  comment  il 


\ 
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P(  z— ci)"1 

est  possible  de  donner  la  forme  4-  à la  fonction 

Q(x—ay 

transcendante — , qui  devient  2 ) lorsque  x—o, 

on  peut  néanmoins  y appliquer  la  règle , et  après  avoir 
difTérentié  son  numérateur  et  son  dénominateur  , on 
trouve  ax\a  — bx\b  : en  mettant  o pour  x,ona  la — 1 b, 
pour  la  vraie  valeur  cherchée. 

Ce  résultat  s’obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux 
fonctions  ax  et  bx  leurs  développemens  ( 24,  20)  , car 
il  vient 

ax — bx 


■ (la — IA)  -f-  {(la)1 — -f*  etc. 

et  la  supposition  de  x=o  réduit  le  second  membre  de 
cette  équation  à .son  premier  terme.  En  suivant  l’opéra- 
tion , on  remarquera  qu’il  y a un  facteur  x qui  disparaît 
par  la  division. 

Co  t t *1  1 — sinx+cosx  , , . , o , 

V • La  fonction  -1 — — se  réduit  a - lors- 

sinx-f-cosx — 1 o 

que  l’arc  x'=i9;  mais  en  y appliquant  la  règle,  on 

trouve  que  sa  vraie  valeur  est  alors  1 . 

G0.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  fonctions 


« — x — ala  4-  alx 

a — \/  2 ax  — x* 


et 


x1 — x 
! x-t-lx 


la  première  devient  f lorsque  x = a,  et  la  second? 
lorsque  x = i : leurs  vraies  valeurs  sont  respective- 


ment — 1 et  — 2. 


54.  La  règle  du  n°52ne  serait  pas  applicable  au  cas 
où  les  facteurs  qui  s’évanouissent  seraient  élevés  à des 
puissances  fractionnaires  ; car  les  différentiations  suc- 
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cessives  ne  retranchant  que  des  unités,  de  l’exposant 
m du  facteur  x — a , ne  peuvent  épuiser  cet  exposant 
lorsqu’il  est  fractionnaire  : seulement  il  devient  néga- 
tif quand  le  nombre  des  différentiations  surpasse  l’en- 
tier qui  s’y  trouvait  contenu  (i3).  Si  on  avait,  par 

J 

(x* — <Z2V 

exemple , , quoique  la  vraie  valeur  de  cette 

(x—a)7 

fraction,  lorsque  x=a,  soit  (aa)’ , on  n’y  parviendrait 
jamais  par  la  différentiation  : on  trouverait  successi- 
vement 

3x  ( x * — aa)  * 

I O-af* 

3 (x1— oay  + 3x*  (x* — aa)_  1 
— h etc. 

ï-ï(x-u)  * 

Le  premier  de  ces  résultats  devient  encore  |,  quand 
on  fait  x — a\  et  la  meme  supposition  rend  infinis  les 
numérateurs  et  les  dénominateurs  de  chacun  des  soi- 
vans.  Si  on  fait  disparaître  les  exposans  négatifs,  en 
passant  au  dénominateur  ceux  qui  se  trouvent  dans  le 
numérateur,  et  vice  versa,  les  expressions  nouvelles 
qui  naîtront  de  ce  changement  se  réduiront  toutes  à |. 

55.  Cette  difficulté  tient  à ce  que  la  différentielle 
d’une  fonction  de  x ne  peut  être  de  la  forme pdx , dans 
le  cas  où  une  valeur  particulière  de  x fait  disparaître 
une  irrationnalité  dans  cette  fonction. 

Si  l’on  a y — b -f-  \/ x — a,  par  exemple,  et  qu’on 
veuille , lorsque  x — a , trouver  la  valeur  consécutive  ày, 
il  faudra  mettre  a- f-dr,  au  lieu  de  a:;  il  viendra 

ÿ — b+V  dx, 

et  la  différence  sera 
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y1 — y — \/  dx  = dx-3 


Elle  se  réduit  au  seul  terme  dx“ , qui  estparconséquent 
aussi  la  différentielle  relative  à ce  cas  ; et  on  eu  tire 


dx“ 


dx 


dx 


dx1 


expression  dont  le  dénominateur  seul  s’évanouit  quand 
on  fait  dxz=o  , et  de  laquelle  il  résulte  que  le  ooefli- 
dy 

cient  différentiel  ^ est  infini  pour  la  valeur  particu- 
lière x — a. 

* 

Dans  la  suite , la  considération  des  courbes  éclaircira 
encore  mieux  cette  espèce  de  paradoxe. 

56.  Yoici  un  procédé  général  exempt  de  toute  dif- 
ficulté , qui  comprend  la  règle  du  n°  5a,  et  que  je 
n’ai  présenté  le  dernier  que  parcequ’il  m’a  semblé  que 
les  considérations  du  n“  cité  pouvaient  jeter  un  grand 
jour  sur  cette  matière. 

X 

Soit  —,  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dé- 
A 

nominateur  s’évanouissent  tous  deux  quand  x==a;  en 
substituant  a + h,  au  lieu  de  x , les  fonctions  X et  X' 
se  développeront  suivant  des  séries  de  la  forme 

Ah*  + Bh*  + etc.  A'h^+B'h^  + etc. 

et  ascendantes , c’est-à-dire , dans  lesquelles,  les  expo- 
sans  a , £ , etc.  iront  en  croissant  et  seront  positifs , puis- 
que ces  séries  doivent  devenir  nulles  dans  l'hypothèse 
de  h ;=  o , qui  répond  à celle  de  x = a : on  aura  donc 

, Ah  — Bh  -1"  etc. 


A' h*'  B'it*  -f-  etc. 
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au  lieu  de  la  fraction  proposée.  Si  dans  ce  résultat 

on  suppose  h = o,  on  doit  retomber  sur  la  valeur  ’ 

que  reçoit  la  fonction  —, , lorsqu’on  change  x en  a ; et 
A 

quoiqu’il  semble  d’abord  se  réduire  à 5,  on  va  voir  cepen- 
dant qu’il  a toujours  une  valeur  déterminée. 

En  distinguant  les  trois  cas  *]>*',  a.—»'  et 
on  peut,  dans  les  deux  premiers,  écrire  ainsi  qu’il 
Suit  l’expression  précédente  : 


Ah*  * Blf  * -(-  etc. 

A'+B’h 4.  etc. 

Sous  cette  forme  , il  est  aisé  d’appercevoir  que  tant  que 
ti  surpasse  a! , la  supposition  de  /;  = o rend  la  frac- 
tion nulle,  et  qu’elle  se  réduit  à ~—p,  lorsque  <*=*' . 

JT. 

Dans  le  troisième  cas , au  contraire , où  et  est  et  , 
on  a 

A -t-  Bh 4-  etc. 

A'h*'~*-\-  B'h^'+e te? 


et  ce  résultat  devient  infini  par  la  supposition  de 
h = o.  Dans  tous  ces  cas , la  vraie  valeur  qu’on  cherche 
ne  dépend  que  du  premier  terme  de  chaque  série. 

La  règle  suivante  s’étend  à toutes  les  fonctions  qui 
peuvent  se  présenter  sous  la  forme  indéterminée  § : cher- 
chez le  premier  terme  de  chacune  des  séries  ascendantes 
qui  expriment  le  développement  du  numérateur  etdu  dé- 
nominateur, lorsque  x =a  -f-  h;  réduisez  à sa  plus  simple 
expression  la  nouvelle  fraction  formée  de  ces  premiers 
tenues,  et  faites  ensuite,  h = 0 : les  résultats  que  vous 
obtiendrez  seront  les  differentes  valeurs  que  prend  la 
fraction  proposée  lorsqu’on  fait  x = a. 
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La  fraction  — dont  on  ne  peut  trouver  la  va- 

(x  — a y 

leur  par  la  différentiation,  lorsque x = a (54) , devient 
jparle  procédé  ci-dessus. 


(2 §h  4-  h*y 

i 

hx 


en  changeant  x en  a 4-  h ; et  faisant  h~o,  on  obtient 
la  vraie  valeur  (2 a)%. 

Le  même  procédé  paraîtra  quelquefois  plus  commode 
que  la  différentiation  , dans  le  cas  où  elle  peut  s’em- 
ployer. Ce  n’est,  par  exemple,  qu’après  avoir  diffé- 
rentié  quatre  fois  de  suite  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  la  fraction 


x3 — 4axa-f  7 cfx  — o.a3 — 2a2  \/  o.ax  — a1 
ar*  — 2 ax  — a“  -f-  la  [/  2 ax  — 

qu’on  parvient  à en  trouver  la  vraie  valeur , dans  le  cas 
où  x=za. 


En  écrivant  «-f- A au  lieu  dex,  comme  le  prescrit  la 
règle,  il  vient 

2a3  -f-  2 a*h  — ah*  -f-  h3  — 2û*  {/ aa-f-  2 ah 

— 2aa-f-A‘“-j-2a\/aa  — h a • ’ . 

réduisant  en  série  les  deux  quantités  radicales,  on  aura 

r t A*  h3  5A* 

iK  na-j-2aù  =n-f-A — etc. 

1 2a  2aa  Sa3  . , 

/ — A*  h* 

y a*  — h“  — a 3-3  — etc. 

n/i  X/n* 


\ 
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La  substitution  de  ces  deux  suites  dans  la  fraction  pré- 
cédente donnera  — 5a  pour  la  vraie  valeur  cherchée. 

57.  Une  fonction  peut  encore  se  présenter  sous  plu- 
sieurs formes  indéterminées , différentes  en  apparence 
de  5 , mais  qui , dans  le  fond , reviennent  au  même , et 
qu’il  est  bon  de  connaître. 

i°.  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 

■T?  peuvent  devenir  infinis  en  même  temps;  mais  cette 
A 

1 

P 

fraction  étant  écrite  ainsi  : se  réduit  à |,  lorsque 

~X 

X et  X'  sont  infinis. 


2®.  Il  peut  arriver  qu’on  rencontre  un  produit  composé 
de  d*eux  facteurs,  l’un  infini  et  l’autre  nul  : soit  PQ  ce 
produit;  si  la  supposition  de  X—  a donne  P — o x 


b P 1 

Q = - , on  obseryeraque  PQ  — — , et  que  — ■ = o , 

....  i 

et  il  viendra 


(*)  Le  procédé  du  n°  56  présenté  quelques  difficultés  lorsqu’il 
t’agit  de  l’appliquer  à des  coefficiens  différentiels  donnés  par  une 
équation  dans  laquelle  les  variables  x et  y se  trouvent  mêlées.  Il 
faut  avoir  recours  h des  moyens  particuliers  pour  tirer  de  l'équation 
primitive  proposée,  ane  valeur  de  y développée  et  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  A.  ( Voyez  le  Traité  du  CaJc.  diff.  et  du  Cale.  int.). 
Cependant  quand  cette  équation  est  délivrée  de  radicaux , on  peut 
d y"  , 

parvenir  h la  vraie  valeur  de  j-,  par  les  considérations  indiquée* 
dans  la  note  de  la  page  46. 

M 

En  effet,  l’équation  lYp^z  o donnant  p = — . conduit  il 


Digitized  by 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  79 

58.  Si  on  demandait  la  valeur  que  reçoit  la  fonction 

1X  > m t 

— - quand  x est  infini , ou , ce  qui  est  la  même  chose , la 

limite  de  cette  fonction,  on  ne  pourrait  y parvenir  par 
aucun  des  procédés  dont  nous  avons  fait  usage  jusqu’à 
présent , à cause  de  l’impossibilité  de  rtduire  1-r  en 
série  , et  il  faudrait  recourir  aux  considérations  par- 
ticulières à la  nature  de  la  fonction  proposée  1-r. 

En  changeant  x en  n et  a en  x dans  le  dévelop- 
pement de  a*  (24) , on  aura 


w*(lx)*  fi3(lx)* 
1.2  1.2.3 


etc. 


d’où  l’on  conclura 


p = * , lorsque  les  quantités  M et  iV  s'évanouissent  e*  même  temps  j 
mais  dans  ce  cas  le  développement  complet  d’où  cette  équation  est 
tirée , 

fllh  *1"  etc.  = o , 

se  réduit  à 

Ph'  + 4 R*,' h'  4 Sh*  + etc.  = o , 

<t  devient  divisiblepar  h’  ; puis  passant  aux  limites,  «n  faisant  h~o , 
et  changeant  scs  p , ou  obtient 

.P  4 Qp  + Rp'  = 0: 

«n  trouve  donc  dans  ce  cas  deux  valeurs  de  p. 

Si  les  valeurs  de  x et  de  y , qui  font  disparaître  les  quantités  M 
et  N , anéantissaient  aussi  les  quantités  P , Q et  R , il  faudrait  re- 
courir aux  termes  oit  l’accroissement  h monte  au  troisième  degré, 
pour  obtenir  p , qui  aurait  alors  trois  valeurs.  On  verra  dans  la  suite 
comment  les  quantités/1,  Q,  R,  etc.  qu’on  peut  calculera  priori, 
en  effectuant  la  substitution  indiquée  dans  la  note  de  la  page  4Q,  se 
forment  aussi  par  des  différentiations. 
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lx 

J nix  ■ nJ(lx)3 

l 1 .2  *"  1 .2.3 


E 


-f-  etc. 


Le 


+ "• 


nr  lx 


î.a  1 1.2.3 


+ 


r((lx)a 


+ etc. 


quantité  qui  tend  à devenir  nulle  à mesure  que  x aug- 
mente , au  moins  tant  que  n n’est  pas  d’une  petitesse 

comparable  à celle  de  ). 

5q.  Une  équation  qui  a des  racines  égales, 

est  nécessairement  île  la  forme 


V—P  (x — a)*  = o, 


le  facteur  P contenant  les  racines  inégales  ; et  il  suit  • 
de  ce  qui  a été  dit  n°  52 , que  tous  les  coefliciens  dilfé- 

. , dr  dT  . » . . ,,  . 

rentiels  -g—  , gjj  , jusqu  a inclusivement,  s éva- 


nouiront par  la  supposition  dex=a,  pareequ’ils  ren- 
fermeront tous  le  facteur  x — a.  Les  équations 


r=  o. 


d V &V 
dx  ° ’ dx3  0 ’ ' 


A*~'V 

i , - O i 

dx”— * 


auront  donc  lieu  en  même  temps  ; et  si  on  cherche 
le  diviseur  commun  entre  la  première  et  la  seconde , 
qui- sont  respectivement 

d P 

J P(x — c)"  = o,  -^-(x  — a)"  + nP(x — a)'1- ' = o , 
il  est  visible  qu’on  doit  trouver  ( x — a 

Ou 
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On  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  -j — = o, 

g — ; = 0 etc.  sont  précisément  celle*  que  l’on  a dési- 
gnées par.  ( A ),  (Z?) , etc.  dans  le  n°  ac5  , des  Ëlcmens 
d’ Algèbre. 

Ces  considérations  s’appliqueront  aisément  au  cas  où 
la  proposée  renfermera  plusieurs  espèces  de  racine* 
égales  , c’est-à-dire , sera  de  la  forme 

X(x — a)"(x — by=o; 

Car  en  différentiant  le  premier  membre  suivant  la  règle 
du  n*  i r,  on  trouvera 

(x— u)"  (x — + nX(x  — n)*-‘  (x  — b y ) 
+ pX(x-n-a)n(x  — by-'  ) 

quantité  qui  s’évanouit  aussi  lorsqu’on  fait  x ~ a ou 
x — b , et  dont  le  diviseur  commun  avec  le  premier 
membre  de  l’équation  proposée  est  évidemment 
(x-r-a)"-1  (x  — by~‘. 

*•''*'*  1 • «-  • • r 

On  peut  opérerde  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  (x—  a)",  (x  — by,  (x  — e)»,  et*,  et  on  trou- 
vera toujours  que  le  diviseur  commun  entre  les  équa- 
tions V x= o , -3— • = o , doit  contenir  les  racines: 

égales,  élevées» chacune  à une  puissance  moindre  d une 
unité,  que  dans  la  proposée  V = o. 

J ’J.  ■ i t ...  ry  ■ r.  - ' ' * 

Application  du  Calcul  différentiel  à la 
...  . théorie  des  courbes. 

60.  C’est  par  des  recherches  relatives  aux  lignes 
courbes , que  les  Géomètres  sont  parvenus  au  Calcul 
Cale.  dijf.  F.‘ 
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différentiel , qu’on  a présenté  depuis  sous  des  point» 
de  vue  très-variés  ; mais  quelle  que  soit  l’origine  que 

(l’on  donne  à ce  Calcul , il  reposera  toujours  immédiate- 
ment sur  un  fait  analytique  préexistant  à toute  hypo- 
thèse , comme  la  chute  des  corps  graves  vers  la  surface 
de  la  terre , préexiste  à toutes  les  explications  qu’on 
j en  a données  : et  ce  fait  est  précisément  la  propriété 

dont  jouissent  toutes  les  fonctions  d’admettre  une  li- 
mite dans  le  rapport  que  leurs  accroissemens  ont  avec 
ceux  de  la  variable  dont  elles  dépendent.  Cette  limite , 
différente  pour  chaque  fonction , mais  constamment  la 
même  pour  une  même  fonction,  et  toujours  indépen- 
dante  des  valeurs  absolues  des  accroissemens,  carac- 
• térise  d’une  manière  qui  lui  est  propre  , la  marche  de 

cette  fonction  dans  les  divers  états  par  lesquels  elle  peut 
passer.  En  effet,  plus  les  accroissemens  de  la  variable 
indépendante  sont  petits , plus  les  valeurs  successives 
de  la  fonction  sont  resserrées , plus  enfin  cette  fonction 
approche  d’être  soumise  à la  loi  de  continuité  dans  ses 
changemens et  plus  le  rapport  de  ces  changemens  à 
ceux  de  la  variable  indépendante  approche  d’être  égal 
► • à la  limite  assignée  par  le  calcul.  Par  la  loi  de  conti- 

nuité on  doit  entendre  celle  qui  s’observe  dans  la  des- 
cription des  lignes  par  le  mouvement , et  d’après  la- 
quelle les  points  consécutifs  d’une  même  ligne  se  suc- 
cèdent sans  aucun  intervalle.  La  manière  d’envisager 
les  grandeurs  dans  le  calcul , ne  paraît  pas  admettre 
cette  loi , puisqu’on  suppose  toujours  un  intervalle  entre 
deux  valeurs  consécutives  de  la  même  quantité  ; mais 
plus  cet  intervalle  est  petit , plus  on  se  rapproche  de  la 
loi  de  continuité , à laquelle  la  limite  convient  parfaite- 
ment; c’est  aussi  en  vertu  de  cette  loi  de  continuité 
que  les  accroissemens  quoiqu'évanouissans , conservent 
encore  le  rapport  dont  ils  se  sont  approchés  par  degré* 
avant  de  s’évanouir. 
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Il  me  paraît  maintenant  très-évident  que  la  méta- 
physique précédente  renferme  l’explication  philoso- 
phique des  propriétés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral , soit  par  rapport  aux  recherches  sur  les  courbes , 
soit  par  rapgprt  à celles  qui  concernent  le  mouvement. 
La  difficulté  des  unes  et  des  autres  rte  vient  que  de  ce 
qu’il  y a continuité  dans  les  changemens  des  lignes  ou 
dans  ceux  des  vitesses  ; et  la  considération  des  limites 
( ou  toute  autre  équivalente  ) , donne  le  moyen  d’éta- 
blir cette  continuité  dans  le  CalcijJ. 


61.  Les  considérations  géométriques  prouvent  d’une 
manière  bien  évidente  que  le  rapport  des  accroissemens 
d’une  fonction  et  de  sa  variable  est  en  général  suscep- 
tible de  limites. 


Toute  fonction  d’une  seule  variable  peut  être  re- 
présentée par  l’ordonnée  d’une  courbe  dont  cette  va- 
riable est  l’abscisse  ( Trig.  77  ) ; et  le  rapport  de  l’or- 
donnée de  la  courbe  avec  la  soutangente  , correspond 
au  coefficient  différentiel  de  la  fonction.  En  effet  si 
dans  une  courbe  quelconque  CD  ,fig.  1 , on  mène  par 
deux  points  M et  M'  une  sécante  MM'  prolongée  jus- 
qu’à ce  quelle  rencontre  en  S,  l'axe  des  abscisses  Ali 
qu’on  tire  les  deux  ordonnées  PM,  P' M' , et  la  droite 
MQ  , parallèle  à AB  , les  triangles  semblables  Mr QM 

et  MPS  montreront  que  les  rapports  ~ 'v-  et 

M(j  ~ps 

sont  toujours  égaux.  Mais  si  l’on  conçoit  que  le  point  M’ 
se  rapproche  sans  cesse  du  point  M,  le  point  S se  rap- 
. prochera  aussi  du  point  T;. la  ligne  PS  tendra  donc 

à devenir  égale  à la  soutangente  PT  : le  rapport 


s’approchera  de  même  du  rapport  qu’il  aura  pour 
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limite,  et  qui  sera  parconséqtient  aussi  celle  du  rap- 
port des  accroisseniens  M{>  et  M'Q  que  reçoivent  si- 
multanément l’abscisse  AP  et  l’ordonnée  PM. 

Il  suit  de  là  que  lorsque  la  fonction  q]je  représente 
l'ordonnée  sera  connue , son  coefficient  différentiel  don- 


nera l’expression  du  rapport 


PM 

~pji  > et  que  réciproque- 


ment si  l’expression  de  ce  rapport  est  connue  d’ailleurs  , 
elle  fournira  le  c<jf flicient  différentiel  de  la  fonctiou 
correspondante  à l’ordonnée  (*). 


62.  Lorsque  l’on  donne  à l’abscisse  des  valeurs  suc- 
cessives , les  ordonnées  qui  répondent  à ces  valeurs  , 
déterminent  sur  la  courbe  des  points  que  l’on  peut 
regarder  comme  les  sommets  des  angles  d’un  polygone 
inscrit  à cette  courbe. 


Si  l’on  prend  , par  exemple,  sur  l’axe  des  abscisses 
les  points  P,  P P" , fig.  2,  distans  entr’eux  d’une 
même  quantité  h , on  aura 

AP  — x , AP  — x + h , AP"  = x -{-  2/1 , etc. 

qu’on  élève  les  ordonnées  correspondantes  PM , PM', 
P"M",  et  que  l’on  joigne  les  points  M,  M' , M",  etc. 


(*)  Quoiqu’on  ne  puisse  guère  révoquer  en  dou  te  que  deux  quan- 
tités qui  sont  la  limite  d’une  même  quantité  variable  soient  égales,  on 
a coutume  néanmoins  de  démontrer  cette  proposition  comme  il  suit. 

Soient  A,  JS,  les  deux  premières  quantités,  et  V la  troisième;  si 
l’on  avait  A—B — T),  etque  /•'fût  toujours  moindre  que  A,  quelque 
près  qu’il  fût  de  cette  grandeur  , sa  différence  avec  J}  surpasse- 
rait/>.  On  nepeutpas  dire  non  plusque  K soit  compris  entre  A et  //, 
car  il  différerait  alors  de  JS  ou  de  A d’une  quantité  au  moins  égalé 
h'  D;  ainsi  dans  tous  les  cas  V ne  pourrait  npprocher  en  même 
temps  aussi  près  qu’on  voudrait  des  deux  quantités^  et  B,  ce  qui 
«st^contraire  à la  définition  des  limites. 
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par  des  cordes , on  formera  le  polygone  MM' M" , etc. 
qui  différera  d’autant  moins  de  la  courbe  proposée  que 
îes  points  M , M' , M",  etc.  se  rapprocheront  ; mais  en. 
même  temps  le  nombre  de  ses  côtés  augmentera  de  . 
plus  en  plus,  puisque  la  distance  PP'  sera  contenue  un- 
nombre  de  fois  de  plus  en  plus  grand  dans  l’abscisse 
déterminée  AD.  La  courbe  CD  sera  évidemment  la 
limite  de  tous  ces  polygones  , et  parconséquent  les  pro- 
priétés qui  conviendront  à cette  limite , conviendront 
aussi  à la  courbe  proposée  (*). 

Cela  posé,  si  l’on  mène  MQ  et  M’ Q'  parallèles  à 
l’axe  AB , M‘  Q sera  la  différence  des  deux  ordonnées 
consécutives  PM  et  PM' , M"Q'  celle  des  ordonnées 
P'M'  et  P"M".  En  prolongeant  la  droite  3/A/' jusqu'en 
A'",  on  formera  les  triangles  égaux  MM' Q , *3/' A7* Q' , 
qui  donneront  M' Q = N"Q'  ; et  il  en  résultera 

M" AT" = N"  Q'  — M " Q'  ou  3/":V" = M"  Q'  — AT"Ç>'; 

et  parconséquent  31“ Q' — ü/'Ç=qi  M’Na  selon  que  la 


{*)  Eeibnitz  a toujours  envisage  le  Calcul  différentiel  sous  u» 
point  de  vue  à-peu-près  semblable. 

« Scntio  autera  et  banc  et  alias  (metbodos)  hactcniis  adhibitas 
» oranes  dcduci  posse  ex  gencrali  qnodara  meo  dimetiendorum  curn- 
a>  lincorum  principiô , quod  figura  curvilinca  censenda  sit  œqui- 
3>  pollere  polygono  infini torum  laterum  ; undc  secjnitur,  quic- 
?»  quîd  de  tait  polygono  demonstrari  potest , sive  ità,,  ut  nullus 
j>  habeatur  ad  numerum  laterum  respectas,  sive  ith , ut  tantù  ma- 
» gis  vcriGcetur,  quant 6 major  sumitur  laterum  numéros,  ità,  ut 
» error  tandem  fiat  quovis  dato  minor  ; id  de  curvâ  posse  pro- 
3»  nuntiari  ».  ( Acta  Êruditorum  arm.  1G8.},  page  585). 


Il  est  «vident  que  ccttc  métaphysique  est  aussi  très-lumineuse, 
et  ne  diffère  de  celle  que  j’ai  prèscntc'e  ci-dessus  que  pareeque 
-la  limite  y est  désignée  comme  un  polygone  d’un  nombre  infini  de 
côus  infiniment  petits. 
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courbe  est  concave  ou  corlvexe  vers  l’axe  des  abscisses  : 
Al" N"  sera  donc  la  différence  des  lignes  M'Q  et  Al"  Q' . 

Le  calcul  différentiel  donne  l’expression  de  ces  diverses 
droites;  car  on  a successivement  (21). 


P AI  ~ y 

P' M'  — y A+^il  + etc. 

J dx  1 dx2  1 . 2 

p-M-=y  +^  + %ÿ-. 

J 1 Ar  i dx*i.fl 


+ etc. 


P'M'-PM  h +Ë4  + CtC- 


P"  Al"  — P'M'  —Al"  Q'=  h 4 


*cr-ÈL  h 


dx2  2 


4-  etc. 


M"  çy — AV  ç =rp  A1"K"^=  ^ h*  4- etc. 


d’où  il  suit  que  si  l’on  prend  fr  = dx,  la  valeur  de  MQ 
approchera  de  plus  en  plus  de  la  différentielle  pre- 
mière dy,  celle  de  AI"1S" , de  la  différentielle  seconde 
d5j.  En  considérant  un  quatrième  point  du  polygone , 
on  trouverait  de  même  la-  ligne  correspondante  à la 
différentielle  troisième. 

65.  Les  lignes  PM,  M'Q,  Al"  N" , ont,  par  rapport 
au  Calcul  des  limites",  une  subordination  marquée  par 
les  exposans  dont  l’accroissement  h est  affecté  dans  leur 
premier  terme  , exposant  qui  est  le  même  que  celui  de 
l’ordre  de  la  différentielle  à laquelle  ils  correspondent. 
On  voit  en  effet  que  le  rapport  de  M' Q à P Al  diminue 
sans  cesse  et  finit  par  s’évanouir,  lorsque  h—  o,  qu  d en 
est  de  même  du  rapport  de  Al" JS  " à AI'  Q ; mais  que  si 
l’on  comparait  la  première  de  celles-ci  au  quarré  de  la 


l 
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seconde , le  rapport  aurait  alors  une  limite  assignable  cjui 

serait  le  rapport  de  g ^ à (56)  (*). 

64.  On  voit  en  même  temps  par  ce  qui  précède,  que 
le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  ^ , expri- 

PM  . - *. 

niant  le  rapport  jpj,  J‘g ■ 1 , donne  la  tangente  tri- 

gonométrique  de  l’angle  MTP , que  fait  avec  l’axe  des 
abscisses  AB , la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point 
M. 

. » l 

De  plus,  si  l’on  fait  attention  que  lorsque  l’ordonnée 
est  positive  , la  différence  M"  Ç/ — M'Q  fig.  2,  est 
négative  ou  positive  selon  que  la  courbe  est  concave  ou 
convexe  vers  l’axe  des  abscisses,  et  que  cette  circons- 
tance doit  avoir  lieu  quelque  près  qu’on  suppose  les 
points  P , P" , P")  ou  quelque  petite  que  soit  h , on 

day 

en  conclura  que  le  terme  h a,  qui  commence  le 

développement  de  M"Q'  — M' Q , et  qui  peut  être 
rendu  le  plus  considérable,  doit  avoir  le  même  signe 
que  la  différence  M"Q' — M'Ç) } or  la  quantité  A* 
étant  essentiellement  positive , il  suit  de  ce  qui  pré- 
day 

cède  que  est  négatif  quand  la  courbe  est  concave 

vers  son  axe  des  abscisses , et  positif  dans  le  cas  con- 
traire. 

L’inspection  des  courbes  cm  placées  au-dessous  de 



t 

(*)  Ceci  fournit  une  explication  bien  simple  des  diflVreus  ordres 
d'infiniment  petits  que  Leibnitz  admettait.  Il  regardait  la  dilFê- 
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l’axe  des  abscisses,  montre  que  les  signes  de 

° d x* 

doivenf  être  pris  dans  un  ordre  inverse  quand  l’or- 
donnée est  négative  , et  que  parconséquent  une 
courbe  est  concave , ou  convexe  vers  l’axe  des  asbcisses 
selon  que  F ordonnée  et  son  coefficient  différentiel  du 
second  ordre , sont  de  signes  contraires  ou  de  même 
signe. 

dy  , 

65.  Connaissant  par  le  coefficient  ^ - , l’angle  MTP, 

rien  n’est  plus  aisé  que  de  construire  la  tangente  MffT’, 
'■ fig . 1 ; mais  on  se  sert  plus  ordinairement  de  la  sous- 
tangente  PT , qui  se  calcule  en  observant  que 

PM=ày  pT=PVàx ^yàx 

P T dx  dy  ày 

Le  triangle  PMT,  rectangle  en  T,  donne  la  tangente 


MT—V'pM^r  PT—yX/^ > + 


dx* 

dÿ- 


La  considération  des  triangles  semblables  P MT  et 
P MR  ( Tri g.  1 5a  ) , donne  la  sounormale 


PR  = PM 


PM ydy 


PT 


dr 


Le  triangle  P MR,  rectangle  en  P,  donne  la  nor- 
male , ‘ 


remicllc  première  comme  infiniment  petite  5 l'égard  de  l'ordonne*; 
la  différentielle  seconde  comme  infiniment  petite  à l'égard  de  la 
différentielle  première,  et  ainsi  de  suite.  D’après  ce  principe,  il 
négligeait  les  unes  par  rapport  aux  antres , ce  qu'il  faut  faire  eti 
effet  lorsque  l’on  veut  passer  aux  limites. 
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mr— y/'  p 
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' PM  + PR— y \/r » + 


dx*' 


66.  Voici  maintenant  quelques  applications  de  ces 
formules  : 

I.’ équation  générale  des  lignes  du  second  degre 
étant 

ya  = mx  -f-  ( Trig.  148  ) > , 


on  a 


dy m-^-znx m -f-  o.nx 

d.r  a y a \/  mx  -)-  «a;* 


et  on  tire  de  là 


pT_yàx  __  2 (mx  -f  nx%\ 
dy  m + nnx 


MT=y[/  i + ^+nxi+^Cr+S) 


rn  __  vdy  __  m + °‘nx 

dx  2 


MR- 


=y|/ i + ^î=V/mx-f-nxri+|  (m+anx)1- 

Dans  le  cas  où  n r=  o , la  courbe  devient  une  para- 
bole ( Trig.  n4)  > et  al°rs  011  a seulement 


PT  — zx 
PR  — — 


MT  ~ l/  mx  -j-  4x* 
MR  — y/  mx-t-jm*. 


On  déduirait  de  ces  valeurs , les  résultats  et  les  cons- 
tructions indiqués  dans  l’application  de  l’Algèbre  à la 
Géométrie,  pour  les  lignes  du  second  degré. 


go  traité  élémentaire 

Dans  la  courbe  représentée  par  l’équation 

x?  — 3 axy  +y  = o, 

on  a 

d y qy  — x* 

de  y*  — ax  ’ 

on  trouvera 

pp—f  ~ aT.y  — aory  — 3? 

ay  — x1  qy  — x‘  * , 

valeur  qui  se  construira  facilement , lorsqu’on  aura  assi- 
gné celle  de  x et  déterminé  celle  de_y  ( Trig.  64). 

67.  Il  est  souvent  plus  commode,  et  surtout  plu*  « 
élégant , de  considérer  la  tangente  et  la  normale  par 
leur  équation  (Trig.  148 ).  Pour  obtenir  celle  delà 
première,  je  vais  chercher  en  général  les  relations  qui 
doivent  avoir  lieu  lorsque  deux  lignes  se  touchent.  En 
considérant  d’abord  ces  lignes  comme  ayant  deux  points 
pig.  1.  MetM' ,ftg.  i communs, il  est  évident  que  leurs  équa- 
tions doivent  donner  les  mêmes  valeurs  de  l’ordonnée 
PM  et  de  la  différence  M' Q , correspondantes  à l’abs- 
cisse AP  et  à son  accroissement  PP' . Si  donc  on 
, entend  par  x , _y,les  coordonnées  particulières  au  point 
11/ dans  la  courbe  proposée , et  qu’on  désigne  parx'  ,y\ 
celles  des  points  quelconques  de  la  ligne  qui  la  coupe 
en  M et  en  M'  , on  aura  pour  ces  deux  points 

y'=y,  ^7^  + etc.  = g|ft  + etc.  (6a). 

La  seconde  équation  est  divisible  par  h , et  lorsqu’on 
en  prend  la  limite,  en  supposant  h—o,  elle  se  réduit  à 

dy'  dy 

d~7;~dl-'; 
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mais  dans  cette  hypothèse  les  deux  points  d’intersection 
se  réunissent  en  un  seul  qui  devient  un  point  de  contact 
pour  les  lignes  proposées,  puisqu’elles  n’ont  plus  que  ce- 
lui-là de  commun.  Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  lignes 
se  touchent,  on  a,  pour  le  point  de  contact  seulement. 


y =y> 


da/  dx* 


Lorsqu’il  s’agit  de  la  ligne  droite  dont  l’équation  est 
de  la  forme 

y —Ax'  -f-  B ( Trig.  83),  et  donne  — A , 


on  a , pour  le  contact  de  cette  droite  avec  la  courbe 
proposée  , # 

y=Ax  + B,  ^40. 
d’où  on  conclut 

ety=te.x'+y-x-aï’ 


ou  y — y'=^(x'— x). 

D’après  cette  équation  , celle  de  la  normale , qui  est 
perpendiculaire  à la  tangente  et  qui  passe  par  le  point 
M sera 

y-,=-^(*W)  (Trig.  86). 

Pour  le  cercle  donné  par  l’équation 

y +**=a*, 


on  trouve 
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l’équation  de  sa  tangente  sera  parconséquent 

/-.y—— 0,1  yÿ — y*= — xx  + x- „ ■ 

ou  yÿ  -J-  xx/  = a*  , 

puisque  y%  -f-  a \ 

L’équation  de  la  normale  devient 


et  se  réduit  à 


/ = --  a/  ; 

ce  qui  fait  voir  que  les  normales  du  cefcle  passent 
par  son  centre  qui  est  ici  l’origine  des  coordonnées 
( Tri  g-  83),  et  ce  qui  doit  être  en  effet,  puisque  les 
normales  d’un  cercle  ne  sont  autre  chose  que  ses  rayons.. 

La  tangente  de  la  courbe  donnée  par  l’équation 

x3  — 3 axy  +_y3  = o , 


a pour  équation 


y'  —y—  -%■ — — (a/ — x}, 

J J y-  QJ. 


yÿ  — axÿ — y3  + o.ry=qyx' — x'x — eery-j-x3. 

Si  l’on  met  pour ÿ sa  valeur,  et  qu’on  réduise,  on 
obtiendra 


(y1  — ax)ÿ  -f-  (x3  — ery)  x'z^axy. 

G8.  Si  on  se  proposait  de  mener,  par  un  point  donné 
pris  hors  d’une  courbe,  et  dont  a serait  l’abscisse  et  i2 


♦ 
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l’ordonnée,  une  tangente  à cette,  courbe , il  est  évident 
qu’il  faudrait  substituer  tt  au  lieu  de  a.'7,  et  jS  au  lieu  de_y', 
dans  l’équatioù  de  la  tangente , qui  deviendrait  alors 

' /3-y=Èc*-x>> 

et  servirait,  conjointement  avec  l’équation  de  la  courbe 
proposée  , à déterminer  les  coordonnées  x et  y du  poiut 
de  contact. 

Je  prends  le  cercle  pourpremier  exemple;  l’équation 
de  sa  tangente  é|ant 

yy'  + xx'  = à1  ( n°  précàd.  ) , 

on  aura 

By  + <tx  •=  a2. 

Cette  équation  combinée  avec  celle  du  cercle  déter- 
minera les  coordonnées  x et  y des  points  de  contact  , 
ou  , ce  qui  revient  au  même  , ces  points  seront  à la  ren- 
contre du  cercle  avec  la  droite  exprimée  par  l'équation 

£y  -f-  *r  = oJ  ( Trig.  1 io). 

Dans  la  courbe  correspondante  à l’équation 

x3  — 3axy  -J-  y3  — o , 

le  point  de  contact  se  trouverait  en  cherchant  l’intersec- 
tion de  cette  courbe , avec  la  ligne  du  second  ordre  ré- 
sultante de  l’équation 

t * ' , • * 

/S  ( y 1 — a: r)  -f-  et  (xa  — ny)  —axy. 

6g.  Pour  mener  une  droite  qui  touche  une  courbe 
donnée  , et  qui  soit  en  même  temps  parallèle  à une 
droite  donnée  de  position,  ou  qui  fasse , avec  l’axe  des 
abscisses,  un  angle  dont  la  tangente  soit  représentée 
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par  a,  il  suffira  de  poser  — a(Trig.  85);  combi- 
nant cette  équation  arec  celle  de  la  courbe  proposée , 
on  déterminera  les  valeurs  de  xét  de  y,  qui  conviennent 
au  point  de  contact  demandé. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  serait  la  parabole 
ordinaire  , on  aurait 


y*  — mx , 
ce  qui  donnerait 


dx  2y 


y — 


m 

— et  x 
au 


70.  Dans  tout  ce  qui  précède  , les  coordonnées 
x et  y ont  été  supposées  perpendiculaires  entr’elles; 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  quand  même  elles  fe- 
raient un  angle  quelconque , le  rapport  de  M'Q  à MQ , 
aurait  encore  pour  limite  celui  de  PM  à.  PT)  l’équation 
de  la  tangente  ne  changerait  pas  de  forme.  A l’égard 
de  MT , de  MR  et  de  PR  on  trouverait  leur  expression 
par  le  moyen  des  triangles  MPT , MTR  et  MPR  , 
dans  lesquels  on  connaîtrait  toujours  ou  un  angle  et 
deux  côtés,  ou  deux  angles  et1  un  côté. 


71.  En  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente 
d’une  courbe  proposée  , lorsque  le  point  de  contact 
s’éloigne  de  plus  en  plus  de  l’origine  des  coordonnées  , 
on  peut  reconnaître  si  cette  courbe  a,  comme  l’hyper- 
bole , des  lignes  droites  pour  asymptotes  ( Trig.  164), 
et  déterminer  leur  position. 


fig.  3.  On  voit  en  effet  que  dans  une  courbe  MX,Jig.  3 , 
qui, a une  asymptote  RS,  à mesure  que  le  point  M 
s’éloigne  de  l’origine,  la  tangente  MT  s’approche  de 
l’asymptote , et  les  points  T et  D marchent  respective- 


\ 
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nient  versles  points  R et  E,  ensorte  que  AR  et  AE  sont 
des  limites  que  les  valeurs  de  A E et  de  AD  ne  sauraient 
franchir,  ni  meme  atteindre , mais  dont  elles  peuvent 
approcher  aussi  près  qu’on  voudra.  Il  suit  de  la  que  pour 
trouver  si  une  courbe  a des  asympto.  es , il  faut  chercher 
si  les  expressions  de  AE  et  de  AD,  relatives  à cette 
courbe  , sont  susceptibles  de  limites;  et  lorsque  cela 
arrivera,  ces  limites  étant  construites  , donneront 
les  deux  points  R et  E , par  lesquels  on  mènera  la 
droite  RS , qui  sera  l’asymptote  demandée. 

Les  expressions  de  AT  et  de  AD  se  tirent  de  celle 
de  PT-,  la  première,  en  observant  que  AT— AP — PT\ 
la  seconde,  par  le  moyen  des  triangles  semblables  ADT 
et  MPT-,  on  les  déduit  aussi  de  l'équation  de  la  tangente 
en  faisant  successivement  ^ = 061  a/ =o  ( Trig.  83). 
On  trouvera 


dX 

AT=x-y-ÿ, 


dy 

= V—  * -T-- 


AD=y- 


dx‘ 


73.  Ce  qui  précède  étant  appliqué  à l’équation 


conduit  à 

AT-- 


y*  ms  mx  -f  «JC*  , 
ny* 

rr  f ■■  ■ ■ 

m -f-  a nx 


— mx 


’ m 4-  anx  ' 

— mx 


ay  3 y'  mx  nx* 

Les  derniers  membres  de  ces  équations  pouvant  tire 
mis  sous  les  formes , 


m 1 | / m 

—--fan  z\/ 


leurs  limites  respectives  , dans  le  ça*  çù  on  suppose  x 


FIC. 
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infini,  sont 


— — = AR  et 
a» 


m 


2 |/b 


- — AE . 


Si  n était  nulle,  les  expressions  de  AT  çt  de  AD 
deviendraient  infinies  en  même  temps  que  x , et  la 
courbe  proposée  n’aurait  point  d’asymptotes;  elle  n’en 
aura  pas  non  plus  , lorsque  n sera  négative  , pareequ  alors 
son  équation  n’admettra  point  pour  x une  valeur  infinie. 

Dans  la  courbe  représentée  par  l’équation 
x3  — Zaxy  = o; 


on  a. 


AT—. 


x*  — ay 


AD  — - 


«ry 


y — 1 


pour  trouver  la  limite  vers  laquelle  tendent  ces  ex- 
pressions , à mesure  que  y augmente  , il  faudrait 
substituer  au  lieu  de  y la  limite  vers  laquelle  il  tend, 
et  connaître  parconséquent  l’expression  de  y en  x ; 
mais  on  peut  suppléer  à cette  expression , dans  l’exemple 
présent,  par  un  artifice  analytique  fort  simple.  Si  on 
fait  x — îy , l’équation  proposée  devient  divisible  par 

y * ; on  en  tire  y = ^ fi  et  il  est  facile  de  voir 

alors  que  la  supposition  de  t = — 1 , rendra  y infini , 
et  donnera  x — — y.  En  changeant  x en  — y dans 
les  expressions  de  A T et  de  AD  / puis  prenant  les 
limites,  on  aura 

AR— — a — AE\ 

et  menant  par  les  points  fi  et  E,  ftg-  4 > construits 
avec  les  valeurs  précédentes,  la  droite  RE , elle  sera 
l’asymptote  des  branches  AV  et  AZ. 

73. 
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73.  Si,  l’une  des  quantités  AR  ou  AE  restant  finie, 
l’autre  devenait  infinie  , il  est  évident  que  l’asymptote 
serait  parallèle  à l’axe  sur  lequel  se  trouve  cette  dernière. 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asymptotes  que»  doit 
avoir  la  courbe  proposée  , il  faut  donc  faire  successi- 
vement x infini  et  y»  infini , et  substituer  dans  les  expres- 
sions de  AT  et  de  AD , chacun  des  résultats  differens 
que  donnent  l’une  et  l’autre  hypothèse.  Lorsque  AT  et 
AD  seront  toujours  infinies  en  même  temps  , on  en 
conclura  que  la  courbe  proposée  n’a  pas  d’asymptote. 

Il  pourrait  arriver  que  ces  quantités  fussent  toutes 
deux  nulles  : dans  ce  cas,  la  courbe  aurait  pour  asymp- 
tote une  droite  menée  par  l’origine  des  coordonnées  ; 
mais  comme  on  n’en  connaîtrait  alors  qu’un  point  , il 
faudrait  en  chercher  la  direction , et  pour  cela  on  pren- 
drait la  limite  de  l’expression  ^ , qui  représente  la 

tangente  de  l’angle  MTP  (64)  > pour  un  point  quel- 
conque de  la  courbe , et  on  aurait  la  tangente  de 
l’angle  S RB. 

74-  On  suppose  ordinairement  comme  une  chose 
évidente',  qu'un  petit  arc  de  çourbe  peut  être  pris  pour 
sa  corde , c’est-à-dire  que  le  rapport  de  l’ arc  et  de  sa 
corde,  a pour  limite  l’unité.  Cette  proposition,  très-im- 
portante , a néanmoins  besoin  d’être  démontrée , et 
peut  l’être  comme  il  suit. 

Le  triangle  rectangle  MM'Q,  fig.  5,  donne  no.  5. 


MM'  — \/  MQ*  + M'  -, 

on  a de  plus  (62), 

Cale.  dijf.  G 
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On  peut  mettre  ce  développement  sous  la  forme 

{p+Ph)  h, 

en  faisant 

É^il  + gJ^  + etc.  = iW  et  &=p; 
dx‘i.aT5jrii.a.3^  dx 

on  obtiendra 


MM'  = V h*  + (p  -f-  PhT  A3  = h \/ 1 -f-  (p  + Ph)%. 
Menant  ensuite  la  tangente  MN , on  trouvera 

jVQ  = M Q tang  NMQ  — ^ h —ph  (64) 

MN  — \/ h1  + p*ir  = h [/i  + p‘ 

M'N=  NQ  — M'Q  = — ^~—etc.  = — Ph •; 

et  on  conclura  de  là 

MN-\-M'N_h\/i  + f—Ph*__  y/ 1 +p'—P_h' 
mm'  h ÿ i -+-  (yp~\~phy  v^+c p+Phy 

rapport  qui  a pour  limite , 

V 1-t -P“  , _ 

Mais  l’arc  MOM'  est  toujours  compris  entre  la  corde 
MM'  et  la  ligne  brisée  MN  + M’N\  donc , à plus  forte 

raison,  le  rapporL  ■ a P°rir  limite  1 unité. 

75.  Il  est  évident  que  l’arc  d’une  courbe  est  une 
fonction  de  l’abscisse  -,  et  pour  avoir  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  cette  fonction , il  faut  chercher  la  limite  du 
MOM' 

rapport  ~ppï~  > or  011  a 

MOM'  MM’  _ MOM' 


pp 


PP' 


MM' 
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Substituant  la  valeur  du  premier  rapport  du  second 
membre,  faisant  h — o pour  passer  à la  limite  , le 
deuxième  rapport  deviendra  l’unité , et  l’on  aura  (8) 
V i +p a ; si  l’on  nomme  donc  z l’arc  CM,  il  viendra 

0U  dz  = v/d^  + dy. 

Le  cercle  dont  l’équation  est 
x1  -f-  y1  = a3 , 


donnant 


xdx  -j-yày  —o,  ou 


il  vient 
dz 


, -rdx 


~ dx" 


x’dx1 


= y ^ +r 


y ■ 

____  adx adx 

^ \/  a“ — x4  * 

résultat  qui  rentre  dans  celui  du  n°  35 , lorsqu’on  sup- 
pose a = 1 . 

76.  La  différentielle  de  l’aire  du  segment  ACMP 
d’une  courbe  s’obtient,  en  observant  que  le  rapport 
des  rectangles  PP  Ç)  AI  et  PP' AI' N,  fig.  6,  qui  ont  no-  b. 
. , , . , P'M' 

meme  base,  est  égal  a -p^y  > et  que  sa  limite  est  par- 

conséquent  l’unité.  Il  suit  de  là  que  le  trapèze  curvi- 
ligne PP' MM’ , toujours  compris  entre  les  deux  rec- 
tangles dont  on  vient  de  parler,  et  représentant  l’ac- 
croissement que  reçoit  le  segment  A CAIP  lorsque  l’abs- 
cisse augmente  de  PP' , tend  sans  cesse  à devenir  égal 
au  rectangle  PP'QM,  ou  que  le  rapport 

PPMM  P P AI'  M 1 

p p'  x7i  — pp>  X PM 

G a 
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a pour  limite  l’unité.  Lu  nommant  donc  s ln  fonction 
de  x,  correspondante  à laire  ACMP , on  aura  pour 

la  limite  (8)  ' * ‘ 

PP' MM'  __  às_ 

PP ' dx 

i ou  di  =^idr.  t 


et 


ÿx- 

dx  y 


Dans  le  cercle 

dr  ==  dx  {/a*  — x2  ; 

ainsi , quoiqu’on  ne  puisse  pas  assigner  l’expression  al- 
gébrique1 du  segment  circulaire  , on  parvient  a celle  de 
sa  différentielle  par  la  considération  des  limites. 

Recherche  des  points  singuliers  des 
courbes. 

77  On  appelle  points  singuliers  d’une  courbe  ceux 
dans  lesquels  elle  offre  quelque  circonstance  remar- 
quable ; et  le  calcul  différentiel  fournit  des  moyen» 
très-simples  pour  en  reconnaître  l’existence,  et  en  dé- 
terminer  la  position.  5 t 

Lorsque  le  coefficient  différentiel^,  qui  exprime  la 

tangente  de  l’angle  MTP  (64),  est  nul,  U s’ensuit  que 
la  droite  qui  touche  Incombe  au  point  M est  parallèle 
à la  ligne  des  abscisses,  et  s’il  change  de  signe  apres  ce 
ooint  la  tangente  incline  alors  du  .cote  de  1 ordonnée 
oppose  à S où  elle  inclinait  d’abord.  L inspection 
7 des  deux  ligures  7 et  8-,  montre  que  dans  ce  cas , 1 or  ^ 

’ donnée  après  avoir  atteint  une  certaine  grandeur , vient 
à diminuerez.  7).  ou, bien  qu’après  avoir  dmnnue 
iusqu’à  certain  point , elle  vient  a croître  (Z- 
’ ia  première  circonstance  répond  évidemment  au 
Maximum  de  l'ordonnée^,  et  la  seconde- a son  mou- 
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mum.  Quand  l’un  ou  l’autre  ont  lieu , on  a donc  éga- 
lement '!■>'  = o . ainsi  que  le  montrent  les  considérations 

da; 

analytiques  (48). 

78.  Les  considérations  géométriques  prouvent  aussi 
que  ce  caractère  ne  convient  pas  seulement  aux  points 
où  il  y a maximum,  ou  minimum , mais  qu’il  a encore 
lieu  dans  d’autres  circonstances.  Quoique  la  tangente 
au  point  M de  la  figure  9 soit  parallèle  à la  ligne  des  pic 
abscisses , ce  point  ne  correspond  pourtant  pas  à un 
maximum,  parcequ’au-delà  l’ordonnée  continue  à 
croître  ; màis  il  faut  remarquer  què  la  concavité  de  la 
courbe , d’abord  tournée  vers  l’axe  des  abscisses , ou 
placée  au-dessous  de  la  tangente  , est  ensuite  tournée 
du  côté  opposé.  Cette  circonstance  est  ce  qu’on  appelle 
une  inflexion,  et  le  point  M est  un  point  d’inflexion; 

elle  se  remarque  parceque  le  coefficient  change 

de  signe  avant  et  après  le  point  M (64)-  Elle  se  recon- 
naît encore  en  cherchant  la  position  de  la  courbe,  pax 
rapport  à sa  tangente , avant  et  après  ce  point. 

L’équation  de  la  tangente  étant  en  général 

(/—y)  = £.(*' —*)  C67), 

on  aura , en  faisant  x'  5=  x h , 

OU  J ;> 

■ ' . 

pour  l’expression  de  P'N',fig.  10,  qui  e6t  l’ordonnée  deric. 
la  tangente  correspondante  au  point  P dont  l’abscisse 
esta;  + h ; mais  puisque  y est  une  fonction  de  s,  on 
aura  (ai  ) pour  PM'  cette  série 

G 3 


/-*+£*• 


, \ 
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d 3y  A3 


dx3  1.3.3 


f-  etc. 


d’où  on  déduira 
P'M'—P'N ' = 


d*y 


h3 


dxa  1.3  1 dx3  i .s.3 e*C‘ 
Prenant  sur  l’axe  des  abscisses  un  point  P t en  ar- 
rière du  point  P,  et  dont  l’abscisse  soit  x — A , on  trou- 
verait de  même 

d'y  Aa  d3_y  A3 


PM—P.N. 


d^c*  i.a  dx3  î .2.3 

. d'y 
si  = 


+ etc. 


Il  est  évident  maintenant  que  si  = o , . les  deux 
différences 

■_Pi\'=_4^  hi 


4-  etc. 


P.M. 


+ etc. 


dx3  i.a.3 

seront  de  signes  contraires,  au  moins  lorsqu’on  pren- 
dra A assez  petite  pour  que  le  premier  terme  de  la  série 
soit  plus  grand  que  la  somme  des  autres  ( 48  ) ; ainsi 
la  courbe  proposée , après  avoir  été  au-dessous  de  sa 
tangente , passera  au-dessus , et  vice  versa. 
ne.  9.  Il  y aura  donc  au  point  M , Jig.  9 , inflexion  et  non 

pas  maximum,  ou  minimum  , si  y devient  nul  en 

même  temps  que  , et  en  général  si  le  premier  des 

coefficiens  différentiels  qui  ne  s’anéantissent  pas  est  d’un  • 
ordre  impair.  Telle  est  la  signification  géométrique 
des  caractères  analytiques  indiqués  dans  le  n°  4g- 

79.  Il  peut  y avoir  inflexion  dans  des  points  où  la 
tangente  n’est  pas  parallèle  à la  ligne  des  abscisses , et  où 

l’on  n’ait  pas  parconséquent  o;  mais  le  carac- 
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tère  de  ce  point  est  toujours  le  changement  du  signe  de 

d‘y  , * 

gÇ  par  rapport  a y. 

Il  est  évident  que  toute  quantité  entière  ne  peut 
changer  de  signe  qu’en  passant  par  zéro  ; mais  une 
quantité  fractionnaire  peut  aussi  changer  de  signe  en 
passant  par  l'infini , ainsi  que  cela  arrive  à l'expression 

qui  devient  successivement 
a a .a 

b’  Z’  ~b' 

lorsqu’on  y fait  x — b,  x=.o,  x~ — b : on  peut 
donc  conclure  de  ce  qui  précède  , que  pour  un 

point  d’inflexion  est  nul  ou  infini;  mais  il  ne  faut 

pas  renverser  cette  proposition. 

80.  Quand  ^ au  lieu  de  s’évanouir  devient  infini, 

l’ordonnée  devient  tangente  comme  en  E ,flg.  1 1 •,  cette  ,,s- 
circonstance  répond  à une  limite  de  la  courbe  dans  le 
sens  des  abscisses , c’est-à-dire  à un  maximum ouàun 
■minimum  de  l’abscisse , à moins  qu’il  n’y  ait  en  ce  point 
une  inflexion  dans  laquelle  la  tangente  soit  perpendi- 
culaire à la  ligne  des  abscisses. 

81.  On  a vu  , n°  55  , devenait  infini 

lorsque  quelque  radical  disparaissait.  Il  faut  remar- 
quer qu’alors  pour  une  seule  valeur  dey  , le  change- 
ment de  cette  fonction  doit , contre  la  règle  ordinaire , 
avoir  plusieurs  valeurs;  car  sans  cela  on  n’en  retrouverait 
plus  le  nombre  que  comporte  le  degré  de  la  fonc- 
tion , et  qui  doit  demeurer  toujours  le  même,  l’égalité  de 
plusieurs  de  ces  valeurs  ne  pouvant  être  qu’instantanée. 

Cette  circonstance  se  trouve  au  point  E , où  il  est 
visible  que  pour  l'abscisse  Ac , consécutive  à AC,  la 
courbe  a deux  ordonnées,  et  que  parconséquent  la 


ne. 

et  i3 
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meme  ordonnée  Ci' a deux  différences,  l’une  ce'— CE  , 

et  l'autre  CE — ce.* 

Il  en  arrive  autant  au  point  G où  deux  branches 
de  la  courbe  se  coupent  ; l’ordonnée  particulière  FG 
a aussi  pour  le  même  accroissement  d’abscisse  Ff  deux 
différences,  l’une  fg' — FG , l’autre  FG — fg\  mais 
dans  les  autres  parties  de  la  courbe , une  même  ordonnée 
n’a  pour  chaque  accroissement  d’abscisse  qu’une  seule 
différence. 

Les  points  qui  sont  l’intersection  de  plusieurs  branches 
comme  G,  ou  la  réunion  de  deux  branches  GDE  et 
GU E , comme  F, , sont  nommés  points  multiples.  On 
les  reconnaît  pareequ’une  seule  ordonnée  a pour  une 
même  abscisse  plusieurs  différentielles,  ce  qui  fait 
que  le  coefficient  différentiel  y devient  infini.  11  peut 
aussi  s’y  montrer  sous  la  forme;,  et  cela  arrive  tou- 
jours lorsque  son  expression  contient  en  même  temps 
les  deux  variables  x et  y. 

Dans  chacun  de  ces  points  la  courbe  a plusieurs  tan- 
gentes. En  G,  par  exemple  , elle  en  a deux  bien  dis- 
tinctes; en  E elle  en  a encore  deux,  mais  réunies  en  une 
seule,  qui  est  la  limite  de  cellesdela  branche  supérieure 
CD' E et  de  celles  de  la  branche  inférieure  GDE. 

8a.  Les  pointsmiultiples  prennent  quelquefois  deux 
formes  particulières  auxquelles  on  a donné  le  nom  de 
rebroussement , pareeque  les  branches  de  courbe  qui 
s’y  rencontrent  ne  s’étendent  pas  au-delà.  Celui  de  la 
n fig.  la  , dans  lequel  les  deux  branches  s’opposent  leur 
‘ convexité,  est  le  rebroussement  de  la  première  espèce  ; 
et  celui  de  la  fig.  i3,  dans  lequel  les  deux  branches 
tournent  leur  concavité  du  même  côté,  est  le  rebrous- 
sement de  la  seconde  espece. 

Ces  points  n’ont  qu’une  seule  tangente  , mais  qu’on 
doit  regarder  comme  double , ainsi  que  celle  dn  point  E 
dans  la  fig  dù  n°  précédent  ; et  ils  se  distinguent  des 
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autres  points  multiples  par  la  marche  que  tient  la  courbe 
avant  et  après,  à l’égard  de  sa  tangente,  et  qu’on  peut 

reconnaître  par  le  signe  du  coefficient  (64),  en 


prenant  successivement  pour  x des  valeurs,  l’une  plus 
grande  et  l’autre  plus  petite  que  l'abscisse  qui  corres- 
pond au  point  multiple  qu’on  se  propo|e  d’examiner. 

83.  Tout  ce  qui  précède  peut  être  réduit  à cette  règle 
aussi  simple  que  sure  ion  obtiendra  généralement  l’indi- 
cation de  l’abscisse  à laquelle  répond  un  point  singulier, 
en  cherchant  dans  quels  cas  les  coejjiciens  différentiels , à 
partird’un  ordre  quelconque , deviennent  nuis  ou  infinis 
ou  f ••  l’on  assignera  l’espèce  du  point,  i°.  en  examinant 
combien  il  passe  de  branches  de  la  courbe  à ce  point  , 
et  si  elles  s’étendent  ou  non  en-deçà  et  au-delà  ; 2°.  en 
déterminant  la  position  de  leur  tangente  ; 3°.  le  sens 
dans  lequel  elles  tournent  leur  concavité  ou  leur  con- 
vexité. 

84.  On  rencontre  dans  là  famille  de  courbes  repré- 
sentées par  l’équation  très-simple , 

y — b -f-  c (x  — «)"*, 

des  exemples  de  presque  toutes  les  particularités  indi- 
quées précédemment  ; et  leur  discussion  est  bien  propre 
à éclaircir  la  règle  ci-dessus. 

L’expression  . ■ 

dny 

1) ( m — n-j-  1 ) c (x — a )**  ’, 


lorsqu’on  y fait  x — a,  s’évanouissant  pour  tous  les 
cas  où  n , et  devenant  infinie  dans  ceux  oàm<n, 
il  en  résulte  que  l’abscisse  a répond  à un  point  singulier. 

L’exposant  m peut  être  positif  ou  négatif,  plus  grand 
ou  moindre  rfue  l’unité  : je  le  supposerai  d’abord  po- 
sitif et  1 . 

S’il  est  un  nomber  pair,  ou  fractionnaire , mais  de 
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numérateur  pair  , on  trouve  , i°.  soit  quon  prenne 
*<aon  j;>n,  la  même  valeur  pour  y ; la  courbe 
s étend  donc  sur  les  abscisses  qui  précèdent  et  qui  sui—  • 
▼ent  a,  et  il  ne  passe  qu’une  seule  branche  par  le  point 
qu’on  examine. 

a°.  Par  l’expression 

t dv  J 

S=mc  (*  — «)-', 

qui  s évanouit  quand  x=c  , on  voit  que  la  tangente 
à'ce  point  , est  parallèle  à l’axe  des  abscisses. 

3°.  Si  on  fait  alternativement  x et  x>a  dans 
la  valeur  de 

day 

^ = a)"-1, 

• 

et  qu’on  observe  que  , d’après  l’hypothèse  établie  y 
l’exposant  m — a est  encore  un  nombre  pair  ou  un  nom- 
bre fractionnaire  de  numérateur  pair  , on  reconnaîtra 
que  ce  coefficient  différentiel  conserve  le  même  signe 
t daps  les  deux  cas,  comme  l’ordonnée  y,  et  que  par- 
conséquent  la  courbe  tourne  sa  concavité  du  même  côté 
avant  et  après  le  point  qu’on  examine.  Son  cours  auprès 
»tc.  14.  de  ce  point , est  donc  un  de  ceux  que  représente  la  fi- 
gure 14  ; le  premier , si  c est  négatif,  et  le  second  dans 
le  cas  contraire. 

Si  l’exposant  m est  un  nombre  impair,  ou  fractionnaire, 
mais  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  tous 
deux  impairs , l’ordonnée  pour  chaque  abscisse  n’a 
qu’une  seule  valeur  ; et  en  prenant  x < a etx>a,  on 
trouve  pour^y  deux  valeurs  réelles  : la  courbe  s’étendra 
encore  avant  et  après  le  point  qu’on  examine,  et  il  ne  pas 
sera  qu’une  branche  à ce  point.  La  tangente  est  toujours 
parallèle  à la  ligne  des  abscisses  ; mais  l’exposant  m — s 
étant  alors  ou  un  nombre  impair  ou  fractionnaire  de 
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numérateur  et  de  dénominateur  impairs , le  coellicieut 

changera  de  signe  lorsqu’on  y fera  x < a et  x > a ; 

la  courbe  ne  tournera  parconséquent  pas  sa  concavité 
du  même  côté  avant  et  après  le  point  qu’on  examine  : ce 
point  sera  donc  une  inflexion  comme  dans  lalig.  i5.  Fla' 

Enfin , si  l’exposant  m est  un  nombre  fractionnaire 
dont  le  dénominateur  soit  pair,  la  quantité  (x — a)m 
étant  alors  susceptible  des  signes  ± , l’ordonnée  y a 
pour  chaque  abscisse  deux  valeurs  réelles  quand x> a, 
et  imaginaires  quand  x<[a;  il  passe  donc  deux 
branches  de  courbe  par  Æ point  qu’on  examine  ; mais 
qui  ne  s’étendent  que  d’un  côté.  Leur  tangente  est 
encore  parallèle  à l’axe  des  abscisses.  Le  coefficient 
day 

gjj  a deux  valeurs  de  signes  différens , tandis  que 

celles  de  l’ordonnée  sont  de  même  signe.  Il  suit  de  là 
qu’une  des  branches  tourne  sa  concavité  vers  l’axe  des 
abscisses  , et  l’autre  sa  convexité  , ainsi  que  le  montre 
la  figure  16,  ce  qui  produit  un  rebroussement  de  lanc- 
première  espèce. 

3°.  Si  l’exposant  m<i,  comme  on  aurait  alors 

dy me 

dx  (x — a)'~m  ’ 


la  valeur  x — a rendrait  ce  coefficieqt  différentiel  infini  ; 
la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point  où  x = a,  serait 
perpendiculaire  à l’axe  des  abscisses.  On  trouverait , par 
des  considérations  semblables  aux  précédentes,  que  le 
point  C est  une  limite  de  la  courbe  suivant  l’axe  des 
abscisses , lorsque  m est  une  fraction  dont  le  numéra- 
teur est  impair,  et  le  dénominateur  pair;  que  ce  point 
est  un  rebroussement  lorsque  le  numérateur  est  pair 
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enfin  une  inflexion  lorsque  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur sont  tous  deux  impairs  (*). 

f 

L’ordonnée deviendrait  infinie,  et  se  changerait  en 
asymptote , si  l’exposant  m était  négatif. 

85.  La  courbe  représentée  par  l’équation 

(y—3?y  — xb 

offre  un  exemple  du  rebroussement  de  la  seconde  es- 
pèce (8a).  Dans  cette  courbe  , 

ft  « 

_y  —x*  zh  x’. 

Pour  savoir  si  elle  a quelque  point  singulier,  il  faut 
chercher  si  quelqu’un  des  coefficiens  différentiels  de  la 
fonction  y ne  devient  pas  nul  ou  infini.  On  obtient 
d’abord 


ày  ,5  f 

-r-  = ax  ± - x 
dx  a 


d’y  ,5  3 ; 

= a ±-.-x  : 
dx  a a 


le  premier  de  ces  résultats  s’évanouit  quand  x=o,  le  se- 
cond se  réduit  à a;  et  l’on  voit  ensuite  que  le  troisième 
coefficient  différentiel , 


îü  — ±5  ? ix-* 

dx3  2aa  ' 

devient  infini  dans  ce  cas  : le  point  correspondant  à x=o, 
est  donc  un  point  singulier.  Il  est  d’abord  évident  que 
ce  point  est  une  limite  de  la  courbe  qui  -ne  s’étend  pas 


Fto  17  (f)  Le  rebroussement  de  la  fig.  17  pourrait  à la  rigueur  dire  pris 

et  18.  pour  un  maximum,  et  celui  de  la  fig.  18  pour  un  minimum. 
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du  coté  des  abscisses  négatives , puisque  le  terme  xx 
devient  alors  imaginaire.  Les  valeurs  du  coefficient 

day  . . • 

sont  toutes  deux  positives  quand  x est  très-petit 

et  de  même  signe  que  celles  de  y ; les  deux  branches^ 
de  la  courbe  tournent  donc  en  meme  temps  leur  con- 
vexité vers  l’axe  des  abscisses  AB , Jig.  i3  : elles  senc.  i3. 
touchent  au  point  A , car  elles  y ont  pour  tangente 

commune  l’axe  AB , puisqu’à  ce  point  ^ = o.  Il  ré- 
sulte de  l’ensemble  de  ces  caractères  que  la  forme  de 
ia  courbe  en  ce  point  est  telle  que  la  représente  la 
figure.  < 

Les  exemples  précédens  ne  se  rapportant  qu’à  des 
points  singuliers  où  les  branches  de  la  courbe  se  touchent, 
ne  donnent  lieu  qu’à  une  seule  tangente;  la  courbe  cor- 
respondante à l’équation  ay={/a‘xa — x+dun°  5a  pré- 
senterait au  point  où  x = o,  deux  branches  qui  se  cou- 
pent en  deux  tangentes  ; mais  je  ne  m’arrêterai  point  à 
cet  exemple , parceque  plus  loin  j’en  développerai  un 
autre  qui  offrira  la  même  circonstance. 

86.  Les  courbes  sont  accompagnées  quelquefois  de 
points  isolés  qui  ont  le  caractère  des  points  multiples;  mais 


on  les  en  distingue , parceque  le  coefficient  différentiel 
prend  pour  les  premiers  une  valeur  imaginaire. 


dv 

dx 


Soit  l’équation 


ay2  — x3  -f-  bx2  = o , 


d’où  l’on  tire 
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y=\/ZES, 

dy x (3x  — a b) 

M dx  a y/  (jj?  ( x — h ) 

Le  coefficient  différentiel  devient  f lorsque  x=o;  mais 
on  peut"  en  avoir  la  vraie  valeur  en  supprimant  le 
facteur  x , commun  aux  deux  ternies  de  la  fraction  : 
on  obtient  • 

* I 

dv 3r — a b 

dx  2 a (x  — b j 

faisant  alors  x = o , il  en  résulte 

dy  _ a b 

dx  2 y' — ab 

expression  imaginaire. 

Dans  la  même  hypothèse,  l’équation  proposée  donne 
y=o;  mais  cette  ordonnée,  qui  est  imaginaire  lorsque 
x est  négatif , redevient  encore  telle  jusqu’à  ce  quex=Z>; 
*ig.  ao-ainsi  le  point  A ,fig.  20,  quoique  compris  dans  l’équa- 
tion de  la  courbe,  en  est  absolument  détaché. 

I 

Les  points  de  cette  espèce  se  nomment  points  con-  . 
jugucs;  ils  résultent  de  ce  qu’une  portion  finie  de  la 
courbe  proposée  s’évanouit  par  la  détermination  parti- 
culière de  quelque  constante  de  son  équation.  La  courbe 
représentée  par  l’équation 

ay * — cr1  -}-  (ft  — c)  x*  -f-  bcx  rr  0 , 
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qui  donne 

■ 

x (x — b)  (x  -f-  c) 


offre  un  exemple  de  ces  changemens.  Elle  a d’abord 
le  cours  représenté  dans  la  Jig.  19;  la  supposition  de  c=o 
réduit  la  partie  AF  au  seul  point  A,  Jig.  ao,  commente,  tg, 
on  l'a  vn  ci-dessus  : elle  prend  la  fig.  ai  lorsque  b—o , 1 

sans  que  c s’évanouisse , et  la  Jig.  aa , si  l’on  fait  en 
même  temps  b =0,  c—o. 

Les  courbes  ont  aussi  quelquefois  des  points  singuliers 
qui  ne  sont  pas  visibles  : ce  sont  ceux  qui  résultent  d’un 
nombre  pair  d’inflexions  qui  se  réunissent  en  une  seule. 

( Voyez  pour  ces  points  et  pour  ceux  de  serpentement 
dont  ils  dérivent,  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral').  (*) 

Exemple  de  l’analyse  d’une  courbe. 

87.  On  divise  les  lignes  en  dilFérens  ordres  d’après  ■ 
le  degré  de  leur  équation.  La  ligne  droite  forme  le  pre- 
mier ordre,  parcequ’elle  représente  l’équation  géné- 
rale du  premier  degré  à deux  indéterminées.  Les  lignes 
du  second  ou  du  troisième  ordre  sont  celles  dont  les 
équations  montent  au  second  ou  au  troisième  degré , et 
ainsi  des  autres.  Newton  considérant  que  le  premier 
ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite  et  que  les  courbes 

i , 1 


(*)  En  quittant  ce  sujet,  je  ferai  observer  que  la  marche  suivie 
dans  ce  qui  précédé , pour  déterminer  les  points  singuliers  des 
courbes  , déjii  tracée  dans  le  premier  volume  du  Traite  du  Cal - 
' cul  différentiel  et  du  Calcul  intégral , et  la  régie  du  n°  83  , qui 
se  trouve  dans  la  première  édition  de  cet  abrégé,  paraissent  ne  rien 
laisser  à désirer. 
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ne  commençaient  à se  montrer  que  dans  le  second 
divisa  ce*s  dernières  en  genres , et  nomma  courbes  du 
prertiier  genre  les  lignes  du  second  ordre  , courbes  du 
deuxième  genre  celles  du  troisième  ordre  , et  ainsi  de 
suite,  S 

Les  lignes  d’un  même  ordre  sc  subdivisent  en  espèces 
par  la  considération  des  principales  circonstances  de 
leur  cours. 

S’il  était  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous  : 
les  degrés , rien  ne  serait  plus  facile  que  de  suivre  le 
cours  de  la  courbe  représentée  par  une  équation  algé- 
brique quelconque.  En  effet,  supposons  que  cette  équa- 
tion étant  résolue  par  rapport  à l’une  des  indétermi- 
nées qu’elle  renferme,^,  par  exemple,  fournisse  les 
différentes  racines  X' , X" , X ",  etc.  qui  seront  néces- 
sairement des  fonctions  de  x et  de  constantes  ; la  ques- 
tion se  réduira  à examiner  en  particulier  le  cours  de 
chacune  des  lignes  produites  par  les  équations. 

y=*'>  y=*u>  y=x*,etc. 

lorsqu’on  donne  à x toutes  les  valeurs  tant  positives  que . 
négatives , que  peuvent  admettre  les  fonctions  A"',-  X", 
X" , etc.  sans  cesser  d’etre  réelles.  Ces  lignes  seront 
autant  de  branches  de  la  courbe  qui,  représente  l’é- 
quation proposée. 

L’étendue  de  chaque  branche  sera  déterminée  par 
celle  que  comprennent  les  diverses  solutions  dont  est 
susceptible  l’équation  qu’elle  représente  en  particulier. 
Si  parmi  les  quantités  X' , A'",  A"  , etc.  il  s’en  trouve 
qui  deviennent  infinies , ou  dans  lesquelles  on  puisse 
supposer  x infini , il  en  naîtra  des  branches  dont  le  cours 
sera  infini , puisqu’elles  pourront  s’éloigner  indéfiniment 
de  l’un  des  axes  ou  de  tous  les  deux  à-la-fois. 

Une 
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Une  branche  ne  s’arrête  que  parceque  l’expression 
de  son  ordonnée  devient  imaginaire  , mais  le  cours  de  la 
courbe  proposée  n’est  pas  interrompu  pour  cela  ; il  ar- 
rive seulement  alors  que  deux  branches  se  réunissent 
et  se  continuent  réciproquement.  On  s’en  convaincra  en 
observant  que  les  valeurs  imaginaires  de  y sdht  néces- 
sairement en  nombre  pair,  et  que  celles  d’un  même 
couple  ont  été  réelles  et  égales  avant  de  devenir  ima- 
ginaires. En  effet , l’équation  proposée  pouvant  tou- 
jours se  décomposer  en  facteurs  réels  du  premier  et  du 
second  degré,  si  on  représente  pary1 — 2 Py  -f-  O — q U11 
_ de  cesdemiers,  on  verra  que  se3  racines,  P dz\/  P* — 
ne  deviennent  imaginaires  qu’à  cause  que  Q devient 
plus  grand  que  P* , de  moindre  qu’il  était  d'abord,  et 
qu’il  y a parconséquent  un  point  où  les  fonctions  de  x 
que  désignent  les  lettres  P et  Q , sont  telles  qu’on  a 
/,“=  Q,  ce  qui  anéantit  la  quantité  radicale  , et  donne 
pour  y deux  valeurs  égales. 

Si  plusieurs  branches  se  coupent  dans  un  point , il 
arrivera  aussi  qu'un  pareil  nombre  de  valeurs  de  y de- 
viendront égales. 

88.  Soit  l’équation. 

y4 — gSay-f-  ioog’x* — .r*  — o. 

Cette  équation  résoluble,  soit  par  rapport ày,  soit 
par  rapport  àx,  donne  dans  le  premier  cas 

y~±-V~  48  a2  ±.  J/  a3o4a*  — 1 oca'-'x1  -f-  x*. 

En  discutant  chacune  des  valeurs  de  y , comme  on  l’a 
fait  à l’égard  de  celles  de  l’équation  générale  du  second 
degré  à deux  indéterminées  ( Trig.  1 07  et  suiv.  ) , on 
pourrait  découvrir  l’étendue  et  les  limites  des  branches 

Cale.  diff.  H 
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dont  la  courbe  proposée  se  forme  , déterminer  les  points 
où  elles  rencontrent  les  axes  ( Trig.  81  ) , où  elles  se 
coupent  ou  se  réunissent  ; mais  l’application  du  Calcul 
différentiel  abrégera  beaucoup  ces  recherches,  et  aura 
l’avantage  de  montrer  comment  elles  peuvent  s’effectuer 
lors  méiHe  que  l'équation  de  la  courbe  proposée  est 
d’un  degré  trop  élevé  pour  qu’on  puisse  obtenir  l’expres- 
sion générale  de  l’une  des  variables  par  le  moyen  de 
l’autre.  < 


8g.  Pour  déterminer  les  limites  de  la  courbe  dans 
le  sens  des  ordonnées,  ou  découvrir  si  y est  susceptible 
de  maximum  ou  de  minimum , on  examinera  dans  quel 
cas  le  coefficient  différentiel. 

dy x*  — 5c  a\r 

dx  y3  — 4^a'y 

devient  nul  ; on  aura 

x 3 — 5o  a'x  = o , 

d’où  x — o,  x=±5a^z. 

La  première  valeur  de  x , substituée  dans  l'équation 
proposée,  donne 

y — o ety  = dt  4a  1/6 

Les  deux  valeurs  dey  , égales  à rh  4a  V'ü  > donnent 
ne.  a3.  les  points  D et  D1  , Jig.  a3 , situés  l’un  au-dessus  de 
l’axe  des  abscisses , l’autre  au-dessous , et  qui  sont  de 
véritables  maxima.  On  s’en  convaincrait , soit  en  cher- 

dav 

chant  ce  que  devient  alors  soit  en  vérifiant  par 

l’expression  dey,  si  les  valeurs  des  ordonnées  qui  pré- 
cèdent et  qui  suivent  immédiatement,  sont  toutes  deux 
plus  petites  qu?  4a  V 6* 
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go.  Le  concours  des  deux  valeurs  x = o , et  y = o , 

indique  le  point  A,  et  rend  en  même  temps  ^ 

Pour  savoir  ce  que  signifie  cette  dernière  expression  qui 
caractérise  en  général  un  point  multiple , il  faudrait  re- 
courir au  procédé  du  n»  56  ; mais  on  peut  y parvenir 
■en  cherchant  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre. 
Pour  cela,  j'dbserve  que  la  différentielle  première  de 
l’équation  proposée  est 

. (y3—48ay)  dy  -f  ( 5oe*x  — x-,)dx  = o, 

«t  la  différentielle  seconde 


<>'  ~ 48û>  ) d*_y  -f  ( 3y%  — 48a2  ) dy'  1 __ 

-f-^5oaa— 3x‘)dra  j ~0; 

et  que , dans  le  cas  où  x et  y s’évanouissent . celle-ci 
se  réduit  à 

— 48uîdy  -f-  5oaadx*  = o , 

que  parconséquent  elle  donne,  pour  ce  cas  seulement, 
les  valeurs  du  coefficient  g,  qu’on  ne  peut  alors  tirer 
de  la  différentielle  première  : on  a en  effet 


^ = ±:  i/lî h î 

dr  — v îKî' 

Il  suit  de  ces  valeurs  que  la  courbe  a au  point  A deux 
tangentes , qu.  font , avec  l’axe  des  abscisses , des  andes 
dont  les  tangentes  trigouométnques  sont  respectivement 


o i’o 
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et  qu’il  est  parconséquent  aisé  de  construire  (*). 

Il  reste  à examiner  les  racines 


x = db  5a  y' a. 

En  les  substituant  dans  l’équation  proposée,  elles  rendent 
y imaginaire,  et  ne  donnent  parconséquent  ni  maxi- 
mum ni  minimum. 


gi.  Pour  obtenir  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens 
des  abscisses,  ou  ce  qui  revient- au  même,  les  mnxima 
et  les  minima  de  x (80) , on  égalera  à o le  dénominateur 

de  la  fraction  qui  exprime  ^ , ce  qui  fournira  l’équa- 


tion y3  — /fîdy  ==  o , d’où_y  = o et  y ==  ± t/ 48 a*.  La 
première  valeur  donne  îo^’x®  — x*  = o , et  l’on  en 
conclut  x = o,  xz=±ioa.  La  racine  x—c  indique 
encore  le  point  multiple  placé  à l’origine  A , mais  les 
deux  autres  répondent  aux  points  J et  /',  où  la  courbe 
rencontre  l’axe  des  abscisses  AB , et  qui  n’avaient  pa* 
encore  été  remarqués. 


Les  deux  dernières  valeurs^  = ±\/  48  a“  = ±4a\//  3 
conduisent  à x = ± 6a , et  x ==  db  8a  : l’un  de  ces  ré- 
sultats fait  connaître  le  point  F et  ses  analogues  , l’autre 
donne  H et  ses  analogues.  On  observera  qu’aux  points  F 
et  I l’abscisse  est  un  maximum,  et  qu’elle  est  un  mini- 


(*)  On  parviendraen  general , comme  ci-dessus,  h trouver  la  vraie 

valeur  de  —,  dan»  le  cas  où  il  devient-,  en  examinant  les  dit- 
ujt  o 


(érentielles  successives  de  l’équation  proposée,  et  en  descendant 
jusqu'il  l’ordre  dont  l’exposant  est  égal  au  «ombre  de  valeurs  que 
1 • ■ dr 

doit  avoir 
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mum  au  point//,  puisque  dans  le  premier  cas'la  courbe 
tourne  sa  concavité  vers  l’axe  A C des  ordonnées , au- 
quel elle  présente  sa  convexité  dans  le  second. 

92.  Pour  achever  de  déterminer  les  principales  cir- 
constances , de  la  courbe  ^proposée , il  reste  à trou- 
ver la  nature  de  ses  branchés  inBnies  et  ses  points  d’in- 
flexion, car  connaissant  ses  divers  points  multiples,  on 
sait  déjà  qu’elle  n’a  aucun  rebroussement  : je  com- 
mencerai par  m’occuper  des  branches  infinies.  On  peut 
facilement  s’assurer  que  deux  des  valeurs  de  y rappor- 
tées dans  le  n°  88  , deviennent  infinies  en  même  teins  * 
que-  x -,  mais  sans  recourir  à ces  valeurs , si  l’on  fait 
_y=£x,  l’équation  proposée  se  divise  par  x*  et  devient 

tir1  — 96aa£“  -f- 1 00a2  «—  x*  = o , 

* 

d’où  l’on  tire 

. 100a* — q 6aH* 

Xr  = ■ » , 

1 — £*  * 


résultat  qui  donne  x=rt  infini,  lorsque  £— j ; et 
alors  y = x. 

, <- 

• On  dura  ensuite  (71) 


dr 


x*  — 5oaax*  — y*  -H8«y 

x3  — ôocrSx 


y—X 


dy y*  — 48ay — x*-f-5on*x* 

dx  y3 — /fôay 


Ces  expressions  qui , lorsqu’on  y met  pour  x*  sa  valtur, 
•je  réduisent  à 


5oa*x*  ' — 48ay 
x3 — ôoa’x 


48a*y*  — 5o a’x* 

y— 4 Py 
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diminuant  sans  cesse  à mesure  que  x et  y augmentent, 
et  n’ont  que  zéro  pour  limite,  lorsqu’on  y suppose 
y — x.  On  voit  par  là  (73)  que  la  courbe  proposée  a 
pour  asymptotes  deux  droites  menées  par  l’origine  A\ 

et  comme  l’expression  de  ^ a pour  limite  l’unité  , il 

s’ensuit  que  ces  asymptotes  font  un  angle  de  os,5  avec 
l’axe  des  abscisses.  On  ne  les  a point  menées,  pour  ne 
pas  trop  compliquer  la  figure! 

g3.  Je  passe  maintenante  la  recherche  des  infiexions. 
On  a • 


dx3 


(3x* — 5oa“)  — (3 <y* — 4^““) 


dx3 


/ — 4 Kay 


cette  expression  devient  f , lorsque  y et  x sont  nuis , cas 
dya  5o 

dans  lequel  -f^-  = 7ô  ! et  Pour  trouver  sa  vraie  valeur , il 
or*  4°  % 

faudra  chercher  l'a  différentielle  troisième  de  l’équation 
proposée.  Faisant  dans  le  résultat  x ety'  égaux  à zéro, 
on  aura  seulement  — - x^a^àyà^y  — o,  ce  qui  donne 


d y 

= o , et  prouve  que  le  point  A est  en  effet  un  point 


d3' 

3Ï 

d’inflexion.  * • 

Pour  voir  si  là  courbe  proposée  en  a encore  d’autres, 
il  faut  égaler  le  numérateur  de  zéro , et  il  vien- 
dra l’équation 

• 3X3 — 5oa?  — (3y* — 4fifl!“)  ^j  = o; 

mettant  pour  Sa  valeur , et  faisant  disparaître  le 
dénominateur , on-  aura 
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( s.r3  — 5o et3  ) (y* — 4$a*yY 
— (3y* — 4Bc*)  (x3 — 5oaax)a  = o:  • 

en  peut  donner  à cette  équation  la  forme  suivante  : 

y*  (y*  — 480“)“  (3x“  — 5ôaa) 

— xî(x* — 5o a%y  (3y* — ^aa)  = o. 


Si  maintenant  on  observe  que  l'équation  proposée 
revient  elle-même  à celle-ci , 

(y — 48a1)3 — — 5oua)a  -J-  icjéof  ==o, 

et  qu’on  prenne  la  valeur  dé  (^a  — 48ùa)a,  pour  la’ 
substituer  dans  la  précédente  , on t trouvera  après  les 
réductions 

(x*  — éorf*)*  (.a5y*  — a4**) 

-f-  çfècfy*  (3x*  — Soû*)  — o : 

cette  dernière  combinée  avec  la  proposée , servira  à 
, déterminer  les  abscisses  et  les  ordonnées  du  point  d’in- 
flexion K et  de  ses  analogues  dans  lés  autres  branches  ; 
on  en  tirera  facilemént  la  valeur  de  y* , et  en  sub- 
stituant dans  l’équation  de  la  courbe  proposée , on  aura- 
un  résultat  qui  ne  contiendra  plus  que  x. 

En  faisant  infini , ou  en  égalant  à zéro  son  déno- 
minateur y3  — 4%ay  > on  trouvera 

• y = ô ety=±di  : 

ces  valeurs,  n’apprennent  rien  de  nouveau  ; elles 
appartiennent  au  point  A qui  a déjà  été  remarqué , 
et  aux  points  F , H et  / , qui'  ne  sont  pas  dés  poihtÿ 


120  • TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

d’inflexion  , mais  seulement  des  limites  de  la  courbe 
dans  le  sens  de  ses  abscisses. 

En  rapprochant  tout  ce  qui  précède , on  voit  que  la 
forme  de  la  courbe  proposée  est  successivement  déter- 
minée par  les  circonstances  qu’ofFrent  les  points  A , D , 
F,  J , H } K et  ljp  branches  infinies  X et  X'. 

\ 

Des  courbes  osculatrices. 

/ 

q4-  C’est  en  rapportant  une  courbe  à sa  tangente 
qu’on  a appris  la  manière  de  déterminer  les  diverses 
circonstances  de  son  cours.  Les  géomètres  ne  se  sont 
point  bornés  à comparer  ainsi  les  courbes  à des  lignes 
droites  dont  elles  s’éloignent  bientôt,  mais  ils  se  sont 
proposé  de  trouver  parmi  des  courbes  simples  comme 
la  parabole,  le  cercle,  etc.  celles  qui,  dans  un  petit 
espace , s’approchent  le  plus  d’une  courbe  quelconque. 

La  tangente  d’une  courbe  étant  la  limite  de  toutes 
les  droites  qui  rencontrent  cette  courbe  en  deux  points, 
on  peut  par  analogie  chercher  en  général  parmi  toutes 
les  lignes  d’une  espèce  donnée , la  limite  de  celles  qui 
coupent  la  courbe  proposée  en  un  nombre  donné  de 
pointg. 

On  sait , par  exemple , qu’il  faut  trois  points  pour 
déterminer  un  cercle  ; on  peut  supposer  que  ces  trois 
points  soient  pris  sur  la  courbe  proposée  , et  chercher 
à quel  cercle  en  particulier  l’on  arrivera , si  les  trois 
points  viennent  à coïncider.  Ce  cercle  , qui  se  nomme 
le  cercle  oicu/ateur,  sera  la  limite  de  tous  les  autres, 
comme  la  tangente  est  celle  de  toutes  les  sécantes. 

Celle-ci  se  détermine  par  les  deux  constantes  qui 


$ 
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entrent  dans  son  équation  ( Trie.  83  ) , et  le  cercle 
par  les  trois  constantes  qui  expriment  l’abscisse  et  l’or- 
donnée de  son  centre  et  la  grandeur  de  son  rayon 
( Trig.  90). 

Il  est  visible  que  lorsque  deux  courbes  quelconques 
D X , E Y , ont  trois  points  communs  M , M’ , M” , 

Jig.  24,  elles  ont  nécessairement  trois  ordonnées  com-nc.  s{. 
munes,  ou  ce  qui  est  la  même  chose , il  y a deux  côtés 
du  polygone  MM'M"  etc.  Jig.  2 , qui  sont  incrits  ris.  a. 
en  même  temps  â chacune  de  ces  courbes , et  les  lignes 
PM , M' Q et  M"]S"  (62)  ont  la  même  valeur  dans 
l’une  et  l’autre.  En  désignant  donc  toujours  par  x,  y , 
les  coordonnées  particulières  au  point  M dans  la  courbe 
-proposée  DX,  Jig.s4>  et  par  y',  xf,  celles  d'uilpoint  ri°.  a}, 
quelconque  de  la  seconde  courbe  EY , on  aura  par  le 
n°  6a,  pour  les  points  M , M' , M" , 


+,tc=^h  +’,c(m}^f+m=-È H 

d* 


-f-  etc. 


dx'1 


-f-etc.=  — l etc. 

^ dx* 


•^A‘+etc.=.j^/S*+etc. 

en  supposant  qu’on  aitgphangé  x'  en  x,  dans  les  exprès- 

sions  dey,  etc.  tirées  de  l’équation  de  la 

courbe  EY.  Maintenant  si  on  passe  à la  limite  par  la 
supposition  deA  = o,  les  trois  intersections  se  réuniront 
en  un  seul  point  de  contact , pour  lequel  on  trouvera 
les  conditions 

• ‘ y —y 

ày  _ dy 

dx 

dV  — d“y 
"dx7*  ~ dx*’ 
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Si  la  courbe  E Y est  le  cercle  représenté  par  l’é- 
quation 


(x'  — ay4-(y'—$y=y'(Trig.  90) , 
en  la  différentiant  deuxfois  consécutives , il  en  résultera 

( x'~  *)  + cy—  /S)az~° 


1 + 


dy'* 

dZ 


+ (/-«>££= ». 


et  il  faudra  qu’en  changeant  x'  en  x,  dans  ces  équation», 
elles  donnent  pour^y , ^et  les  mêmes  valeurs  que 
celles  de  la  courbe  proposée , ou  bien  qu’elles  soient  sa- 
tisfaites  lorsqu’on  y substituera  x,  y,  En 

faisant  cette  dernière  substitution , elles  deviendront 
(x-*y  + (y-i3y  = y 
(*— *)  + 

.+££+'O-«0^=o; 


mais  comme  les  quantités  dérivées  de  la  courbe  proposée 
sont  déterminées  puisqu’elles  appartiennent  à un  point 
particulier  M , il  faudra  que  les  quantités  et,  fi  et  y re* 
çoivent  des  valeurs  propres  à vérifier  les  équations 
ci-dessus. 


En  déterminant  par  les  deux  dernières  équations  les 
valeurs  de  y1  — fi  et  de  a;  — et,  pour  les  substituer  dans 
la  première , on  trouvera 
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y— a— _*?*+&! 

y ày 


X— - * = 


d^y  /dx*-f-dy“\ 
d x \ d^y  / 


v_±  (if*±d/2: 

* dard^y 


g5.  Le  cercle  dont  je  viens  de  déterminer  la  gran- 
deur et  la  position  varie  pour  chaque  point  de  lafcourbe, 
puisque  les  quantités  x,  j3  et  y,  qui  le  caractérisent, 
sont  des  fonctions  de  x et  dey.  Il  jouit  de  propriétés 
remarqpuables , qu’on  peut  découvrir  soit  par  des  con- 
sidérations géométriques  , soi  t par  des  considérât  ions  ana- 
lytiques. Je  commencerai  par  exposer  les  premières. 

Soit  etc .Jig.  a5,  le  polygone  inscrit  à F,c'aj' 

la  courbe  proposée.  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  M , M' , M“ , a son  centre  placé  àl’intersêctiondes 
droites  NO  et  N' O' , perpendiculaires  sur  le  milieu  des 
droites  MM'  et  M'M" . Si  l’on  combine  avec  les  points 
M'  et  M“  un  quatrième  point  M",  on  déterminera  par 
ces  trois  points  un  nouveati  cercle  dont  le-  centre  sera 
en  O' , à l’intersection  des  droites  N'  O'  et  N "O",  res- 
pectivement perpendiculaires  sur  le  milieu  des  côtés 
M'M"  et  M"Mm . £n  concevant  que  la  même  opéra- 
tion soit  continuée  dans  toute  l’étendue  du  polygone 
MM'M"M"  etc.  les  centres  de  tous  les  cercles  , que 
l’on  considérera  successivement,  formeront  un  polygone 
OO' O" 0“  etc.  tel  que  tous  ses  côtés  prolongés  rencon- 
treront à angle  droit  ceux  du  premier. 


Lorsqu’on  passe  aux  limites , c’est-à-dire  lorsqu’on 
substitue  les  courbes  aux  polygones , les  points  M,  M' t 
M",  venant  à coïncider,  la  droite  N O devient  normale  à la 


* 
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courbe  qui  est  la  limite  du  polygone  MM' M" Mm  etc. 
et  tangente  à celle  qui  est  la  limite  du  polygone 
O O' O"  O"  etc.  et  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
MM' M"  devient  le  cercle  osculateur.  Alors  à la  fig.  a5 
na.  iG.  ü faut  substituer  la  figure  26  , dans  laquelle  les  poly- 
gones sont  remplacés  par  les  courbes  DX  et  F Z , 1» 
seconde  étant  le  lieu  de  tous  les  cercles  osculateur» 
de  la  première,  qui  ont  pour  rayon  la  tangente  MO. 

96.  Pour  déduire* de  l’analyse  les  propriétés  précé- 
dentes , je  reprends  les  trois  équations  du  n°  q4  ; et 
faisant  disparaître  les  différentielles  qui  entrent  comme 
diviseurs  dans  les  deux  dernières , il  vient 

(*— «)a-f  Cy— £)‘=>* ••••(0 

(x — st)dx  + (y — @')dy  = c (2) 

dxa  -f-  d_y*  -f-  (y  — $)dy=zo (3). 

i°.  La  seconde  donnant 

fi—y=—7fy  O-*) 

est  ( 67  ) celle  de  la  normale  menée  du  point  dont  les 
coordonnées  sont  et  et  J3  , c’est-à-dire  , du  point  O 
de  la  courbe  F Z , au  point  M de  la  courbe  propo- 
sée DX.  - * 

2°.  En  différentiant  les  deux  premières  équations  non 
seulement  par  rapport  ài,^,  mais  encore  par  rapport 
aux  quantités  a. , fi , et  y , en  tant  que  ces  dernières 
sont  fonction  des  premières  (g5) , on  aura 

(x — et)dx+(y — fi)ày — (x — *)da — (y — (ï)à£=yày 
dx* -f- dy*-|-  ( y — — dndx — djSdy=o. 

Les  équations  (2)  et  (3)  réduisent  celles-ci  à 

— (x — et)  du  — ( y — @)à$=ydy (4) 

— cUdx  — d£d_y  = o. (5) 
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et  qui  montre  parconséquent  ( 67  ) que  la  normale  MO , 
est  tangente  dont  les  coordonnées  sont  cl  et  fi,  c’est- 
à-dire  à la  courbe  FZ. 


ce  qui  donne  le  coefficient  différentiel  de  y , par  rap- 
port à la  variable  a.;  or  (y 5)  cette  expression  est  aussi 
celle  du  coefficient  différentiel  de  l’arc  de  la  courbe 
dont  les  coordonnées  sont  a.  et  fi  ; et  il  résulte  de  cette 
identité  que  le  rayon  du  cercle  osculateur  varie  par  les 
mêmes  différences  que  l’arc  de  la  courbe  FZ  (22), 
propriété  qui  mérite  la  plus  grande  attention. 

En  effet,  le  rayon  MO  du  cercle  osculateur  du  point 
M étant  tangent  à la  courbe  FZ , a nécessairement 
la  même  direction  que  celle  que  prendrait  un  fil  en- 
veloppé autour  de  la  convexité  de  cette  courbe , lors- 
qu’en  le  développant  on  serait  parvenu  au  point  O. 
On  remarquera  qu’en  poursuivant  le  développement  de 
O en  O' , ce  fil  s’alongerait  d’une  quantité  égale  à 
l'arc  OO'  de  la  courbe  FZ;  et  comme  par  ce  qui 
précède,  la  différence  des  rayons  OM  et  OM ’ est  aussi 
égale  au  même  arc  O O',  il  s’ensuit  que  le  bout;!/  du 


la  dernière  donne 
l’équation 


en 


dv  , 

3°.  Si  on  élimine  x — cl,  y — fi,  -g , entre  les  équa«- 
tions  (1),  (2),  (4)  et  (5),  on  aura 
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fil  doit  encore  sg  trouver  en  M'  sur  la  courbe  propo- 
sée , qu’il  n’a  pas  du  quitter  dans  le  développement  ef- 
fectué depuis  l’un  de  ces  points  jusqu’à  l’autre  : on 
peut  donc  regarder  la  courbe  DX  comme  engendrée 
par  le  développement  de  la  courbe  FZ. 

Ce  procédé  a une  grande  analogie  avec  la  descrip» 
tion  du  cercle  ; c’est  la  courbe  FZ  qui  fait  l’office  de 
centre , et  le  rayon  MO , au  lieu  d'etre  constant , va- 
rie pour  chaque  point.  La  courbe  FZ  s'appelle  la  dé~ 
veloppée,  la  courbe  DX , sa  développante , et  le  rayon 
du  cercle  osculateur , rayon  de  la  développée  (*). 

En  général  le  cercle  osculateur  touche  et  coupe  la 
courbe , comme  le  fait  la  tangente  à un  point  d’inflexion 
(78).  Si  les  cercles  osculateurs  augmentent  de  rayon 
de  M en  M',  il  est  visible  que  l’arc  MM'  de  la  courbe 
doit  se  trouver  au-dessus  du  cercles  GH,  osculateur  au 
point  M , tandis  que  la  portion  MD  est  au-dessous.  De 
plus,  comme  on  peut  toujours  concevoir  les  points  M 
et  M'  assez  voisins  l’un  de  l’autre , pour  que  la  diffé- 
rence des  rayons  MO  et  M' O'  soit  dmne  petitesse 
donnée,  et  que  si  on  décrit,  avec  un  rayon  Mo=zM'  O' , 
le  cercle  G' M' H,  l’arc  D' M'  sera  entièrement  au-des- 
sous, on  reconnaîtra  facilement  qu’il  ne  peut  passer 
aucun  autre  cercle  entre  la  courbe  et  son  cercle  oscu- 
lateur, puisque  tout  cercle  d’un  rayon  plus  petit  que 
MO  passe  en-dedans  de  l’arc  GMH , tandis  que  tout 
cercle  d’un  rayon  plus  grand  que  Mo,  se  trouve  au 
dehors  de  l’arc  G' M H' . 


(*)  C’est  par  cette  dernière  considération  qn’Hnyghens  a déter- 
miné  le  cercle  oscillateur , qu’il  a remarqué  le  premier,  et  elle  peut 
conduire  aussi  aux  formules  du  no  précédent}  mais  cc  point  de  vue, 
séparant  la  recherche  du  cercle  osculateur  de  la  théorie  générale  des 
cou  tacts  des  courbes,  dont  elle  doit  faire  partie,  est  trop  borné  pour 
fétat  actuel  de  la  science. 
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De  tous  les  cercles  qui  touchent  la  courbe  propo- 
sée au  point  M , le  cercle  osculateur  étant  donc  celui 
qui  s’en  approche  le  plus,  soit  avant,  soit  après  le 
contact,  est  parconséquent  celui  qui  diffère  le  moins 
de  cette  courbe  dans  le  point  que  l’on  considère.  La 
courbure  du  cercle  est  uniforme  dans  tous  ses  points; 
mais  pour  des  arcs  de  même  longueur,  celle  d’un  pe- 
tit cercle  est  plus  considérable  que  celle  d’un  grand , 
ensorte  que  les  courbures  de  ces  arcs  sont  en  raison 
inverse  des  rayons  des  cercles  auxquels  ils  appartiennent. 
On  peut  donc,  parle  rayon  du  cercle  osculateur,  ju- 
ger de  la  .courbure  d'une  courbe  dans  l’un  quelconque 
de  ses  points.  Cette  considération  a fait  donner  au 
rayon  du  cercle  osculateur  le  nom  de  rayon  de  cour- 
bure ; et  on  voit  d’après  ce  qui  précède , que  la  cour- 
bure d'une  courbe  est  en  raison  inverse  de  son  rayon 
de  courbure. 

La  développée  peut  aussi  être  considérée  comme 
la  limite  des  intersections  des  normales  de  la  courbe 
proposée  , prises  deux  à deux  consécutivement , puis- 
que le  point  K , intersection  des  deux  rayons  MO  et 
M' O' , qui  sont  perpendiculaires  à la  courbe  DX 
en  M et  en  M' , s’approche  d’autant  plus  de  la  courbe 
FZ  que  les  points  M et  M'  sont  plus  voisins  l’un  de 
l’autre.  * 

97.  On  peut  prouver  aussi,  avec  le  secours  de  l’a- 
nalyse , qu’entre  la  courbe  proposée  et  son  cercle 
osculateur , il  ne  saurait  passer  aucun  autre  cercle  ; et 
cette  propriété  conduit  immédiatement  aux  autres. 

En  général,  lorsque  deux  courbes,  dont  les  ordon- 
nées et  les  abscisses  sont  désignées  par  x et  y,  x!  ety’, 
ont  un  point  commun  . et  dans  lequel  parconséquent , 
x = x , y =y , si  on  prend  la  différence  des  série» 
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J dr  i dr“  i .2 
y ‘ dx3  1 ^ dx'“  J . 2 


tfy  h3 
dx3  1.2.3 
d3y  h3 
dx/3  1 .2.3 


-f-  etc. 
-f-  etc. 


qui  expriment  les  ordonnées  des  points  correspondans  à 
l’abscisse  x -f-  h , on  trouvera,  en  général, 

/dy  d/\i  /d'y  dy\  h* 

\dx  dx/  / 1 ‘ \dx*  dx'1/  1.2 


pour  l’expression  de  la  distance  de  ces  courbes,  dans  le 
sens  de  l’ordonnée  ; mais  si  au  point  particulier  que 

l’on  considéré , on  a ^7-  = 4^ , cette  distance  sera  ré- 
dx»  dx 

duite  alors  à 


fày  dy\ ]e_  /d’y  dy\  h* 

\dx*  dx' V 1.2'  v.dx3  dx'3/  1 . 2 . 3 


Le  rapport  de  ce  développement  au  précédent , deve- 
nant de  plusen  plus  petit  à mesure  que  h décroît  (56), 
il  en  résulte  que  la  distance  qu’il  représente  entre  les 
deux  courbes  finir^par  être  plus  petite  que  celle  qu’ex- 
prime l’autre,  et  que  parconséquent,  toute  courbe  pour 


laquelle  on  n’aurait  pas 


d y'  dy 
dZ  ~ dx 


, ne  peut  passer  entre 


celles  qui  remplissent  cette  cpndition.  C’est  ainsi  , 
qu’entre  une  courbe  et  sa  tangente,  on  ne  saurait  mener 
aucune  droite  par  leur  point  de  contact. 

La  proximité  deviendrait  encore  plus  grande  si  l’on 


: dy  — dy 


avait  aussi  = 
dx 


dx* 


. Aucune  des  courbes  qui  ne 


satisferaient  qu’aux  deux  conditions 


r 

y 
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c’est-à-dire , qui  n’auraient  qu’un*  simple  contact,  ne 
pourrait  , immédiatement  auprès  du  point  commun  , 
approcher  autant  de  la  seconde  courbe  que  le  ferait 
la  première  , et  ne  saurait  passer  entre  l’une  et  l’autre  1 
, c’est  le  cas  des  cercles  simplement  tangent  par  rapport 
au,  cercle  osculateur. 

On  voit  encore  que  l’expression  de  la  différence  des 
ordonnées  ayant  au  premier  terme  le  facteur  A3 , qui 
change  de  signe  lorsqu’on  met — h au  lieu  de  -f -h,  il  ar- 
rive en  général  au  cercle  osculateur,  ce  qu’on  a remarqué 
pour  la  tangente  dans  les  points  d’inflexion  (74) , excepté 
pourtant  dans  les  cas  particuliers  où  l’on  aurait  aussi 

do/3  dx3  * 

Ï1  n’est  pas  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  considéra- 
tions pour  se  convaincre  que  les  courbes  peuvent  avoir 
entr 'elles  des  contacts  plus  ou  moins  immédiats.  En 
suivant  la  marche  tracée  dans  le  n°  q4,  on  trouverait 
que  si  deux  courbes  avaient  quatre  points  communs  , et 
que  l’on  déterminât  l'une  de  ces  courbes  de  manière  à 
faire  coïncider  les  quatre  points , on  aurait  en  meme 
temps. 

v'— v ^ dy  _ dY  d3y 

* J’  dV  . dx  * dx'1  dx1  * dx'3  dx3  ’ 

ce  contact  différerait  des  précédens  en  ce  qu’aucune 
des  courbes  qui  n’én  auraient  que  de  l’espèce  de  ces 
derniers,  avec  l’une  des  courbes  proposées,  ne  pourrait 
passer  entre  celle-ci  et  l’autre. 

En  employant  les  conditions  ci-dessus,  à la  déter- 
mination des  constantes  qui  particularisent  l’équation 
dont  les  variables  sont  x et_y,  on  voit  qu’il  faudrait  que 
cette  équation  contînt  quatr  e constantes. 

, Cale.  dijf.  I 


/ 
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98.  Les  contacts  se  divisent  en  ordres  d’après  îe 
nombre  de  points  d’intersection  qui  s’y  trouvent  réunis, 
ou  ce  qui  revient  au  même , d’après  le  nombre  de  termes 
dont  ils  supposent  l’égalité  dans  les  développemens  des 
ordonnées  relatives  au  point  suivant.  Le  plus  élevé  de  ' 
ceux  que  puisse  avoir  en  général  la  courbe  touchante , 
avec  la  courbe  proposée,  contact  dont  l’ordre  est  mar- 
qué par  le  nombre  des  constantes  que  renferme  l’équa- 
tion de  la  première , se  nomme  osculation. 

Ainsi  la  tangente  , qui  ne  peut  avoir  en  général  qu’un 
simple  contact  du  premier  ordre,  avec  une  courbe  don- 
née , est  une  osculatrice  du  premier  ordre.  Le  cercle 
dont  l’équation  renferme  trois  constantes  , peut  avoir  , 
ou  un  simple  contact  du  premier  ordre , ou  un  contact 
du  second  ; mais  ce  dernier , étant  le  plus  élevé , prend 
le  nom  d’osculation  , et  distingue  le  cercle  osculateur 
de  tous  les  cercles  tangens. 

99.  Je  ne  m’étendrai  pas  beaucoup  sur  l’application 
des  formule* 

N .. . , 

(d-T»  + dy»)î 

^ dxd*_y  * 


dy  (dx*  + dy*) 
x — ” dxdy  ’ 


dx*  -4-  dy* 


parceque  cette  application  n’a  aucune  difficulté  lors- 
qu’on possède  bien  le  mécanisme  du  Calcul  différen- 
tiel. 

La  valeur  de  y étant  susceptible  du  double  signe  ± , 
en  peut  demander  lequel  des  deux  il  faut  employer;  car 


î. 
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il  est  bien  visible  qu’en  général , à chaque  point  de  la 
courbe,  il  n’y  a qu’un  seul  rayon  de  courbure  ; et  ce 
rayon  n’étant  pas  dirigé  suivant  l’ordonnée  ou  l’abs- 
cisse, excepté  dans  quelques  points  particuliers,  n’a 
pas,  à proprement  parler , de  signe  par  rapport  à ces 
lignes.  La  détermination  de  celui  dont  on  l’affecte  or- 
dinairement dépend  de  la  convention  qu’on  a établie 
sur  le  sens  de  la  courbure  par  rapport  à la  normale. 
Si  l’on  veut  que  le  rayon  de  courbure  soit  positif  pour 
les  courbes  dont  la  concavité  est  tournée  vers  l'axe  des 

day  t 

abscisses , comme  la  valeur  de  est  alors  négative 

(64)  , il  faut  affecter  l’expression  de  y du  signe  — ; 
et  dans  ce  cas  le  rayon  de  courbure  deviendra  négatif 
si  la  concavité  de  la  courbe  passe  du  côté  opposé,  parce- 
» d*y 

qu’il  change  de*  signe  avec  j-L.  Pour  se  conformer  à 

cette  convention , on  pourra  supposer  dans  les  applica- 
tions 

(dr* -f- dya)« 

^ drd^y 

L’équation  générale  des  lignes  du  second  ordre 


y'  = mx  4-  nx* 


conduisant  à 

(m-f-arcx)dx 


,,  anydx*1 — (m-f-anx)dxdj' frfoy* — (m-f-anx)a"’dx* 

y 2y*  ~ " 4y^  ’ 


il  en  résultera 

y- 


[.4y*+im+anxYy 

iny*  — a ( m -f-  anx  )a" 


I a 
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Si  l’on  substitue  la  valeur  de  y*  dans  cette  exprès- 
sion , on  aura 

• s 

r //■■^-Lanj*’)4-(rn  + grc-r)VL 
y — “am1  “ 

Telle  est  l’expression  générale  du  rayon  de  courbure 
dans  les  lignes  du  second  ordre  ; on  la  part.cularisera  en 
donnant  km  et  à n les  valeurs  qui  conviennent  a chaque 
espèce  de  ces  lignes  ( Tri  g-  *47  )• 

Ce  résultat  se  réduit  à >,  Jwqtt  * ==' 
courbure  des  lignes  proposées  est  donc  a leur 
l'a  même  que  celle  du  cercle  décrit  d’un  rayon  égal  au 
demi-paramètre  ( Trig ■ i3®  )• 

En  rapprochant  la  valeur  de  y de  celle  qu 
trouvée  dans  le  n»  66  pour  la  normale,  on  verra  que 

MR  > ou  que  le  rayon  de  courbure  dans  les  lignes 


1 , 
r 


du  second  ordre  est  égal  au  cube  de  la  normale  divisé 
par  le  quarré  du  demi-paramètre. 

Dans  la  parabole  oh  n=o,  on  a seulement 

J. 

(m“  + 4mx  y 


y — - 


am 


On  appliquerait  de  même  lès  expressions  generales 
de  X1A  et  de  v * mettant  P0Ur  J “ 

leur  on  aurait  deux  équations  en  x,  «t  et  fi , des- 
quelles , éliminant  x , on  déduira*  1 équation  en 
\ et  & appartenante  à la  développée.  Je  n effectuerai 
ce  calcul  que  pour  la  parabole.  On  a dans  ce  cas 
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771 2dx* 


, TTldx 


b 


3 » 


et  il  vient 

y-f=:m-v  in- 

a.y  77ia  \ 4y  ' 2m 

* 

on  conclut  de  là 


-e=é£ 


2V*  1 

x — a — ^ _ m ; 

77i  a 


mettant  dans  chacune  de  ces  équations  , pour  y sa 

l i 

valeur  tu'x“,  il  viendra 


— } X — ct~ 2X — - 771  ; 

m7 

prenant  ensuite  la  valeur  de  x dans  le  second  résultat^ 
pour  la  substituer  dans  le  premier,  on  obtiendra 


2777» 


la  dernière  de  ces  équations  appartient  à la  développée 
de  la  parabole.  Si  on  y change  ce  — j m en  a , ou  qu’on 
porte  l’origine  des  abscisses  en  P ,Jig.  st'j , on  pourra  106.37, 

lui  donner  cette  forme  très-simple , /3“  = - * , qui 

montre  que  la  courbe  DF  est  une  des  paraboles  du 

I 3 
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troisième  ordre  (*) , composée  de  deux  branches  DF 
et  Df,  dont  la  première  engendre  par  son  développe- 
ment la  branche  AX  de  la  parabole  ordinaire  XAx  , ■ 
et  la  seconde  produit  la  branche  Ax. 

toc.  Il  faut  observer  que  pour  la  description  de  la 
parabole  XAx , par  le  développement  de  la  courbe 
FDf,  le  fil  enveloppé  autour  de  l’une  ou  de  l’autre  des 
branches  DF  et  Df  , doit  avoir  au  point  D , dans  le 
prolongement  de  la  tangente  BD , une  longueur  AD 
égale  au  rayon  de  courbure  âu  point  A , c’est-à-dire  , 
à la  moitié  du  paramètre  de  la  proposée  ; tout  autre 
point,  tel  que  /,  pris  sur  ce  fil  , produirait  une  courbe  • 
différente.  Si  le  point  / tombait  sur  le  point  D , le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  alors , serait 
nul  à son  origine  , et  parconséquent  elle  aurait  à ce 
point  une  courbure  infinie  (96).  * 

On  voit  aussi  que  puisque  la  longueur  de  l’arc  DF 
est  égale  à la  différence  qui  se  trouve  entre  le  rayon 
de  courbure  correspondant  MF , et  le  rayon  de  cour- 
bure AD  qui  appartient  à l’origine  la  courbe  FDf 
est  rectifiable,  c’est-à-dire  qu’on  peut  assigner  une  ligne 
droite  qui  lui  soit  égale  en  longueur. 

Cette  remarque  est  générale , car  puisqu’on  peut  tou- 
jours parvenir  à l’expression  du  rayon  de  courbure  des 
courbes  algébriques  , les  développées  de  ces  courbes 
sont  toutes  rectifiables. 


(*)  L’équation  y’  = mx  étant  généralisée  ainsi:  yl  — mxP,  re- 
présente une  famille  de  courbes  dont  la  parabole  ordinaire  n’es,t 
qu’un  cas  particulier;  on  les  nomme  aussi  .paraboles , mais  au 
Jcs  distingue  par  l’exposant  de  leur  degré-. 
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Des  courbes  transcendantes. 


loi.  Je  n’ai  considéré  jusqu’ici  que  des  courbes  al- 
gébriques , je  vais  maintenant  faire  connaître  quelques- 
unes  des  courbes  transcendantes  les  plus  remarquables  : 
on  nomme  ainsi  celles  dont  l'équation  ne  peut  s’obtenir 
, en  termes  algébriques.  Je  m’occuperai  d’abord  de  la 
Logarithmique  ou  de  la  courbe  dans  laquelle  les  or- 
données sont  les  logarithmes  des  abscisses. 


On  a dans  cette  courbe  y — lx,  et  quand  on  prend 
x = 1 , il  vient  ^ = o , ce  qui  fait  voir  qu’elle  rencontre 
l'axe  AB  au  point  E , Jig.  28,  où  l’abscisse  AE  est  fic.  aS. 
égale  à l’unité.  La  branche  EX , qui  répond  aux  abs- 
cisses positives  plus  grandes  que  l’unité,  est  infinie, 
puisque  les  logarithmes  de  ces  abscisses  croissent  tou- 
jours. Dans  la  partie  AE , où  les  abscisses  sont  des 
fractions  , les  ordonnées  sont  négatives  et  augmentent 
à mesure  que  ces  fractions  diminuent , ensorte  que  la 
branche  Ex  a pour  asymptote  la  partie  négative  Ac 
de  l’axe  des  ordonnées  : enfin  la  logarithmique  ne  s’étend 
point  du  côté  des  abscisses  négatives , parceque  leurs 
logarithmes  sont  imaginaires.  {Voyez  le  Traité  du  Cal- 
cul différentiel  et  du  Calcul  intégral). 


En  différentiant  l’équation  <y  = lx,  il  vient 


dx 


(27)  i 


on  voit  par  là  que  la  tangente  de  cette  courbe  est  per- 
pendiculaire à la  ligne  des  abscisses  lorsque  x = o , et 
qu’elle  ne  lui  est  parallèle  qu’en  supposant  x infini  {jf). 
L’expression  générale  de  la  soutangente  (65)  donne 


> 
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PT ~ ' ma*s  en  c^assant  y on  introduit  le  loga- 

rithme de  x,  ainsi  cette  expression  est  transcendante; 
cependant  en  prenant  la  soutangente  OD  sur  l'axe  AC, 
■xdy 

on  aura  OD  — = M , résultat  bien  remarquable , 

puisqu’il  prouve  que  la  soutangente  O D est  cons- 
tante et  égale  au  module,  pour  tous  les  points  de  la  • 
courbe.  On  trouverait  de  meme  que  la  tangente , la 
sounormale  et  la  normale,  prises  par  rapport  à l’axe 
AB  , sont  transcendantes  à cause  que  l’ordonnée  y entre 
dans  leur  expression , mais  qu’elles  deviennent  algé- 
briques, lorsqu’on  les  considère  à l’égard  de  l'axp  AC. 

Je  passe  à la  recherche  du  rayon  de  courbure  On  a 


djr» xa  + M * daj 

dx1  x*  * dx*" 


M 

■■5?  * 


d’où  (g4)  y 


_ (xa  -f  M')  ' 

— Mx 


(xa  -f  M%) 
M 


x 


Je  ne  m’arrêterai  point  à considérer  la  développée, 
tjui  serait  nécessairement  transcendante  ; j’observerai 
seulement  qu’on  pourrait  obtenir  immédiatement  l’é- 
quation différentielle  de  cette  courbe  , en  éliminant  par 
le  moyen  des  valeurs  deyr  — R , de  x — a et  de  leurs  dit- 

» / • J7 

férentielles,  x,  dx  et  dy  de  l’éqjuation  dy  = M — . 

tes  logarithmiques  diffèrent  entr’ elles  à raison  du 
module  relatif  au  système  de  logarithmes  qu’elles  re- 

« 
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présentent.  L’équation  x = a*  donne , en  prenant  les 
logarithmes  Népériens,  Yx—yYut  d’où 

Yx 

y — Y a » 


résultat  dont  le  second  membre  n’est  autre  chose  que 
le  logarithme  de  x calculé  pour  un  module  égal 

à : cette  équation  appartient  donc  à une  loga- 
rithmique. 


102.  La  cycloïde  ou  la  courbe  décrite  par  un  point 
pris  sur  la  circonférence  d’un  cercle,  pendant  que 
ce  cercle  roule  sur  une  ligne  droite  donnée  de  posi- 
tion, est  encore  une  courbe  transcendante;  la  rela- 
tion entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses , dépend  des 
arcs  du  cercle  générateur  ; voici  cbmment  on  peut 
l’exprimer. 

L’origine  du  mouvement  du  cercle  étant  arbitraire , 
je  la  prends  au  point  A ,Jlg.  29,  où  le  point  décri-  ne.  79. 
vant  M , se  trouvait  sur  la  droite  AB  parcourue  par 
le  cercle  générateur  QMG.  Puisque  ce  cercle , en  rou- 
lant, applique  successivement  tous  les  points  de  sa 
circonférence  sur  la  droite  AB,  il  est  évident  que 
lorsqu’il  est  parvenu  dans  une  situation  quelconque 
QMG,  la  distance  AQ  est  égale  à l’arc  MQ , com- 
pris entre  le  point  M qui  touchait  la  droite  AB  en  A t 
et  le  point  Q qui  la  touche  dans  la  position  actuelle. 


Si  on  élève  sur  AB,  par  le  point  Q,  la  perpendiculaire 
QO , qui  passera  parle  centre  du  cercle  générateur, 
et  qu’on  mène  MN  parallèle  à AB  : MN  sera  le  sinus 
de  l’arc  MQ , et  NQ  en  sera  le  sinus  verse  ( Trig.  5 ). 
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Soit 

QO—a,  AP  — x , PM—  QNr=y, 
et  on  aura 


MN —V  zay  — y > x=AQ—PQ=  arc  MQr—MN, 

eu  jf=arc  (donty’est  le  sin.  verse) — \ / 3 ay  — y * : 
c’est  là  l’équation  primitive  de  lacycloïde.  (*) 

L’arc  M Q peut  aussi  s’indiquer  par  son  sinus  MN , 
ou\/ 2ay — -y';  et  on  le  fait  disparaître  par  la  différen- 
tiation, en  se  servant  de  la  formule  du  n®  yS,  dans  la- 
quelle a représente  aussi  le  rayon  et  où  le  smus  est  dési- 
gné par  x.  En  substituant  l/ 2 ay  — y *,  au  lieu  de  x dan* 
cette  formule , on  en  tirera 

d.arç  il IQ  — ; 

V 2qy— y 

et  on  aura  ensuite 


v —y 


telle  est  l’équation  différentielle  de  la  cycioïde. 


(*)  Si  on  voulait  calculer  la  longueur  de  Tare  MQ , d’après  soi* 
tînus,  par, le  moyen  des  tables  trigonométriques , afin  de  construire 
la  courbe , il  faudrait  d’abord  rapporter  au  rayon  i Je  sinus  MN , re- 


latif an  rayon  a , et  l’on  aurait : — , ou  - \/ îay — y* . Désignant 


par  t la  longueur  de  l’arc  relatif  à ce  dernier  sinus,  celle  de 
l’arc  MQ  aura  nécessairement,  avec  le  quadrant  du  cercle  dont 
il  fait  partie,  le  même  rapport  que  l’arc  t , arec  le  quadrant  des 
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Rien  n’est  plus  facile  maintenant  que  d’obtenir  les 
expressions  de  la  soutangente  et  de  la  tangente , de 
la  sounormale  et  de  la  normale,  dans  la  cycloïde.  Oa 
trouve,  parles  formules  générales  du  numéro  65, 


PT— 


PR : 


y' 

\/iay—y'  ’ 
\Zaay—y\ 


MT— 


jV  aoy 
\/  a ay  — y* 


MR  — v/  2 ay. 


On  peut  construire  ces  valeurs  d’une  manière  très- 
simple  ; car  il  est  aisé  de  remarquer  que  MP  ou  y étant 
considéré  comme  l'abscisse  QN  dans  le  cercle  généra-  - 
teur  QMG , la  valeur  donnée  ci-dessus  pour  PR  est 
précisément  celle  de  l’ordonnée  MN  de  ce  cercle , et 
que , parconséquent,  la  normale  se  conforme  avec  la 
corde  de  l’arc  M Q , comme  on  peut  le  voir  aussi  par 
l’expression  de  MR  : il  suit  de  là  que  la  tangente  MT 
est  le  .prolongement  de  la  corde  MG.  Si  on  imagine 
que  le  cercle  QMG  glisse  sur  le  point  Q pour  atteindre 
une  position  quelconque  qmg , les  lignes  mq  et  mg 
resteront,  malgré  ce  changement,  parallèles  aux  lignes 
MQ  et  MG  ; il  suffira  donc,  po^ir  construire  la  tan- 


tablcs;  il  en  résultera 


arc  MQ  — al, 
x — at  — Ÿ aey  — , 


et  t sc  ave , dont  le  'sinus  zz  1 Viay  — y* . 

{/expression  de  x , en  y mettant  pour  t sa  valeur , s'écrit  ainsi  : 

x = arc  (^sin  ='-[/  V '*>/—  r’  i 

et  en  differentiant  d'après  ïa  règle  du  u°  3a  , ou  retombe  *ur  le  r#- 
iulut  que  j’ai  donné  ci-de#f  «s.  - * . 


I 
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gente  et  la  normale  dans  un  point  donné  M , de  rap- 
porter ce  point  sur  le  cercle  fixe  qmg,  ce  qui  se  fera 
en  tirant  la  droite  Mm  parallèle  à AB  , et  de  mener 
ensuite  MT  parallèlement  à mg  et  MQ  parallèle- 
ment à mq. 

io3.  Je  passe  à la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
En  différentiant  l’équation 


dx  = ■ 


l/  aay  — y* 

\ 

j’obtiens,  puisque  dx  est  constant, 

^y+àyW^=r-y^^0>-. 


réduisant  et  divisant  par  y,  il  vient 

o ==  (a  ay  — y%)  d3_y  -f-  aày* , 


d’où  je  tire 


ày= 


«dya 

™y—y*  ' 


substituant  cette  valeur  et  celle  de  dy  dans  l’expression 
du  rayon  de  courbure  (9 4) , je  trouve , après  les  ré- 
ductions nécessaires. 


y—  2’ (ay)*  =2  \/  say- 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  ray^p  de  courbure  MM' 
est  double  de  la  normale  MQ  , et  qu’il  ne  peut  parcon- 
aéquent  devenir  plus  grand  que  le  double  du  diamètre 
du  cercle  générateur,  diamètre  qui  est  à-la- fois  1 ordon- 
née et  la  normale  de  la  cycloide  au  point  /,  où  le  con- 
tact Q a parcouru  la  moitié  de  le  circonférence. 


\ 
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Les  expressions  de  a; — a et  de  y — ^ donnent  ensuite 
y — |S  = 2 y , x — «t  = — ■ 2 \/  a a y — y*  ; 

on  conclut  de  là 

y — — S,  x—t t — 9,\/ — 2û|8 — 0. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  primitive  de 
la  cycloïde,  et  réduisant  on  obtient 

«t  = arc  (dont — |S  est  le  sin.  verse  ) -f-  \/ — za$ — 0 , 
résultat  qui  a beaucoup  d’analogie  avec  cette  équa- 
tion. Le  radical  \/  — aaj3  — 0 devient  semblable  à 
l/a ay — y 2 lorsqu’on  fait  (3— — - aa + 0 , ce  qui  re- 
vient à prendre  aulieu  de  l’ordonnée  EM' , toujour* 
négative,  l’ordonnée  PM'  rapportée  à un  axe  A'  b' 
placé  au-dessous  de  AB  à.  une  distance  A'I  — za. 
Par  cette  transformation  il  vient 

«t=arc(dont  za — 0 est  le  sin.  verse ) -f- \/ za0 — 0%: 

puis  si  on  observe  que  deux  arcs  dont  les  sinus  verses 
réunis  composent  le  diamètre,  sont  supplément  l’un 
de  l’autre  et  qu’on  désigne  la  demi  - circonférence  par 
t,  on  pourra  écrire 

ct=T — arc(  dontjS'  est  le  sinus  verse)  -f- 1/ za0 — 0%. 

Prenant  enfin  A = sr — et!,  c’est-à-dire,  substituant  à 
l’abscisse  AE , l’abscisse  A'P=AI — AE , il  viendra 

a!—  arc  ( dont  0 est  le  sin.  verse  ) ■ — l/ za0 — 0* , 

équation  d’nne  cycloïde  dont  l’origine  est  au  point  A', 
et  décrite  sur  l’axe  A! B' , par  le  même  cercle  généra- 
teur que' la  proposée  , mais  dans  le  sens  A! B'  contraire 
à AB. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement 
de  la  détermination  du  rayon  de  courbure.  En  pro- 
iongeant  la  droite  G Ç)  jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  A! B' 
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en  Q',  et  menant  Q'M' , on  formera  les  triangles  GMQ 
et  QM'Q’  égaux  entr’eux  : l’angle  QM'Q'  sera  donc 
droit;  et  si  on  décrit  sur  QQ',  comme  diamètre,  un 
cercle,  il  passera  par  le  point  M'  et  sera  égal  au 
cercle  générateur.  Cela  posé,  puisque  l’arc  M'Q"  est 
le  supplément  de  M' Q , qui  lui-même  est  égal  à MQ, 
on  aura 

arc  M' Q'  = QMG  — arc  MQ 

= AI — A Q=  QJ=A'  Q' , 

ce  qui  montre  bien  clairement  que  la  développée  A M'A , 
est  une  cycloïde  décrite  par  le  cercle  QM'Q',  roulant 
•ur  A'  B de  A'  vers  B' . 

On  remarquera  sans  doute  que , d’après  ce  qui  pré- 
cède , la  cycloïde  est  rectifiable , puisqu’elle  est  elle- 
même  sa  développée , et  que  l’expression  de  son  rayon 
de  courbure  est  algébrique  ; et  on  en  déduira  ce  résultat 
curieux,  que  la  longueur  de  l’arc  AA,  ou  de  son  égal 
AK , qui  compose  la  moitié  de  la  branche  décrite  par 
une  révolution  entière  du  cercle  générateur,  est  préci- 
sément la  même  que  celle  de  A K , ou  du  double  du  dia- 
mètre de  ce  cercle. 

La  cycloïde  n’est  pas  terminée  au  point  L où  le  cercle 
a parcouru  sur  la  droite  AL , sa  circonférence  entière  , 
car  rien  ne  limite  la  durée  de  ce  mouvement.  Il  faut 
bien  remarquer , dan6  la  description  des  courbes , que  le» 
diverses  parties  résultantes  d’une  même  construction  ou 
d’un  même  mouvement,  appartiennent  toutes  à la  même 
courbe.  Ainsi  le  cercle  QMG , en  continuant  de  rouler 
sur  la  droite  AB , au-delà  du  point/,,  décrit  une  suite  de 
portions  semblables  à AKL  ; et  il  faut  en  concevoir  au- 
tant sur  la  gauche  du  point  A , puisque  le  cercle  a pu 
n’arriver  à ce  point  «^li’à  la  suite  d’un  mouvement  com- 
mencé depuis  un  temps  infini.  L'équation  de  la  courbe 
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conduit  à ces  remarques,  car  rien  n’empêche  d’y  sup- 
poser l’arc  QM , augmenté  ou  diminué  d'autant  de 
circonférences  que  l’on  voudra.  On  voit  d’ailleurs  quey 
ne  pourra  jamais ‘surpasser  2 a.  Il  suit  de  là  que  la  cy- 
cloïde,  conçue  dans  toute  l’étendue  qu’elle  doit  avoir, 
peut  être  coupée  par  une  même  ligne  droite , dan» 
une  infinité  de  points. 


d*y  f 

Le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  étant 


égal  à — - , est  toujours  négatif , puisque  y est  toujour» 
positif;  mais  il  devient  infini  ainsi  que  ^ quand  y =0, 


ce  qui  arrive  lorsque  l’arc  MQ  est  nul  ou  égal  à un 
multiple  quelconque  de  la  circonférence  : dans  les 
mêmes  cas  les  points  A,  L,  etc.  où  se  touchent  les  diffé- 
rentes branches  de  la  cycloïde  sont  donc  des  points 
de  rebroussement  de  la  première  espèce , dans  lesquels  la 
tangente  est  perpendiculaire  à l’axe  des  abscisses  (83). 

104.  Les  spirales  composent  encore  un  ordre  de 
courbes  transcendantes , remarquables  par  leur  forme 
et  leurs  propriétés.  Voici  comment  s’engehdre  celle 
qu’imagina  Conon  de  Syracuse  , et  dont  Archimède 
découvrit  les  principales  propriétés. 

Pendant  que  le  rayon  AO  ,Jig.  3o,  se  meut  autour  rrc-  3ot  / 
du  centre  A du  cercle  OGQ  , un  point  mobile,  parti 
de  ce  centre,  parcourt  uniformément  la  ligne  AO , et 
avec  une  vitesse  telle  qu’il  arrive  au  point  O , en  même 
temps  que  cette  droite  a achevé  sa  révolution.  Il  suit 
de  là  que  pour  un  point  quelconque  M de  la  spirale 
AMOM'X , le  rapport  de  AM  à AN , est  le  même 
que  celui  de  l’arc  ON  à la  circonférence  O GO  ; mai» 
comme  rien  ne  s’oppose  à ce  que  le  point  décrivant 
continue  son  mouvement  au-dejà  du  point  O , sur  le 
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rayon  prolongé , et  qtie  ce  rayon  peut  lui-même  faire 
un  nombre  indéfini  de  révolutions  la  courbe  AMO  se 
prolongera  en  tournant  toujours  autour  du  point  A , 
de  manière  que  le  rapport  entre  la  distance  de  chacun 
de  «es  points  au  point  A et  le  rayon  du  cercle,  soit 
égal  à celui  qui  se  trouve  entre  l’arc  parcouru  par  le 
point  O , depuis  le  commencement  du-  mouvement  et 
la  .circonférence  entière.  En  M' , par  exemple,  où  le 
rayon  AN  a fait  une  révolution  plus  l’arc  ON , on 
aura 

AM'  OGO  + ON 
AN  ~ OGO  ‘ 

Si  donc  on  fait 

ON  — t,  AM— u, 

et  que , prenant  pour  unité  le  rayon  AN,  on  repré- 
sente par  av  la  circonférence  OG O , on  aura  u = — . 

3T 

Les  variables  de  cette  équation  sont  ce  que  les  géo- 
mètres appellent  des  coordonnées  polaires.  Le  centre  A 
du  cercle  OGO , se  nomme  le  pôle  ; laligne  AM , assu- 
jétie  à passer  toujours  par  ce  point,  est  le  rayon  vec- 
teur , et  tient  lieu  de  l’ordonnée  de  la  courbe , tandis 
que  l’arc  ON  remplace  l’abscisse. 

La  spirale  que  je  viens  de  considérer,  et  qui  porte 
le  nom  de  spirale  d' Archimède  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier des  courbes  que  représente  l’équdtion  «=atn, 
en  donnant  à n toutes  les  valeurs  possibles.  Lorsqu’on 
fait  n — — 1 , on  a u — atr~'  ou  ut  —a,  équation  qui 
appartient  à la  spirale  hyperbolique. 

Si  au  lieu  de  la  distance  AM , on  prenait  pour  u la 
partie  MA’ du  rayon  vecteur,  comprise  entre  le  point 
M et  la  circonférence  du  cercle  OGO,  l’équation 

u» 
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U*~at  serait  celle  de  la  spirale  parabolique  , ou  de  la 
courbe  qu’on  formerait  en  roulant  l’axe  d’une  parabole 
autour  du  cercle  OG;  les  ordonnées  se  trouveraient 
alors  perpendiculaires  à la  circonférence  de  ce  cercle, 
et  tomberaient  sur  ses  rayons. 

Tant  que  n est  un  nombre  positif,  les  spirales  données 
pari  équation  u ~ atn , prennent  leurorigine  au  point  A\ 
mais  quand  n est  négatif,  u,  d'abord  infini , lorsque 
t — o,  diminue  à mesure  que  cet  arc  augmente , et  à 
chaque  nouvelle  révolution  le  point  décrivant  s’appro- 
che du  point  A sans  pouvoir  jamais  y atteindre. 

io5.  Lorsqu’on  rapporte  les  courbes  à des  coordon- 
nées polaires,  la  différentielle  première  du  rayon  vecteur 
AM Jig.  3i , est  la  partie  QM'  retranchée  du  rayon  vec-  fic.  3t. 
teur  suivant,  par  l’arc  de  cercle  MQ  décrit  du  point  A 
comme  centre , avec  le  rayon  MA.  On  regarde  ce  petit 
arc  comme  une  ligne  droite  (74),  et  le  triangle  MQM' 

comme  rectiligne , ce  qui  donne  MM'~V  oTf+  QM' 
Lorsqu'on  mesure  l’angle  MAM’ par  un  arc  de  cercleW 
décrit  d'un  rayon  AN  égal  à l’unité,  on  a QM^udt, 
et  QM'  étant  du,  il  vient  MM'  ~ i/dn*  + u'dt*. 

ioG.  Sion  mène  AT  parallèle  à la  corde  du  petit 
arc  QM,  et  qu’on  prolonge  jusqu’à  la  rencontre  de 
cette  droite  le  côté  MM'  du  polygone  inscrità  la  courbe 
on*ura  par  la  similitude  des  triangles  M' QM  et  M' AT 

QM  _ AM' 

QM  AT  * 


Lorsqu’on  passe  aux  limites,  la  corde  QM  peut  Être 
pr.se  pour  l’arc  , l’angle  QMA  doit  être  regardé  comme 
droit,  la  ligne  MT  comme  tangente  à la  courbe  AT 
comme  perpendicuïaire  à AM  qui  se  confond 'alors 
avec  AM  , et  I on  a 

Cak.  chjf.  K 
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du  u 

Zdt~2T‘ 


d’où  l’on  conclura 


AT— 


u”dt 

du 


107.  La  différentielle  seconde  dJu,  étant  prise  pour  la 
différence  entre  deux  différentielles  premières  consé- 
cutives (62)  , sera  représentée  par  M" Q' — M'Q  ; et 
il  faut  observer  que  lorsqu’on  suppose  l’arc  N N' 
constant , ou  qu’on  fait  toujours  varier  l’angle  t de  la 
même  quantité  , les  arcs  QM,  Q'M' , ne  sont  pas  pour 
%.  cela  égaux  entr’eux,  car  ils  sont  tous  de  rayons  différend. 

On  pourrait  déduire  de  là  les  expressions  des  tan- 
gentes , des  normales , etc.  ; mais  j ’ai  préféré  d’appliquer 
aux  courbes  qui  sont  rapportées  à des  coordonnées  po- 
laires , les  expressions  des  soutangentes  , des  tangentes, 
etc.  trouvées  relativement  à des  coordonnées  rec- 
tangles , parceque  cette  marche  fournit  l’occasion  de 
transformer  les  coordonnées  du  premier  système  dans 
celles  du  second  , et  de  montrer  comment  on  peut 
passer  de  l’un  à l’autre.  Cela  sera  d’autant  plus  utile, 
qu’on  rapporte  quelquefois  les  courbes  algébriques  à 
des  coordonnées  polaires;  on  le  fait  surtout  à l’égard 
des  courbes  du  second  degré , en  prenant  leur  er 
pour  pôle. 

nc-3o.  ic8.  Je  placerai  au  point  A ,Jig.  3o,  pour  plus  de 
simplicité , l’origine  des  coordonnées  rectangles 


AP  — x , PM— y ; 

et  pour  fixer  la  position  de  l’axe  AB  des  abscisses , je 
désignerai  par  m l’arc  QO  compris  entre  cet  axe  et 
le  point  O , origine  de  l’arc  {.  En  menant  PM  per- 
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pendiculaire  sur  AB,  et  en  observant  que  l’angle  MAP 
*st  mesuré  par  l’arc  NQ  égal  à t — m,  on  trouvera 

AM  — AP*+  Pli , 

AP  — AMcosNQ, 
PM=AMsmAQt 

ou  u — 

x ==  i*  cos  ( t — m), 
y = u sin  (t  — m). 

Au  moyen  des  deux  dernières  valeurs , on  changera 
toute  équation  algébrique  entre  x et_y,  dans  une  autre 
qui  ne  contiendra  plus  que  le  sinus,  le  cosinus  de  l’arc  t 
et  le  rayon  vecteur  u.  Ces  valeurs  donnent  aussi 


cos  (£  — m ) :=  - t 


sin  (£  — m)  — ï. , 


d’où  on  tirera  des  valeurs  de  cos  t et  de  sin  t en  x y B 
sin  m et  cos  m , qui  , substituées  dans  une  équation 
quelconque  entre  u,  sin  t et  cos  t,  conduiront  à un 
résultat  ne  renfermant  plus  que  x et y,  puisqu’on  pourra 
remplacer  u par  \/ y*. 

Si,  pour  abréger,  on  suppose  que  la  ligne  AB  se 
confonde  avec  la  ligne  AO  , on  aura  seulement 


COS  f = - 

u ’ 


sin  t =£. 
u 


Lorsque  l’équation  en  « et  t,  qu’on  se  propose  de 
transformer  contient  l’arc  t lui-même  , il  nVst  plu, 
possible  d obtenir  une  relation  algébrique  entre  x et  v 
puisqu  on  n en  a point  de  semblable  entre  l’arc  t son 
sinus  et  son  cosinus  ; mais  on  parvient  ainsi  qu’on  va 

K a. 
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le  voir,  à une  équation  différentielle,  qui  ne  contient 

plus  que  x , y , in  et  dy. 

On  tire  des  valeurs  trouvées  ci-dessus,  pour  u,  x et  y. 


dtt  = dYa,+/< 

àx  = d u cos  ( t — ni)  — udf  sin  ( t m ) , 
dy  = du sin  (t  — m)  + udtcos(f  — m)  ; 

si  on  élimine  du  des  deux  dernières  équations. 


viendra 

df  = 


dy  cos  (t  — ni)  — dx  sin  Çt  — ni) 
u 


il 


nlettant  pour  cos 
leurs,  on  aura 


(t — m),  sin(t — ni)  et  u,  leurs  va- 
xdy — ydr 


dt  = ■ 


x*+f 


On  pourra  donc  chasser  de  l’équation  en  u et  f et 
de  sa  différentielle,  les  quantités  u,  cos  t,  sin  t,  du  et  dt  ; 
•les  deux  résultats  qu’on  obtiendra  ne  contenant  plu» 
que  t , on  le  fera  disparaître  par  l’élimination. 

Soit  pour  exemple  l’équation  u-af,  qui  donne 

, T___  I 

u = ant , -un  du  = a*àt  ; 

3 n 


U,  expressions  de  u,  de  <U  et  de  dt  tant  indépen- 
dante, de  l’angle  m,  il  tiendra,  en  le,  tuant  et 

en  réduisant  au  même  dénominateur, 


T 

i y*)*"  c x^x  +ydy  ) = a"  (rc?y  • 

Aveo  cette  équation  on  déterminerait  les  soutan- 
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pentes,  les  tangentes , etc.  des  spirales,  en  faisant  usage 
des  formules  du  n°  65  ; mais  il  sera  plus  simple  et  en 
même  temps  plus  général  de  transformer  ces  formules 
relativement  aux  variables  u et  t,  et  c’est  ce  que  je 
vais  faire. 


icq.  L’expression  de  la  soutangente  devient,  en  met- 
tant pour  y et  ~ leurs  valeurs, 

. ducos(£ — ni) — udt  sin  (t — m) 

P u sin  (t  m)  ^ sjn  q — . m)  udlcos  (£ — m)' 

On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat , en  observant 
que  la  situation  de  la  ligne  des  abscisses , sur  laquelle 
tombe  la  distance  PT,  est  arbitraire , et  qu’on  peut  par- 
conséquent  prendre  toujours  m tel  que  1 arc  ÇA  , 
soit  is,  auquel  cas  l’ordonnée  PM  se  confond  avec  le 
rayon  vecteur  AM , cos  (£  — ni)  = o , sin  (£ — ni)  = i , 
, rAdf 

et  PT  se  change  en  Al  = 


On  construira  la  tangente  en  menant  par  le  point  A 
une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  AM , et  en  por- 
tant sur  cette  droite  la  valeur  de  AT' , donnée  par 
la  formule  ci-dessus. 

Si  on  applique  cette  formule  à l’équation  u~atn, 
on  trouvera 


AT' 


u * 


a 

J'1*4"1 . 

n 


Dans  la  spirale  de  Conon,  on  a n = 1 et  a=  — il  cri 
ta  * • 

résulte  AT' — — — . On  voit  par  cette  expression  que 

Q'T 
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lorsque  t — air,  ou  qu’ après  une  révolution  du  rayon 
décrivant,  la  soutangente  est  égale  à la  circonférence 
rectifiée  ; on  trouvera  une  soutangente  quadruple  au 
bout  de  deux  révolutions,  et  ainsi  de  suite,  comme  l’a 
remarqué  Archimède. 

Lorsque  n=  — 1 , ce  qui  est  le  cas  de  la  spirale  hy- 
perbolique , on  a AT' — a,  c'est-à-dire,  que  la  sou- 
tangente de  cette  courbe  est  constante. 


Je  ne  m’arrête  point  à la  recherche  de  la  sounormale 
et  de  la  normale , parcequ’on  les  obtient  facilement 
lorsque  la  soutangente  est  connue. 


J’observerai  seulement  que  — -j—  » exprime  la 


tangente  de  l’angle  que  fait  avec  le  rayon  vecteur 
AM  la  droite  T'M , qui  touche  la  courbe  au  point  My 
et  qu’on  a 


T'M=\/r  A T'  = u 


lio.  Si  dans  la  différentielle  de  l’arc  A M,  qui  est 
dz  = y/ dur*  -}-  dy*  (75) , 

on  substitue  pour  d.r  et  dy  leûrs  valeurs  en  coordon- 
nées polaires,  on  aura 

dz.  = [/ d u1  -f-  u!  dt*, 

ainsi  qu'on  le  conclurait  immédiatement  en  regardant 
• 3i  le  triangle  curviligne  MM'Q ,Jig.  3i  , comme  rectiligne 
et  rectangle  , forme  dont  il  diffère  d’autant  moins  que 
les  points  M et  M'  sont  plus  rapprochés. 

tu.  La  différentielle  de  l’aire  ADM , prise  rela-> 
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tivement  aux  coordonnées  polaires , n’est  pas  un  tra- 
pèze , comme  dans  le  cas  des  ordonnées  parallèles , mais 
un  secteur  AMM'.  En  passant  aux  limites,  le  rapport 
de  ce  secteur  avec  la  différentielle ï\7\v  sera  le  même  que 
la  limite  des  rapports  que  les  secteurs  AMQ,  AM' R, 
entre  lesquels  il  se  trouve  compris  et  qui  tendent  vers 
l’égalité,  ont  avec  la  même  différentielle  iYiV.  On  con- 
clura de  là  que  l’aire  ADM étant  représentée  par  s,  on 
doit  avoir 

âs  AM  X MO  zi*  , u*ât 

— nu  H c " 


On  rencontre  souvent  l’expression  du  secteur  ds , en 
coordonnées  rectangles , et  il  est  parconséquent  utile 
de  la  remarquer.  Elle  se  déduit  de  la  précédente , en 
mettant  pour  dt  et  pour  ua  leurs  valeurs  trouvées  dans 
le  n°  108;  il  vient  alors 

à s = fe 

2 


11a.  Je  passe  à la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
Ici  on  doit  observer  que  la  formule 


(dx*-f-dy*)'‘ 

dxd2y/ 


(.94)  , 


suppose  que  l’accroissement  dx  demeure  constant  dans 
toutes  les  différentiations  que  subit  la  fonction  y , et 
que  comme  les  coordonnées  polaires  f et  u sont  des 
fonctions  de  x et  de  y , elles  sont  implicitement  des 
fonctions  de  x,  et  varient  parconséquent  ainsi  que 
leurs  différentielles,  lorsque  cette  dernière  quantité 
reçoit  des  changemens.  Il  faudra  donc  differentigr  les 
deux  équations 

K 4 
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dx  = du  cos  (I  — 771  ) — udt  sin  ( t — m ) , 
dy  = du  sin  (I  — 771  ) -f-  udf  cos  (I  — m ) , 

en  y faisant  varier  à-la-fois  dy , du,  df  ; et  elles  don- 
neront 

o=d“ucos(t — m) — ad  udt  sin(I — m)— udaf  sin(t — 771) 

— udtaeos(t — 771) 

d’y=d*u  sin(t — 7ii)-f  2d«dtcos(t — 77i)-f-udst cos(£ — 771) 

— udfa  sin(/ — m). 

rie.  3o.  La  position  de  la  ligne  AB ,Jig.  3o,  étant  arbitraire, 
on  peut , pour  simplifier  ces  expressions  , supposer 
qu’elle  soit  perpendiculaire  sur  AM  (loq),  et  faire  en 
conséquence  t — 771=  il-,  il  en  résultera 

sin  ( f — m)  = 1 , cos  ( t — m)=  o, 

dx  = — udt,  dy'  = du, 

o = — adudt — ud%  d y — dau — udt1 , 

(dx^  + dy*)»  (dua  + uadta)> 

dxda_y  udt(dau — udia) 

Lorsqu’on  appliquera  la  dernière  formule  , il  sera 
nécessaire  de  faire  varier  en  même  temps  les  deux 
différentielles  du  et  dt  des  coordonnées  polaires  uet  t, 
en  assujétisant  la  différentielle  dat  à l’équation 

o = — 2dudt  — udat  , 

qui  établit  une  relation  entre  d*£  et  dudt,  c’est-à-dire  , 
qu’il  faudra,  dans  l’expression  de  dau.,  substituer , au 
lieu  de  dat  sa  valeur  , tirée  de  l’équation  ci-dessus. 

n 3.  Au  lieu  de  calculer  les  expressions  des  coor- 
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données  a.  et  /S  de  la  développée  ( ) > on  a cou- 

tume , lorsqu’on  fait  usage  des  coordonnées  polaires  , 
de  déterminer  la  position  du  centre  du  cercle  oscu- 
lateur  par  celle  de  la  normale  et  par  la  distance  ME, 
comprise  entre  le  point  M et  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire EF , abaissée  du  centre  F du  cercle  osculateur 
sur  la  droite  AM , ce  qui  donne  quelquefois  de  l’élé- 
gance à la  construction  du  rayon  de  courbure. 

La  ligne  AM  étant  prise  pour  l’axe  des  ordonnées^ , 
la  partie  AE  représente  l’ordonnée  Æ de  la  développée  ; 
et  parconséquent 

ME  = AM — AE =y — £ = — fe!>  + d/‘  . 

J { ‘V 


donc 


ME 


( du1-|-irldt!1) 
d"u  — udiÀ 


11 4-  Pour  faire  une  application  des  formules  pré- 
cédentes , je  prends  la  spirale  logarithmique  dont  l’équa- 
tion est  t=zlu.  En  diflerentiant,  il  vient  (27) 


, „,du  udt 
d t — M — ou  -j — : 
u du 


■M , 


ce  qui  montre  ( îoq  ) que  dans  tous  les  points  de  cette 
courbe,  la  tangente  fait  le  même  angle  avec  le  rayon 
vecteur. 

Une  seconde  différentiation  effectuée  sur  l’équation 
udt  — Mdu  = o , 

et  dans  laquelle  d£  et  du  varieront  en  même  temps , 
donnera 

ud“t  -f-  dud£  — i)/d*u  = o ; 

mettant  pour  udJt  sa  valeur  — üdudf  (na),  il  viendra 
— dudt  — MA*u  — o , 
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et  si  l’on  substitue  dans  les  expressions  de  MF  et  de 
ME  cette  valeur  de  d‘u,  puis  celle  de  dt  en  du,  on 
aura 


MF  — 


u j/ 1 -f-  M 1 
M 


ME  = u — AM. 


ric.3î.  Il  suit  de  là  que  la  droite  AF ,Jlg-  52,  menée  perpen- 
diculairement au  rayon  vecteur  AM , rencontrera  la 
noimale  MF  au  centre  du  cercle  osculateur  , ou  sur 
le  joint  correspondant  de  la  développée  FZ. 

Tette  développée  sera  une  spirale  semblable  à la 
proposée  ; car  ) angle  AFM  étant  égal  à 'V MA  , sera 
le  meme  pour  tous  les  points  de  la  courbe  FZ , comme 
pour  ceux  de  la  courbe  AX. 


Du  changement  de  la  'variable  indépen- 
dante , ou  comment  on  change  la  dif- 
férentielle quon  a prise  pour  constante , 
en  une  autre  qui  ne  le  soit  plus. 

il 5.  Dans  la  recherche  du  rayon  de  courbure, 
pour,  les  coordonnées  polaires  , j’ai  regardé  les  va- 
riables u et  t comme  étant  implicitement  des  fonc- 
tions de  x , et  j’ai  fait  en  conséquence  varier  en 
même  temps  les  deux  différentielles  du  et  dt;  cepen- 
dant , puisqu’on  peut  considérer  l'équation  de  la  courbe 
proposée  entre  les  coordonnées  polaires  u et  t , indé- 
pendamment des  coordonnées  rectangles  x et  y,  on  peut 
aussi  regarder  u comme  fonction  de  t,  et  prendre  d t 
pour  un  accroissement  constant  de  cettedernière  variable 
qui  est  alors  indépendante  de  toute  autre.  Sous  ce  point 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  DIFFERENTIEL.  1 55 
de  vue  , il  faut  faire  da£  = o , mais  on  doit  préalable- 
ment changer  les  formules  des  n0’  us  et  n3,  dans 
lesquelles  on  a toujours  supposé  que  x était  la  variable 
indépendante  et  que  dr  était  constant. 

J’observe  d’abord  qu’en  prenant  t et  u pour  fonctions 
de  la  variable  x , on  a 

J 

d t — pàx  , du  = qdx  , 

et  parconséquent 

•du q 

df  p' 


Différentiant  dans  la  même  hypothèse , où  l’on  regarde 
dt  et  du  comme  des  fonctions  implicites  de  x et  de  dx, 
chaque  membre  de  cette  équation  , il  vient 


dt  dau  dudat 

, /du\ pdq  — qAp dx  dx  dx  dx 

- \dt/  p2  ~~  ^dty 

ce  qui  revient  à 


, /du\  dtd“u  — duda£ 

dU;= — 3? — « 


ainsi  qu’il  résulterait  de  la  différentiation  immédiate  de 
la  fraction  ^(12).  Dans  cette  hypothèse,  le  coefficient 

différentiel  de  la  fonction  ^ , ou  la  limite  du  rap- 


ded.^à-dt, 


lorsqu’on  prend  £ pour  variable  indépendante,  mai» 

par 
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i j /du\ dfdau  — dwd*{ 

dtd\di)~  dF  ' 


Si  donc  on  fait 

du  _ 
dF  ~ 


dm 

d£ 


■—  n 


en  regardant  m et  n comme  des  fonctions  implicites 
de  t,  on  aura 

d/dau  — dud5£ 


dF 


et  par  l’équation  o = adz/dt1  -f-  ud2É  du  n°  112,  il  vient 


dat=— 


sdudf 


et  n— 


udau  -}-  2dua 

FdF  * 


Maintenant  il  suit  de  la  nature  même  du  Calcul  diffé- 
rentiel que  toutes  les  expressions  que  fournit  ce  Calcul 
doivent  être  indépendantes  des  valeurs  des  accroisse— 
mens  , et  doivent  parconséquent  se  transformer  en 
d’autres  qui  ne  contiennent  plus  que  les  fonctions  déter- 
minées m , n , etc.  En  effet,  on  a par  ce  qui  précède 


du 


, nuàf1 — 2dua  (nu — 2ma)d£a 

mât , dau  — » 


substituant  dans  les  expressions  de  MF  et  de  ME , on 
obtiendra 


MF — 


(ma-f-ua)â 


’ uni*  — nu  + ua 

me= 


2W4 nu -{-U* 

formules  délivrées  des  accroissemens  , et  ne  contenant 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  167 
plus  que  les  fonctions  m et  n qui  sont  les  limites  de 
leurs  rapports;  mais  quand  on  prend  t pour  variable 
indépendante,  les  fonctions  m et  n sont  représentées 
du  dau  ., 

par  et  ; et  1 on  a en  conséquence 


MF  = 


2du“dt  — udtcPu.  + u*dt* 


ME 


u(du“  i-u^dt1) 
aduJ  — ud'u  -J-  iiA dl“  * 


formules  qui  supposent  u immédiatement  fonction  de 
t.  Ainsi  pour  les  appliquer,  il  faudra,  en  différentiant 
l’équation  proposée  en  u et  t,  faire  df  constant. 


nG.  fl  est  souvent  utile  de  faire  l’inverse  de  ce  qui 
précède , c’est-à-dire , de  transformer  une  expression 
différentielle  prise  en  regardant^  comme  une  fonction 
de  x , en  une  autre  où  x et  y soient  toutes  deux  envi- 
sagées comme  des  fonctions  d’une  troisième  variable 
quelconque  z , que  l’on  supposera  indépendante. 


Le  coefficient  p : 


.dy 

dr 


revient  alors  à 


P 


Al 

dz 

— dx  ’ 
dz 


on  doit  donc  regarder  aussi  dy  et  dx  comme  des  fonc- 
tions de  z , et  les  différentier  en  conséquence  , ce  qui 
donnera 
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faisant  ensuite  d p — qdx , on  trouvera 

1 a MA  _ dxd^  — dyd*r 
^ dx  \dx/  dxf 

En  poursuivant  de  la  même  manière , on  aura 

*=<à<aS)=d(— ' * 

dx’d  y — 3dxdaxday  -J-  3d  yd“xa — dxdj'd3x 
dx4  * 

posant  d q = rdx , on  obtiendra 

d,r2d  y — 3dxd“xday  -)-  3dydaxa  — dxdyd3x 
r—  . 

C’est  ainsi  que  les  quantités  p,  q,  r,  etc.  qui  son" 
des  fonctions  implicites  de  x,  s’expriment  au  moyen 
de  dx,  dy,  dax,  etc.  regardées  comme  des  fonctions 
de  z;  et  en  substituantcesvaleursdansquelqueformule 
que  ce  soit,  ramenée  à ne  contenir  que  des  coefliciens 
différentiels , on  la  transformera  sous  le  point  de  vue 
général  proposé. 

L’expression  du  rayon  de  courbure , par  exemple, 

. _ (dx*+dy»)* 

' dxd“_y  ’ 

étant  mise  d’abord  sous  la  forme 


dx“ 

deviendra 

* 
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(dx2  -f-  dy*)» 

^ dxd'Jy — dyd2x’ 

117.  Les  expressions  de  q , r,  etc.  sont  indéterminées  ; 
tant  qu’on  n’assigne  aucune  relation  entre  les  variablesx, 
y et  a ; mais  l’effet  de  cette  relation  établit  une  dépen- 
dance entre  d2x  et  d2y  , puisque  z pouvant  aussi  être 
envisagé  comme  une  fonction  de  x et  dey , dz  en  est 
pareillement  une  de  ces  variables  et  de  leurs  différen- 
tielles , et  la  supposition  de  dz  constant  emporte  l’équa- 
tion d*z  = o. 

Il  n’est  pas  même  nécessaire  , pour  obtenir  cette  der- 
nière , de  connaître  la  relation  primitive  entre  x , y et 
la  variable  z qu’on  veut  regarder  comme  indépendante  ; 
il  suffit  d’avoir  l’expression  de  dz. 

Si  l’on  prenait , par  exemple  , pour  cette  variable 
l’arc  de  la  courbe  proposée , on  aurait  alors  (jo) 

dz  = \/  dx2  -f-  dy*  ; 

et  en  différentiant  dx  et  dy  comme  des  fonctions  de  z, 
il  viendrait 

dxd2x  -f-  dyd2_y  = o ; 

chassant  à l’aide  de  cette  équation  et  de  ses  différen- 
tielles , les  différentielles  d2x , d3x , etc.  des  expres- 
sions de  q,  r , etc.  on  aurait  les  formes  que  prennent 
les  coefficiens  différentiels  lorsqu’on  fait  varier  x et  y, 
en  conséquence  du  changement  de  l’arc  z , ou  lorsqu’on 
regarde  cet  arc  comme  la  variable  indépendante , ou 
enfin  lorsqu’on  prend  sa  différentielle  pour  constante. 

Les  considérations  géométriques  répondent  très-clai- 
rement à cette  circonstance  ; car  il  est  visible  que  pour 
particulariser  le  polygone  MM'M"  etc.  Jig.  2,  qu’on  se  fic.  2; 
propose  d’inscrire  dans  une  courbe  quelconque  CM , 
il  faut  assigner  une  loi  dans  la  succession  des  angles  da 
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ce  polygone.  J’ai  d’abord  pris  les  différences  d’abs- 
cisses PP' , P' P"  > etc.  égales  entr’elles  ; niais  on 
peut  remplacer  cette  loi  par  toute  autre  : supposer , par 
exemple,  que  les  côtés  MM',  M'M“,  etc.  soient  égaux. 
On  peut  aussi  faire  à volonté 

dz=dx,  ou  dz  = dj, 

d’où  il  résulte 


d^rrro  ou  d^y=o; 


et  par  le  moyen  de  ces  hypothèses , on  prend  alterna- 
tivement x ou  y pour  variable  indépendante  ; c’est- 
à-dire  que  l’on  regarde  y comme  fonction  de  a;  ou  x 
comme  fonction  de  y.  Dans  le  premier  cas 


et  dans  le  second 


Si  on  met  cette  dernière  valeur  dans  l’expression 

(i  +P*)* 

y= 

<7 

on  la  transformera  immédiatement  en  celle  qui  con- 
vient au  cas  où  l’on  regarde  x comme  fonction  de  y , 
et  qui  est 

(dx*-f-dy'“)s 

^ dyd*x  * 

Tout  ce  qui  précède  ne  porte  que  sur  les  signes 
et  n’est  enfin  qu’une  manière  particulière  d’écrire  les 
coefficiens  différentiels  ; car  que  y varie  à cause  du 
changement  que  subit  spontanément  x , ou  à cause  de 
celui  que  subit  une  autre  variable  z,  de  laquelle  x dé- 
pend, tout  cela  revient  au  meme  pour  les  limites  qui 
sont  indépendantes  des  valeurs  des  accroissemens  ; aussi 
lorsqu’on  différentie  une  équation  entre  x et_y,  en  fai- 
sant 
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sant  varier  dx  aussi  bien  que  dy , on  peut  transformer 
ensuite  les  résultats  en  coefliciens  différentiels  au  moyen 
des  formules  du  n°  116,  comme  on  le  ferait  en  diffé- 
rentiant  suivant  le  procédé  du  n°  1 1 5 : de  l’une  ou  de 
l’autre  manière  on  parlent  au  même  résultat.  Les 
formules  obtenues  par  la  première  sont  en  quelque 
sorte  plus  élégantes  , parceque  les  deux  variables  y sont 
traitées  symétriquement.  On  trouvera',  sur  ce  sujet, 
dans  le  premier  chapitre  du  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel et  du  Calcul  intégral,  des  détails  assez  im- 
portans  et  qui  n’avaient  encore  été  donnes  par  personne 
que  je  sache  avant  la  publication  de  cet  ouvrage. 

118.  D’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  on  pourra  tou- 
jours differentier  le  système  de  deux  équations , conte- 
nant trois  variables , système  duquel  il  résulte  que  deux 
quelconques  de  ces  variables  sont  des  fonctions  déter- 
minées de  la  troisième,  Si  6’=o  et  V~o  désignent 
deux  équations  entre  x , y et  z , on  en  prendra  les  dif- 
férentielles successives  en  faisant  varier  en  même  temps 
celles  des  deux  indéterminées  que  l’on  regarde  comme 
fonctions  de  la  troisième. 

Si  l’on  avait  trois  équations  U—  o , V — o et  TV  — o, 
entre  quatre  variables  t ,x, y , z , trois  de  ces  variables 
nécessairement  déterminées  par  la  quatrième , seraient 
des  fonctions  de  celles-ci , et  leurs  différentielles  de- 
vraient varier. 

En  général  , un  nombre  m d’équations  entre  m -f-  1 
variables  déterminant  m de  ces  variables,  au  moyen  de 
celle  qui  reste , ne  doit  être  regardé  que  comme  con- 
tenant des  fonctions  de  cette  variable  ; il  faut  donc  dans 
les  différentiations  successives  de  ces  équations  faire 
varier  les'  différentielles  des  indéterminées  qui  repré- 
sentent des  fonctions  de  la  variable  que  l’on  considère 
comme  indépendante , et  dont  on  prend  la  différentielle 
pour  constante. 

Cale.  dijf.  L 
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11  g.  Lorsqu’on  a des  équations  de  cette  nature,  on 
peut  toujours  eu  tirer  un  résultat  unique,  entre  deux 
quelconques  des  variables  , par  un  procède  que  je  vais 
exposer  sur  deux  équations  à trois  variables,  et  qu’il 
sera  facile  d’étendre  ensuite  autant  qu’on  le  voudra. 

Soient  1/  = o,  ^=o,  ces,  équations,  l’une  de 
l’ordre  m et  l’autre  de  l’ordre  n , entre  les  variables  x, 
y,  t et  leurs  différentielles,  et  dont  on  veuille  élimi- 
ner f ; la  première  pourra  contenir  outre  la  variable  t , 
les  différentielles  df,  dat, . . .dmf , et  la  seconde  df  , 
d“f,...d"f.  Comme  on  n’a  point  les  équations  primi- 
tives, ni  toutes  les  différentielles  des  ordres  inférieurs 
à ceux  des  proposées,  il  faut  nécessairement  se  procu- 
rer de  nouvelles  équations  pour  chasser  les  quantités 
inconnues  d/ , d*f , etc. , et  c’est  ce  qu’on  fera  en  dif- 
férentiant  n fois  l’équation  V = o,  et  m fois  l’équation 
^=0.  On  obtiendra  par  ce  moyen  n-f-m  équations 
nouvelles  ; et  on  en  aura  en  tout  un  nombre  m-f-n-f-a , 
en  comptant  les  deux  proposées  : les  inconnues  à éli- 
miner, savoir,  t,  d t,  d2i, d mt, dm+flf,  étant  au 

nombre  de  m -f-  n -f- 1 , il  restera  donc  une  équation 
finale  , en  x , y et  leurs  différentielles. 

Si  d(  était  constant,  il  semblerait  qu’en  différentiant 
une  seule  fois  l’une  des  équations  proposées , on  pour- 
rait éliminer  t et  df,  puisqu’on  aurait  alors  trois  équa- 
tions; mais  on  doit  observer  que  les  différentielles  dajr, 
d*_y,  contiennent  implicitement  t , puisqu’alors  on  a re- 
gardé x et  y comme  des  fonctions  de  cette  variable 
(n8);  il  faut  donc  prendre  pour  constante  la  différen- 
tielle de  l’une  des  variables  que  l’on  veut  conserver. 


Delà  différentiation  des  fonctions  de  deux 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  'variables. 


îao.  Lorsque  l’on  n’a  qu’une  seule  équation  entre  • 
trois  variables , il  faut  d’abord  fixer  arbitrairement  les 


% 


\ 
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valeurs  de  deux  quelconques  de  ces  variables  pour  dé- 
terminer la  troisième,  qui  par  conséquent  est  une  fonc- 
tion des  deux  première».  Si  l’on  a,  par  exemple, l’équation 


on  ne  pourra  obtenir  z,  sans  ayoirpréalablementassigné 
des  valeurs  à x et  ky-,  mais  il  convient  d’observer  que 
les  quantités  ar  et  y netant  liées  entr’elles  par  aucune 
relation,  la  seconde  peut  demeurer  la  même , quoique 
la  première  ait  change , et  réciproquement. 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  s peut  varier  de 
plusieurs  manières , i°.  en  conséquence  d’un  changement 
arrivé  à x ou  ky  seul  ; a»,  par  le  concours  de  ces  deux 
circonstances.  Dans  le  premier  cas,  la  quantité  y , ou 
la  quantité  x , étant  regardee  comme  constante , l’équa- 
tion proposée  revient  au  fond  à une  équation’ à deux 
variables;  ainsi  lorsque  échange  seul,  on  a 


xdx  q-  zdz  = ci  y ou 
et  lorsque  c'est  y , il  vient 

yày  + zdz  =*  o , ou 
L on  a donc  successivement 


i de 


dz’=  — 


dz=-£y; 


— Z, 

mais  il  faut  observer  que  la  première  de  ces  différen- 
tielles est  relative  à la  variabilité  particulière  de  ar  et 
la  seconde  a celle  de_y;  c’est  ce  qu’on  exprime  endisant 
que  1 une  est  la  différentielle  partielle  relative  kx  et 
1 autre  la  différentielle  partielle  relative  à y. 

Le  sens  de  la  question  suffit  pour  empêcher  qu’on 
ne  les  confonde,  et  on  les  distingue  d’ailleurs  sufïisam- 
ment  en  faisant  attention  à la  différentielle  de  la  va- 
riable indépendante  qui  les  affecte. 

Les  coefficiens  différentiels  analogues  sont 

L a 


V 
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As x dz y • 

dx  z ’ dy  z 

En  général  lorsqu’il  s’agit  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables , on  doit  bien  se  rappeler  que  dans  ^,dz  est 
la  différentielle  partielle  de  z relativement  à ac , tandis 
que  dans  — , dz,  est  la  différentielle  partielle  rela- 
tive à y. 

îai.  Si  f(  x , y ) représente  une  fonction  quel- 
conque de  x et  de  y ; en  supposant  d’abord  que  la  va- 
riable x change  seule  et  devienne  x -f-  A , il  faudra  re- 
garder y comme  une  constante , et  traiter  la  fonction 
proposée  de  même  qu’une  fonction  de  x ; on  aura  donc 
par  le  théorème  du  n“  ai  , en  faisant  pour  abréger 

f (*.  y)  = u> 

, - du  A dau  A * d3u  A5 

W)=a^7+a?M+d?î7!+  etc- 

Pour  trouver  ce  que  devient  la  fonction  proposé» 
lorsque  y seul  prend  un  accroissement  A , on  re- 
garderait x comme  une  constante,  et  f(x,y)  , ou  u , 
comme  une  fonction  dey»;  par-là  on  aurait 

C,  , ,N  , duA  , d“u  A1  , d3u  A3 

f(x^+A)=u-f — 7+a-  — + etc. 

Dans  le  cas  où  les  quantités  xety  varient  en  même 
temps  et  deviennent  x -f-  A et  y k , comme  on  n’a 
assigné  aucune  forme  particulière  à la  fonction  f (x,y), 
il  h’est  pas  possible  d’y  faire  à la  fois  les  deux  substi- 
tutions indiquées  ; mais  il  est  aisé  de  sentir  qu’on  par- 
viendra au  même  résultat  en  changeant  d’abord  en 
x + A,  et  mettant  ensuite  y - f-  A pour  y , dans  le  dé- 
veloppement qu’on  aura  obtenu  par  la  première  opé- 
ration. 

On  a déjà 
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(Pu  h 3 


-,  x , du  A . d3u  h! 

f (*+A,.y)==»+_7+__ 


etc. 


a ' dx3  î . a . 3 
u représentant  f(x,y).  Pour  développer  les  coefilciens 
des  différens  termes  de  cette  série  , en  ayant  égard  au 
changement  arrivé  à y , j’observerai  d’abord  que  dans 
chacun  d’eux,  x doit  être  regardé  comme  une  quantité 
constante  , et  qu’on  doit  les  traiter  parconséquent 
comme  des  fonctions  de  la  seule  variable  y.  D’après 
cela , f ( x,  y ) , ou  u , deviendra 

du  k . dau  k 1 . d3u  k3 

dy  i 


* ~^”dy*  1.2^”  dy3  î .2.3 


-f-etc. 


du 


Si  dans  ce  développement  on  écrit  ^ , au  lieu  de  u, 

on  aura  pour  résultat  ce  que  devient  la  fonction  — , 
lorsque  y se  change  en  y -f-à;  c’est-à-dire. 


du 


<£)* , <Ë)  a*  . <£) 


dx  ~r  dy  1 dy a 1 . 2 r dy 3 
Mais  comme  , en  partant  de  la  fonction  u,  l’expression 


k3  , 

s *J-  ete. 

1.2.3  * 


dy 


indique  deux  différentiations  faites  successive- 


ment , la  première  en  ayant  égard  à la  variabilité  de  x 
seul , et  la  seconde  en  ne  considérant  que  celle  dey; 
on  donne  à cette  expression  une  forme  plus  simple 

....  . dau  _ , 

en  1 écrivant  ainsi  qu  il  suit  : On  représente 


de  même  • 


"d^“  par  5 et  en  général  ' 11  faut  en" 
tendre  par  4hn . m , le  coefficient  différentiel  de  l’or- 
y ‘ ' L 3 
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•ordre  inverse , et  commencer  par  la  substitution  rela- 
tive à y,  alors  f (x,_y  ) serait  devenue 

ou 

. du  k dau  h * d’u  P , 

u + 3 k 77 f-  j— ï 5 + etc- 

dy  î 1 dya  i . a 1 dy  ‘ î 2.3 

La  substitution  de  x -f-  h , au  lieu  de  x , dans  cette 

série  , aurait  changé  u en 

duh  . dau  h*  . d3u  h 3 


u-f  j 

dx  i 


dx2  î .a  dx3  1.2.3 


-)-  etc. 


et  ensuite 
du  du 

dau  h 

d’u  h* 

d^u  h3 

weaw 

dau  d*u 

~ dxdy  1 ' 
d3u  h i 

dxady  i . a 
dbi  hx 

dx’dj  1.2.3 
d#u  h> 

-f-  etc. 

J pfp 

dy2  endya  1 
d3u  d3u 

^ dxdy5  î ^ 

. d‘u  iA 

dx'dy2  î . a 
d5u  h * 

dx:idy“  1.2.3 
d6u  h 3 

-f-  Clti. 

1 rt  t O 

dy3  Cndy3 

r dxdy3  P 

' d.rady3  î . a 

dx3dyJ  i.a.3 

■j-  etc. 

on  aurait  eu  parconséquent 


. àuh  A‘u  h1  d*u  h3 

f(*+h&+t>=u+fcT  +à^r^+-dx>'i  .2.3  +etc' 


d uk 


dau  h k' 
dxdy  î î 
dau  P 
dy-  î . 2 


-f 


d3u  h*  k , 

’T~TS + etc. 

ax^ay  i.2  i 

d3u 
dxdy* 

d3it 


h P , 

- (-etc, 

1 1.2 

k3 

1 .3.3 


"-f-  etc. 
-f-  etc- 


II  est  évident  que  ce  second  développement  doit  être 
identique  avec  le  premier  ; car  il  est  indifférent  de  chan- 
ger d’abord  x en  x -f-  h et  ensuite  y en_y  k , ou  de 
faire»  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre  inverse  , 

L4 
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puisque  d’une  manière  ou  de  l’antre  on  obtient  égale- 
ment f(jr-j - h ,y  k). 

Si  on  compare  dans  ces  deux  développemens  les 
termes  qui  sont  affectés  des  mêmes  puissances  de  h et 
de  k , on  trouvera  cette  suite  d’équations , 


dydu: 

d3u 

dydx* 

d3u 


drdy 

d3u 

dx*dy 

d3u 


dy'Jdo:  dxdy* 


d',+mu 

àyndxK 

etc. 


dm+,,tt 

dx'"dy" 

etc. 


Il  résulte  de  la  première  que  le  coefficient  différen- 
tiel du  second  ordre  d’une  fonction  de  deux  variables, 
pris  en  dfférentiant  par  rapport  à l’une  d'elles  et 
ensuite  par  rapport  à l’autre , reste  le  même , quel  que 
soit  l’ordre  qu'on  ait  suivi  dans  les  différentiations. 

Soit,  par  exemple,  ur=xmyn\  si  on  differentie  d’abord  en 
regardant  x comme  seule  variable,  on  a ^ = mxm~‘ym  ; 


pifférentiant  ensuite  ce  résultat,  en  ne  faisant  varier 
« ^ • d“u 

que_y,  on  obtient  = mnx’"~'yn~ 1 : en  opérant 
dans  un  ordre  inverse , on  trouve 


du 


dau 


« Ëç=»rr-i 


et  on  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  même  dans  les 
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deux  cas.  Les  autres  équations  rapportées  ci-dessus  ne 
sont  que  des  conséquences  de  la  première. 

ia3.  En  retranchant  ou  « de  f (x -f-  A,_y  -f-  A ) , 

on  trouve 

c,  ,,  , ...  c,  . du  A . d*u  A1  , 

f(x+Aj:y+A)_f(x^)=^r  + 1F.  — + etc. 


du  A 


dsu  A h , 

1-  etc. 


dy  i ” dydx  1 1 
d“u  fr 


-f-  etc.  | 


dya  x .a 

-J-  etc. 

Si  on  étend  aux  fonctions  de  deux  variables  la  défi- 
nition que  j’ai  donnée  (5)  de  la  différentielle  d’une 
fonction,  on  verra  que  celle  de  ffx,^),  ou  de  u , 
est  comprise  dans  les  deux  termes  qui  forment  la  pre~ 
mière  colonne  du  développement  précédent  ; et  en 
changeant  A en  dx  et  A en  dy,  on  aura 

df  ( x,y  ) = du  = jg  dx  -f  ^ dy-. 

Il  suit  de  là  que  la  différentielle  totale  d’une  fonction  de 
deux  variables  renferme  deux  parties , savoir  : ^ dx  , 
ou  la  différentielle  prise  en  regardant  x comme  seule  va- 
riable, et  ^ d^,  ou  la  différentielle  prise  en  regardant 
y comme  seule  variable.  ^ 

On  peut  donc  appliquer  aux  fonctions  de  deux  va- 
riables, les  règles  données  (n°  10  et  suiv.)  pour  la  dif- 
férentiation de  celles  qui  dépendent  d’une  seule , et  pour 
cela  on  dfférentiera  la  fonction  proposée  d’abord  par 
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port  à l’une  des  variables  , et  ensuite  par  rapport  è 
l’autre  : la  somme  des  deux  résultats  sera  la  différen- 
tielle totale  cherchée. 

124.  Je  ne  crois  pas  qu’il  soit  nécessaire  de  donner 
beaucoup  d’exemples  relatifs  à la  différentiation  des 
fonctions  de  deux  variables,  puisqu’elle  rentre  dans 
celle  des  fonctions  qui  n’en  contiennent  qu’une  ; je 
me  bornerai  donc  aux  suivans  : 

On  voit  sur-le-champ , d’après  la  règle  ci-dessus , 
que 

d ( x -f-y  ) = dx  -f-  dy 

d . xy  —yàx  + xdy 

j x dx  xdy ydx  — xdy 

' ÿ ~J~fr  ~ 

Soit  encore  1°.  u = xMy'';  on  a 

* du  , , 

-t—  dx  = mxm~1y"dx 
dx  J 


donc 


du 

— dy  = ux"y- 


"dy; 


du=mxm~'y"dx-{-rtxmy’,—ld_y=xm~''yn— 1 (mydx-f-nxdy)  : 


■ V^+y* 


=oy  (x’-f-y*)  osa 


du  , 

— dx=— 
dx 


oyxdx 


du  , 

3 ydy 


C^-f-y”)5 

ady  oyad  y 

(xa+ya)ï 


donc 
du  =- 


oyxdx 


ady 


Qy*dy 


(xa  + y“)ï  (xa+ya)a  (x*  + ya)ï 
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ou  en  réduisant 


i7i 


_ — axydx  -f-  arady 

3*.  u=Arc^tang=j^  y expression  qui  est  celle 

JC 

d’un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  1 , et  la  tangente 

• x y 
pour  la  difFérentier  on  fera  - = a , et  on  cherchera , 

d’après  le  n°35,  la  différentielle  de  l’arc  dont  la  tangente 

est  exprimée  par  z ; il  viendra  pour  résultat  ^ : on 

dz 


aura  donc  du  : 


1 + z! 

dz  leur  valeur , on  trouvera 


; et  mettant  au  lieu  de  a et  de 


ydx  — xdy 


du=  ■ 


. x* 

l+7 


y'Ar  — xdyr 


y +** 


ia5.  La  manière  dont  on  écrit  les  différentielles  des 
fonctions  qui  dépendent  de  plusieurs  variables  donne 
lieu  à des  remarques  importantes.  On  a déjà  vu  ( iao) 

qn’il  ne  faut  pas  confondre  alors  ^ dx  avec  du,  comme 

, on  pourrait  le  faire  si  u ne  renfermait  que  la  seule 

variable  x,  parce  que  l’expression^  a dans  ce  cas 

un  sens  particulier  ; elle  désigne  le  coefficient  différen- 
tiel pris  dans  l’hypothèse  de  x seul  variable  ; ou  le  quo- 
• tient  du  premier  terme  du  développement  de  la  diffé- 
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rence  prise  dans  cette  hypothèse , divisé  par  l’accrois- 
sement dr  : il  en  est  de  même  de 

ày 

Les  quantités  ^ sont  appelées  ordinairement 
différences  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  u ; 

çJm-4-fi  y, 

et  en  général  ^ n représente  une  de  celles  de  l’or- 
dre m -f-  n , prise  en  différentiant  m fois  par  rapport 
à x , et  n fois  par  rapport  ky. 

• 

Je  crois  devoir  observer  que  la  dénomination  de 
différence  partielle  n’est  pas  exacte  ; car  les  formules 
qu’on  désigne  ainsi  n’expriment  point  la  différence  entre 
deux  quantités.  Les  vraies  différences  partielles  de  usont 

f(x-f-h,^)— f(x,_y), 
f(x,_y-j-i)— f(x,y), 

la  première  étant  prise  en  n’ayant  égard  qu’au  chan- 
gement de  x , et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui 
dey.  Les  expressions 

dit . du , du  , du  , 
dih>  d -yh>0'1Tr.dX>  7ü,ày> 


dr 


dy 


qui  sont  les  premiers  termes  des  développemens  de  ces 
différences  , doivent  être  nommées  différentielles  par- 
tielles , et  , resteront  toujours  les  coefficient 

différentiels  du  premier  ordre  de  la  fonction  proposée; 
mais  il  faut  remarquer  qu’une  fonction  d’une  seule 
variable  n’a  dans  chaque  ordre  qu’un  coefficient  diffé- 
rentiel (17)  tandis  qu’une  fonction  de  deux  variables  a 
deux  coefficiens  différentiels  pour  le  premier  ordre , troi* 
pour  le  second , quatre  pour  le  troisième , etc. 
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Voici  comment  on  peut  trouver  ces  divers  coeffi- 
uienSj  en  partant  des  deux  premiers  : 

On  a d’abord 

du  = ^ dx  -J-  ^ dy  ; 
dx  dy  J 

prenant  ensuite  la  différentielle  des  fonctions  du  et  ^ , 
qui  doivent  être  traitées  comme  des  fonctions  de  deux 


variables,  il  vient 

d^  = 

d *«  , 

— — - — dx 

d*n 

' dydx 

dx 

dx* 

d— - 

_ d*“  dx  ■ 

I d’U  < 

ddy- 

~dxdy^ 

* dy* 

dy. 


et  parceque  la  différentielle  seconde  n’est  autre  chose 
que  la  différentielle  de  la  différentielle  première  , 
on  aura 


d*it  , , d*u  , d*u  , . 

du==dïdx  +2dïàyàxày  + tyàf’ 


en  regardant  dx  et  dy  comme  des  constantes,  et  en 
observant  que  les  coefficiens  différentiels  dont  les  déno- 
minateurs ne  présentent  que  les  différens  arrangemen* 
d’un  même  produit  en  dx  et  dy , sont  identiques  (122). 

Si  on  différentie  les  coefficiens  différentiels  qui  se 
trouvent  dans  le  résultat  précédent,  il  viendra 


d. 

d. 


d“ii 


d3u 


dx2 

d*u 


dx3 


dx  ■+■ 


d3u 


rày. 


dydx“ 

d3u  , d’u  , 

dxdy  dx“dy  X dyd.rdy  ^ ’ 

A d*u  d3n  j , d'u  j 
d • -T-r-  = — — — dx  -( î-j-  dy , 


dy*  dxdy* 


dy5 
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et  parconséquent 


,,  d3u  , , 3d’u  , , 3d3u  , - d^u  , , 

du==  dp  à^+d^dy  dx^+  dïdÿ'àxày+  d/- 


On  continuera  facilement  cette  formation , et  on  re- 
marquera sans  doute  l’analogie  de  ces  résultats  avec  le» 
puissances  du  binôme. 


Il  faut  remarquer  que , d’après  la  notation  précé- 
dente^ série  du  n®  ia3  rentre  dans  celle  du  n°  aa, 
lorsqu’on  substitue  dx  à h , et  d_y  à k ; ensorte  que 
si  on  désigne  f (x  -f-  dr , y -f-  dy)  par  u',  on  a encore 


formule  tout  aussi  générale  que  celle  du  n®  ia3 , 
puisque  les  accroissemens  dx  et  dy  sont  également 
arbitraires. 

126.  Il  est  aisé  d’étendre  ces  considérations  aux 
fonctions  d’un  nombre  quelconque  de  variables,  et  de 
s’assurer  que  si  l’on  a 

u=f(f,  x,y,  z ), 

il  en  résultera 

d^ÿdt+ÿdx-f^dy  + ÿdz, 

dt  dx  ' dy  J ' àz.  * 
en  désignant  par 

du  du  du  db 

d?  dx'  ty’  di» 

les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  u , pris  en  y 
faisant  varier  seulement  t,  ou  x,  ou  y , ou  a.  . 
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Cette  notation  , due  à Fontaine , est  la  plus  simple  et 
la  plus  expressive  de  toutes  celles  qu’on  a proposées  pour 
remplir  les  mêmes  indications.  Euler,  dans  la  crainte  que 
l'on  ne  confonde , par  exemple , le  coefficient  différen- 
tiel ~ avec  le  rapport  de  la  différentielle  totale  du  à 
la  différentielle  dx , rapport  qui  est  équivalent  à 


du  , . du  , . du  , . du  , 

~dt  + àidx  + d^  ày  +“  da 
as 


dt 


dz 


, , . du 

désigné  ce  rapport  par  g-  , 


coefficient  différentiel 


par 


. Le  sens  du  discours 


rend  presque  toujours  cette  distinction  superflue  ; Fon- 
taine d’ailleurs  avait  pourvu  au  cas  où  elle  était  abso- 
lument nécessaire,  en  proposant  d’écrire  le  rapport 


ainsi 


du  ; et  sentant  que  ce  rapport  est  employé 


beaucoup  plus  rarement  que  le  coefficient  différentiel , 
il  avait  affecté  à ce  dernier  le  signe  le  plus  simple  , 
ce  qui  est  conforme  à la  théorie  de  toutes  les  no- 
menclatures, et  précisément  contraire  à ce  qu’a  fait 
Euler.' 


Considérant  que  l’on  n’emploie  jamais  le  rapport  des 
différentielles  des  deux  quantités  sans  supposer,  au 
moins  implicitement,  que  l’une  est  fonction  de  l’autre, 
et  que  l’expression 


du  du  , .du  .du, 
_dt+_dx  + ^dy4-?-dz 

dx 


dt 


dz 


ou 


àd“‘ 
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n’a  de  sens  qu’autant  qu’on  regarde  les  variables  t,ye  t s 
comme  dépendantes  implicitement  de  x , j'ai  proposé 
d'écrire  cette  expression  ainsi  : 

dO) 

- "dx  ’ 

renfermant  la  fonction  entre  deux  parenthèses,  pour 
montrer  qu’on  y faisait  varier  non-seulement  lés  termes 
affectés  explicitement  de  x , mais  aussi  toutes  les  quan- 
tités qui  pourraient  dépendre  implicitement  de  celle-ci. 
Cette  notation  a,  comme  celle  de  Fontaine,  l’avantage 
de  consacrer  le  signe  le  plus  simple  au  cas  le  plus 
fréquent.  • 

127.  Soit  u—  o une  équation  renfermant  x,  y et  a ; 
si  on  regarde  x et  y comme  les  deux  variables  indé- 
pendantes , a sera  une  fonction  de  l’une  et  de  l’autre , 
et  lorsque  x recevra  un  accroissement  quelconque  , 
y étant  supposé  constant , a éprouvera  un  changement 
subordonné  à celui  de  x.  Dans  cette  hypothèse , l’équa- 
tion u=o  devra  être  envisagée  comme  une  équation 
entre  deux  variables  x et  a ; on  aura  donc  (38) 

du  du  da 

dx  dz  dx  ~ ° ’ 

et  de  là  on  tirera  le  coefficient  différentiel  de  z relatif 
à la  variabilité  de  x.  Il  faut  se  rappeler  ici , d’après 

la  distinction  qui  a été  faite  n°  120,  que  dans  -j-  , dz 

n’est  que  la  différentielle  partielle  de  a,  prise  par  rap- 
port au  changement  de  x seul. 

Il  est  évident  que  si  on  çût  fait  varier  y on  aurait 
au , en  différentiant  l’équation  proposée  comme  ne  con- 
' tenant 
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tenant  que  les  variables_y  et  z , 

du  dz  

flBon  multiplie  par  dr  la  première  des  équations 
trouvées  ci-dessus,  et  la  seconde  par  dy,  et  qu’on  les 
ajoute  ensuite , il  viendra 

aï  + i (à  **  + 1 1 '*■>'  ) = 0 ; 

mais  n’est  autre  chose  que  la  diiféren- 

dr  dy  J 

tielle  totale  de  z (ia3)  : on  aura  donc 


du  , , du  , , du  , 

^dx+^d^+^dz  = o. 


dr 


c’ept-à-dire , qu’on  pourra  égaler  à zéro  la  différentielle 
première  de  l’équation  u = o , prise  par  rapport  aux 
trois  variables  x,  y et  z.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
que  cette  différentielle  doit  être  regardée  comme  équi- 
valente à deux  équations , car  en  y substituant  pour  de 

sa  valeur  ^ dr  -f-  ~ dy  , il  faudra , à cause  de  l’in- 
dépendance des  accroissemens  dr  et  dy , que  les  quan- 
tités qui  multiplient  chacun  d'eux  soient  séparément 
égales  à zéro. 

1 28.  On  parviendra  aux  équations  qui  donnent  les 
coefficiens  des  ordres  supérieurs , en  différentiant  les 
équations 

du  du  dz  

dr  . dz  dr  ° ' 
du  du  de 
dj>  ' dz  dy 


Cale.  diff". 


M 


0 
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Je  représenterai  la  première  par  = o , et 


à(u). 


la  seconde  par  ^ ==  0 > conformément  à la  m 


otatio 

L'ore  1( 


;ion 

adoptée  n°  126;  ces  équations  renfermeront  encore  les 
trois  variables  x,y  et  z,  et  pourront  être  traitées  comme 
la  proposée.  En  n’ayant  d’abord  égard  qu’au  change- 
ment de  x,  non-seulement  z variera , j^^en  même 

temps  le  coefficient  du  premier  donnera 

ds« 

naissance  au  coefficient  du  second  ordre  . En  diffé- 


dx*’ 


d(u) 


rentiant  donc  — par  rapport  àx,  on  aura , comme 
pour  les  équations  à deux  variables , 


d*Q0 

dx3  ‘ 


OU 


d 2u 

a r-+a 


Si  on  différentie 
d(u) 


d(») 

dx’ 


d*u  dau  dz*  du  daz 

dxdz  ' dza  dxa  dx  dx3  C' 

par  rapport  à y'  et  à z,  ou 


-g— , par  rapport  à x et  à z , en  observant  que  dans 
le  premier  cas , ^ donne  , et  dans  le  second  ^ 


donne 


dJz 


dxdv  dydx 
da  (u) 

‘eraa^y’ ou 


, on  aura  un  résultat  unique , qui 


d‘u  , d“u  dz 


d‘u  dz  du  d*z 

+ 


d’u  dz  dz 


dxdy  ' dzdy  dx  ' dzdx  dy  ' dz  dxdy  ' dza  dx  dy  " 


; o. 


Enfin  l’équation  -4—  — 0 , différentiée,  en  regardant  _y 

v 
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et  z c<jpme  seules  variables , produira 

d*  (u)  d*u  d’n  dz  d*u  dz*  du  d*z 

dy*  ’ °U  dy*  ' 2 dydz  dy  dz*  dy*  ' dz  dy*  °' 

Mais  puisque  z est  une  fonction  de  x et  dey , on  doit 
regarder  u comme  une  fonction  de  ces  variables  , par-* 
conséquent  on  aura  (ia5) 

*w=^r**+  ^^dxd->'+^d-y‘=oi 

et  en  effet,  si  on  substitue  à 

d*  (u)  d*  (u)  d*  (u) 
dx*  * dïdj’  dy*  ’ 

les  résultats  trouvés  ci-dessus , et  qu’on  remplace 


dz  dz  j 

^dx  + ^d-y 


dx 


par  la  différentielle  première  totale  dz , et 


d*z  , . , sd*z  , , , d*z 


dx* 


par  la  différentielle  seconde  totale  d*z,  on  dura  la 
meme  équation  finale  que  celle  qu’on  aurait  obtenue , 
si  ôn  avait  différentié 


du  , du  , .du 
^dx-f-dy+Tidz  = 0, 


en  regardant  dx  et  dy  comme  constans , et  z comme 
une  fonction  de  x et  dey. 

12g.  On  étendra'sans  peiné  ces  considérations  à te^ 
ordre  de  différentiation,  ou  à tel  nombre  de  variables 

M a 


W' 
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qU’on  voudra  ; car  tout  se  réduit  à déterminer^celle* 
qui  sont  indépendantes,  ce  qu’on  ne  peut  faire  que  par 
la  nature  de  la  question  qui  a conduit  à l’équation  ou 
aux  équations  proposées-,  et  ensuite  on  différentiera  , 
par  rapport  à chacune  de  ces  variables  en  particulier , 
en  traitant  les  variables  subordonnées  comme  étant  im- 
plicitement des  fonctions  des  variables  indépendantes. 

Si,  par  exemple,  on  avait  les  deux  équations 
u — o , v = o, 

entre  les  cinq  variables  s,  t,  x,  y et  *,  on  verrait 
que  trois  de  ces  yariables  sont  indépendantes.  Suppo- 
sant donc  que  y et  a soient  les  deux  variables  subor- 
données, ou  des  fonctions  de  s,  t,  x,  données  par  le» 
équations  proposées  , on  différentiera  successivement  u 
et  v par  rapport  à s , par  rapport  à t,  par  rapport  à x t 
et  on  aura 

-du  du  dy  du  dz 

d*  dy  d*  dz  ds  ■ - 

du  dudy  <^=0j 

4*.  d*  dt 

du  dud2:  dudz=0_ 

d*Tdydx^d*4* 

Si  on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
ds , dt,  dx,  qu’on  les  ajoute  et  qu’on  metjf  dy  a» 
lieu  de 


d*  au  lieu  de 


dz 

ds 


* + tt  * + ë ***  * 


i 
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■il  viendra 

du  , , du  . , du  , , du  , . du.  , 

a7dj+didt+sdx+did-î'+dïdz=dli=°- 

On  tirera  un  résultat  semblable  de  l’équation  v =o 
et  il  s’ensuit,  qu’en  différentiant  les  équations  u=o 
et  v = o , par  rapport  à toutes  les  variablés  s , t,  u, 
x , y et  z,  et  en  y substituant  au  lien  de  dj»  et  de  ds  > 
les  expressions  de  ces  différentielles , considérées  comme 
appartenant  à des  fonctions  de  trois  variables  (126)  , 
il  faudra  égaler  séparément  à zéro  le  coefficient  de  la 
différentielle  de  chaque  variable  indépendante. 


En  regardant  les  coefficiens  différentiels  eux-mêmes 
comme  de  nouvelles  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes, on  ne  saurait  être  arrêté  dans  la  récherche 
des  différentielles  ultérieures-,  ainsi  après  quelques  re- 
■ marques  sur  l’élimination  des  constantes  et  des  fonfctiorts, 
jè  terminerai  ce  qui  regarde  la  formation  des  équations 
différentielles.  ‘ • 


t 1 

r3o.  L’ équation  u — o , entre  x,  y et  z,  ayant 

deux  différentielles  premières  = o et  — 0 > 

il  est  évident  qu’on  peut  éliminer  deux  constantes  entre 
ces  trois  équations,  et  le  résultat  exprimera  la  relation 

des  variables  ±,y  , z et  des  coéfliciens^  , ^.indé- 
pendamment des  quantités  éliminées. 

» 

Si  on  joint  aux  équations  précédentes  les  trois  du 
second  ordre , , 
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on  aura  six  équations  , entre  lesquelles  on  pourra  éli-* 

miner  cinq  quantités,  et  ainsi  de  suite. 

i3i.  Ceci  conduit  à une  remarque  importante  , 
c’est  qu’on  peut  éliminer  d’une  équation  à trois  ou 
à un  plus  grand  nombre  de  variables  , des  fonctions 
dont  la  forme  est  absolument  inconnue.  Soit  pour 
exemple  l’équation z = f (ax  by)  , dans  laquelle  la 

caractéristique  f désigne  une  fonction  dont  la  forme  n’est 
déterminée  en  aucune  manière  : je  vais  en  déduire 

, . • dz  dz  . , 

unç  équation  entre  ^ et  , indépendante  de  cette 

fonction  et  qui  conviendra  également  à z = ax  -f-  by , à 
Z = V'ax  + by,  à z — sin  (ax  -f-  by)  et  en  général  à 
toutes  les  fonctions  de  la  quantité  ax  4-  by  , de  quelque 
forme  qu’elles  soient.  Je  fais  pour  cela  ax  -f-  by  = t ; 
l’équation  proposée  devient  z ==  f (t),  et  parconsé- 

df(t) 


quent  on  aura  dz  = F (f  ) df , en  représentant 
par  f'  (f)  ; mais 


df 


d’où 


, dz,  . ds, 

, df  , . df  , 

df=cüdx+dj;d->'' 


d-=f,w£.  ç=£'(o| 


dx 


Mettant  donc  pour  ^ et  ^ leurs  valeurs  a et  b , puia 

éliminant  f' (f),  il  viendra 

, dz  ds 

b j n-r- = ov 

«te  djf 
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Cette  équation  exprime  un  caraStère  au  moyen  du- 
quel on  pourra  reconnaître  si  une  quantité  proposée  est 
une  fonction  de  ax  by  ou  non  ; car  d’après  sa  for- 
mation , elle  doit  être  satisfaite  ou  devenir  identique , 

toutes  les  fois  qu’on  y substituera  au  lieu  de  ^ et  ^ 

les  valeurs  qui  résulteraient  de  la  différentiation  d’une 
fonction  de  ax  -f-  by.  Je  suppose  qu’on  ignorât  l’origine 
du  polynôme  a%x'Â  ■+-  2abxy  -f-  b°y*  : en  l’égalant  à z, 
et  en  dilférentiant  on  trouvera 


dz 
dx  " 


: 2ûjj?  -f-  aaby , 


^ — 2 abx  -f-  aby  ; 


«es  valeurs  mises  dans  l’équation  b ^ — o,  la 

rendent  identique  : on  en  conclura  donc  que  le  poly- 
nôme représenté  par  z , est  une  fonction  de  ax  -f-  by , 
ce  qui  est  d’ailleurs  évident,  puisque 


a*x4  -f-  sabxy  -f-iaj/a  = (ax-f-éy)1,  ' 


On  voit  en  général  que  u = o étant  une  équation 
entre  x , y , z , et  une  fonction  quelconque  indétermi- 
née représentée  par  f (t),  et  dans  laquelle  on  ne  connaît 
que  la  composition  de  t en  r,y  et  î,  on  pourra  tou- 
jours éliminer  f(f)  et  f' (O  à l’aide  des  équations 


u = o, 


à Q) 

dx 


o, 


Üü>=o. 

4y 


En  passant  au  second  ordre , le  nombre  d’équations 
devenant  plus  grand , il  est  possible  , dans  beaucoup  de 
cas , d’éliminer  deux  fonctions  indéterminées  ; mais  je 
n’entrerai  point  dans  ces  détails , non  plus  que  dans  ce 
qui  regarde  les  équations  qui  renferment  plus  de  tjpis 
variable?. 

M 4 
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i32.  Je  dirai  irf  très -peu  de  chose  sur  la  ma- 
nière de  réduire  en  séries  les  fonctions  de  deux  varia- 
bles , parcequ’il  arrive  le  plus  souvent  qu’on  ne  les  dé- 
veloppe que  par  rapport  à l’une  des  variables  qu’elles 
contiennent , en  supposant  à l’autre  une  valeur  cons- 
tante , et  qu’alors  elles  doivent  etre  traitées  de  meme 
que  les  fonctions  d’une  seule  variable.  Il  sera  peut-etre 
utile  néanmoins  de  faire  voir  que  la  formule  du  n°  121 , 
s’emploie  à développer  les  fonctions  de  deux  variables, 
comme  celle  du  n’ai  s’applique  aux  fonctions  qui  n’en 
renferment  qu’une. 

« 

Si  on  fait  x=  o et_y  = o dans  la  formule  du  n“  121  , 
c’est-à-dire,  dans  u et  dans  chacun  de  ses  coefficiens 
différentiels,  elle  donnera  le  développement  de  f(^,  é) 
ordonné  suivant  les  puissances  des  quantités  h e té; 
mais  on  pourra  écrire  x au  lieu  de  h,  e t y au  lieu  de  k, 
et  il  en  résultera 


du 


f(xoO=u+  I + 


+ 77a 

-f-  etc. 


en  observant  de  faire  x et  y nuis,  tant  dans  u que  dans 
les  expressions  qu’on  obtiendra  pour  chacun  des  coefïi- 
ciens  différentiels. 

On  pourrait  encore  arriver  au  développement  de 
f (x  ,y  ) par  la  différentiation  , ainsi  qu’on  est  parvenu 
à celui  de  f(x)  dans  le  n*  jg;  car  si  on  suppose 

u=A  -f-  Bx- f-  Cy-\-  Dx*  -f-  Exy  -f  Fy * -f  etc. 

les  lettres  A,  B , C , etc.  désignant  des  quantités  indé- 
pendantes de  x et  de  y,  et  qu’on  difféventie  cette  équar 


Digitlzed  by  Google 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  1 85 
tion  par  rapport  à x et  par  rapport  à^,  plusieurs  fois 
de  suite , de  manière  à former  les  expressions  des  coef- 
ficiens  différentiels 

du  du  du*  d*u 

dx  ’ d_y  ‘ dx*  ' dxd^  ' et°’ 


on  aura , en  égalant  à zéro  x et  _y , après  les  différen- 
tiations , 


• du 
dx 


= B , 


dau 

<n?=,aD- 


d’u  dau 

dxdy  1-1  ’ ’ dj* 


= i .a F,  etc. 


À l’égard  de  A , on  trouvera  sa  valeur  en  cherchant  celle 
de  la  fonction  u , lorsque  x et_y  sont  nuis. 


Recherche  des  minima  et  des  maxima  des 
• fonctions  de  deux  variables. 

i33.  Si  dans  une  fonction  de  deux  variables,  on  en 
regarde  une  comme  constante,  et  qu’on  donne  à l’autre 
une  infinité  de  valeurs , à chacune  de  ces  valeurs  il  cor- 
respondra' une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  fonction  pro- 
posée, parmi  lesquelles  il  pourra  s’en  trouver  qui  soient 
des  maxima  ou  des  minima , et  qu’on  déterminera  en 
égalant  à zéro  le  coefficient  différentiel  relatif  à la  va- 
riable à laquelle  on  a attribué  les  changemens  de  la 
fonction  (48). 


Ainsi  u étant  une  fonction  de  x et  de  y , si  on  sup- 
pose y constant  et  qu'on  fasse  ^=o,  on  obtiendra 
les  valeurs  de  x qui  donnent  les  plus  grandes  et  les  plus 
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petites  valeurs  de  u , parmi  toutes  celles  qui  répondent 

à une  même  valeur  de  y. 

Le  résultat  qu’on  obtient  de  cette  manière  est  encor» 
indéterminé , puisqu’il  peut  varier  à raison  des  change- 
mens  qu’on  fera  subir  à la  seconde  variable^,  et  n’offre 
parconséquent  que  des  maxima  ou  des  minima  relatifs , 
parmi  lesquels  il  en  existe  nécessairement  un  nombre 
limité  qui  surpassent  ou  qui  sont  moindres  que  tous  les 
autres , et  qui  répondent  à des  valeurs  déterminées  dey. 
Ces  derniers  qui  sont  entièrement  déterminés  sont  ddt 
maxima  ou  des  minima  absolus  de  la  fonction  proposée; 
on  les  découvrirait  aisément  en  chassant  x de  la  fonc- 

. , . du 

tion  u , au  moyen  de  1 équation  — = o , ce  qui  ren- 
drait u fonction  de  y seul  ; et  en  désignant  le  résultat 
par  v , il  suffirait  alors  de  faire  ^ r=  o , pour  détermi- 
ner^ convenablement  à l’état  de  la  question  (48  ). 

On  peut  parvenir  à une  équation  équivalente  à 
^ = o , sans  qu’il  soit  besoin  d’éliminer  x ; pour  cela 

il  faut  observer  que  l’équation  ^ = o , fournie  par 

la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  relatif  à x , 
établit  une  relation  entre  les  variables  x et  y , ensorte 
qu’on  doit  regarder  la  première  comme  une  fonction 
de  la  seconde.  En  dilférentiant  dans  cette  hypothèse,  on 
aura  ( 126) 

d(u)  dud.r  . d« 


dy 


d u d.r 
dx  dy  tly» 

du. 


résultat  qui  se  réduit  à g-  = o , puisque  par  la  condi- 
tion relative  à x , on  a déjà  =s  o. 
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On  détermine  donc  les  valeurs  de  x et  de  y qui 
donnent  les  maxima  et  les  minima  absolus  de  la  fonc- 
tion u,  au  moyen  des  équations 


du  du 


En  étendant  ces  considérations  aux  fonctions  de  tant 
de  variables  qu’on  voudra,  on  trouvera  que  pour  ob- 
tenir les  maxima  et  les  minima  absolus  de  ces  fonctions , 
il  faut  en  égaler  séparément  à zéro  les  coefficiens  diffé- 
rentiels du  premier  ordre , pris  par  rapport  à chacune 
des  variables  dont  elles  dépendent. 

i34.  Les  caractères  distinctifs  des  maxima  et  des 
minima  dans  les  fonctions  de  plusieurs  variables  se  tirent 
-de  principes  analogues  à ceux  qu’on  a employés  à l’égard 
des  fonctions  d’une  seule  variable  ( 4.9  ) , mais  l’appli- 
cation est  plus  compliquée  ; c’est  pourquoi  je  me  bor- 
nerai à ce  qui  regarde  les  fonctions  de  deux  variables. 

Soit  u une  fonction  de  x et  de_y ; pour  abréger,  je 
désignerai  par 

A,  B,  C,  D,  E,  F,  etc. 
la  suite  des  fonctions 

du  du  d3u  dau  d*u 

53?’  dldÿ*  dp-1 

le  résultat  de  la  substitution  de  x + h , y -f-  k , dans  u , 
sera(iai) 

A+Bh  + Ck 

^ { Dh * + 2 Ehk  -f-  Fk 1 ) 


# 


* 


f 
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expression  dont  la  valeur  doit  être  moindre  que  A y lors 
du  maximum  absolu,  et  plus  grande  lors  du  minimum 
absolu,  quels  que  soient  les  signes  des  lettres  h,  k, 
pourvu  qu’elles  n’expriment  que  de  petits  changemens. 
Mais  comme  les  termes  du  premier  ordre  Bh  , Ch  , 
qu’on  peut  rendre  plus  considérables  que  tous  les  autres, 
en  prenant  h et  k d’une  petitesse  convenable,  changent 
de  signe  en  même  temps  que  ces  quantités , un  raison- 
nement semblable  à celui  du  n°  48  , fera  voir  qu’ils 
doivent  être  nuis  dans  le  cas  du  maximum  ou  du  mini- 
mum; on  aura  donc  d’abord. 


= 0,  etc. 


comme  il  résulte  de  la  règle  énoncée  dans  le  n*  pré- 
cédent. 


Ces  conditions  étant  remplies  par  les  valeurs  de  x et 
de  y , déterminées  en  conséquence  , il  faudra  ensuite 
que  les  coefliciens  D , E et  F,  ne  s’évanouissent  pas  en 
même  temps , et  de  plus,  que  le  signe  de  la  quantité  du 
second  ordre , qui  forme  la  deuxième  ligne  du  déve- 
loppemerlt  ci-désstfs  , soit  indépendant  des  rapports 
qu’on  pourrait  établir  entre  h et  k et  de  leurs  signe*. 

On  sait,  par  la  théorie  des  équations  algébriques, 
que  toute  expression  de  1 adonne  de  leur  premier  mem- 
bre , lorsque  le  second  est  zéro  , ne  peut  passer  du  po- 
sitif au  négatif  , sans  devenir  nulle  dans  l’intervalle;  et 
que  quand  elles  n’ont  que  des  racines  imaginaires,  elles 
ne  changent  point  de  signe  , quelque  valeur  qu’on  donne 
à l’inconnue.  Il  suit  de  là  que  si  la  quantité 

Dh • + 2 Ehk  + Fh\ 

égalée  à zéro  et  résolue , comme  une  équation  , par 
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rapport  à l’une  des  indéterminées  h ou  k , ne  donne 
que  des  racines  imaginaires  , on  en  pourra  conclure 
qu’elle  conservera  le  même  signe , quelles  que  soient  ces 
indéterminées.  Prenant  la  valeur  d eh,  par  exemple , 
en  trouve 

• j,  _ à ( — E±\/  — FD  -f-  E'À  ) 

D 

résultat  qui  sera  imaginaire  , si  la  quantité  comprise 
sous  le  radical  est  négative  , c’est-à-dire,  si  l’on  a 
FD  > £“.  Il  faut  bien  remarquer  que  cette  condition» 
nécessaire  pour  qu’il  y ait  maximum  ou  minimum , sup- 
pose que  les  quantités  F , D sont  toujours  de  même 
signe.  Alors  la  quantité  Dha  -f-  2 Ehk  + Fie  ne  pourra 
changer  de  signe  ; et  comme  elle  se  réduit  à Dh 2,  lors- 
que k = o , il  faudra  pour  qu’elle  soit  positive , ou  qu’il 
y ait  minimum , que  D soit  positif  : il  y aura  maximum 
dans  le  cas  contraire. 

-* 

i35.  Pour  se  convaincre  à posteriori , que  lorsque 
les  conditions  qu’on  vient  de  trouver  seront  remplies  , 
l’ensemble  des  termes  du  second  ordre  de  la  série 
A _j_  Bh  -f-  Ck  + etc.  restera  toujours  de  même  signe , 
quels  que  soient  h et  k,  il  suffira  de  remarquer  que  le 
premier  membre  de  l’équation  du  second  degré  dont 
les  racines  sont 

h = — adz  [/  — (3*, 

ayant  la  forme 

(*  + *)*  + /*• 

est  la  somme  de  deux  quarrés , et  ne  peqt  parconsequent 
changer  c}e  signe.  En  faisant 

' Ek  {FD — E2)  fc* 

« = -sr*  . P1  — > 
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l’expression  de  h conduit  à 


— ^ (fl h*  + a Ehh  + Fk*) , 


et  l’on  voit  bien  maintenant  que  la  quantité 

flh 1 + aÈhk  + Fk* 

ne  peut  changer  de  signe  tant  que  FD  — £*  sera  une 

Ek 

quantité  positive  , puisque  le  quarré  de  h 4-  -jj  est  esj 

sentiellement  positif,  quels  que  soient  les  signes  de  h , 
et  de  k. 


Euler j dans  son  Calcul  différentiel,  n’indiqua  que 
la  nécessité  d’avoir  U et  F positifs  ou  négatifs  en  même 
temps  ; Lagrange  montra  le  piïmier  que  cette  condition 
n’était  pas  suffisante,  et  on  lui  doit  la  théorie  que  je 
viens  d’exposer. 


Si  les  coefficiens  du  second  ordre  s’anéantissaient  en 
même  temps  que  ceux  du  premier , il  n’y  aurait  maxi- 
mum ou  minimum  qu’autant  que  les  coefficiens  du  troi- 
sième disparaîtraient  aussi , et  que  les  termes  du  qua- 
trième ordre  formeraient  une  quantité  dont  le  signe 
ne  dépendrait  aucunement  de  h et  de  k.  La  considéra- 
tion des  facteurs  imaginaires  que  devrait  avoir  cette 
quantité  pour  satisfaire  à la  condition  demandée , mè- 
nerait à des  résultats  analogues  aux  précédens.  Au 
reste,  j’observerai  que  , quoi  qu’il  arrive  après  la  subs- 
titution des  valeurs  de  x et  dey,  relatives  au  maximum 
ou  au  minimum,  dans  u et  dans  ses  coefficiens  différen- 
tiels, il  faut  toujours  que  les  résultats  obtenus  par  la 


1 
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supposition  de  x zh.  h , y±k,  soient  tous  moindres  ou 
tous  plus  grands  que  u , et  que  les  diverses  méthodes 
propres  à faire  reconnaître  si  cela  a lieu , le  seront 
aussi  pour  s'assurer  de  l’existence  du  maximum  ou  du 
minimum.  t 

i36.  Pour  donner  un  exemple,  j’ai  choisi  la  question 
, suivante,  analogue  à celle  du  n°5o:  partager  la  quan- 
tité a en  trois  parties  , x , y , a — x — y , telles  que  U 
produit  xmy“(a — x — y)i>  soit  un  maximum. 


On  a alors 

* • 
u = xmyn  (a — x — y y 

^-=x’n—y(a — x—y)’’~'{ma — mx—my — px}  — o 
du 


=.r myn~'(a — x— yy~' '{na  — nx—ny — py}  =o; 


les  facteurs  ma — mx — my—px  et  na — nx — ny — py , 
étant  égales  à zéro,  donnent 


ma 


* 

a — x — ■ 


pa 


• m-q-n-j-p  ’ J m-f-u+P  * - J m-f-n-f-p’ 

Pour  savoir  si  ces  valeurs  appartiennent  en  effet  à un 
maximum,  on  les  substituera  dans  les  expressions  géné- 
rales de 

d*u  d*u  d“u 

dx‘  ‘ didy  * d_y*  ’ 

en  faisant  pour  abréger , m-\-n-\-p~q , on  trouvera 

0=-Cm+rt(f)“  (fj  (E.)- 

g mna  / ma\m~‘  / na  N n— ‘ / pa  1 

~ <7  \ <7  / \~q~  ) \~q~  ) 

(t r(?r. 
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Les  quantités  D et  F sont  négatives , et  on  s’assurera 
sans  peine  qu’elles  remplissent  la  condition  DF — £*> o , 
lorsque  les  exposans  m,  1 , p,  sont  positifs,  ainsi  on 
aura  obtenu  le  maximum  demandé. 

Notions  générales  sur  l’application  du 
Calcul  différentiel  à la  Théorie  des 
courbes  à double  courbure  et  des  sur - 
faces  courbes. 

îZy.  J’ai  donné  beaucoup  de  détails  gur  cette  Théo- 
rie, dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral;  on  y trouve  un  extrait  fort  étendu  des  re- 
cherches de  Monge , réunies  et  liées  avec  celles  qu’Euler 
et  plusieurs  autres  géomètres  ont  faites  sur  le  même 
sujet.  Ici  je  me  bornerai  aux  problèmes  les  plus  simple" 
sur  cette  matière. 

On  sait  ( Trig.  appendice ) que  deux  équations  primi- 
tives entre  trois  variables  , se  représentent  par  une 
courbe  à double  courbure,  tandis  qu’une  seule  égua-* 
tion  entre  trois  variables  appartient  à une  surface. 
Lorsqu’on  veut  appliquer  le  Calcul  différentiel  aux 
courbes  à double  courbure,  on  peut  les  considérer 
comme  les  limites  de  polygones  dont  trois  côtés  con- 
sécutifs ne  sauraient  être  dans  le  même  plan.  Le  pro- 
longement de  l’un  de  ces  côtés  donne  la  tangente  de 
même  que  dans  les  courbés  planes 

On  aura  facilement  les  équations  de  la  tangente  MT, 
33 -fië‘  33»  en  observant  que  ses  projections  sont  elles- 
mêmes  tangentes  à celles  de  la  courbe  XM\  et  comme 
il  suffit  de  connaître  deux  projections  de  cette  droite  , 
je  choisirai  celle  qui  se  trouve  sur  le  plan  des  x 
et  »,  et  celle  que.  contient  1»  plan  des  y et  z.  En 

désignant 


t 
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désignant  donc  par  x,  y et  s',  les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  de  la  tangente , celles  dû  point  M 
étant  toujours  x ,y  et  z , l’équation  de  la  droite  T"M', 
tangente  à la  projection  X"M" , sera 

et  celle  de  T'M" , tangente  à X"M" , sera 

v'  •>*:  • , '• 

= > 

Supposons  que  des  équations  des  courbes  X“M * et 
XaM"  on  ait  tiré  les  valeurs  de  y et  de  e en^x,  et 
qu’après  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions de  la  tangente  on  élimine  x,  on  aura  la  relation 
qui  doit  exister  entre  les  coordonnées  x!ty  et  2/  de  la 
tangente  TM , quelle  que  soit  la  position  du  point  M > 
et  parconséquent  l’ équation  de  la  surface  formée  par 
toutes  les  tangentes  de  la  courbe  XM.  On  reconnaîtra 
par  là  si  cette  courbe  est  plane  ou  non  ; car  dans  Je 
premier  cas  la  surface  dont  on  vient  de  parler  sera  né- 
cessairement un  plan,  et  dans  le  second  une  surface 
courbe.  - ' 

l38.  Deux  tangentes  consécutives  TM  et  tm,  déter- 
minent le  .plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutifs  , 
et  qu’on  nomme  plan  osculateur.  On  peut  trouver  «on 
1 équation  en  le  regardant  comme  passant  par  trois  points 
consécutifs  de  la  courbe  proposée  : soit  donc 

Ax'  -\-Bÿ  ~{-Ct! -+-0=0  son  équation  ( Trig.  eppertd.y 

il  faudra  qu’on  ait  d’abord  Ax  -\-By  -+-  Ci  -+■  DA=  o , 
puisqu’il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  x,  y et  z ; et  pour  que  les  deux  points  suivans 
s’y  trouvent  aussi,  il  faudra  de  plus  que  la  différentielle 
Cale.  dijf.  N 
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première  et  la  différentielle  seconde  de  son  équation , 
aient  lieu  en  même  temps  que  celles  des  équations  de 
la  courbe  proposée. 

On  pourrait  prendre  une  des  différentielles  àx , dj, 
ou  dz  pour  constante  (118);  mais  il  sera  plus  symé- 
trique de  les  traiter  toutes  comme  variables  en  même 
tenjps,  et  il  viendra 

Aàx  13 dy  + C<k=  o , Aàix  + Bfry  + Cd*z = o , 
d’où  on  tirera 


A dydJz — dzd*_y  B dzd“;c — dzd*z 

~C~  drd^y — dyd“x  ’ C dxd^y — dydax  * 

retranchant  l’équation 

Ax  -f  By  -f-  Cz  + D = o , 
de 

AA  + By  + Cz>  + D = o , 

mettant  ensuite  pour  et  ~ leurs  valeurs,  et  faisant 

disparaître  les  dénominateurs,  on  trouvera  le  résultat 
suivant  remarquable  par  sa  forme  , 


(V — x)  (d_ydaz  — dzday)  -f-  (y — y)  (dzd'x— drd“z) 
4-  (z'  — z)  (drday — dydax)  =so'. 

En  y substituant  pour  deux  quelconques  des  trois 
coordonnées  x,y,  z,  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
de  la  courbe  proposée  , on  aura  l’equation  du  plan 
osculateur,  particularisée  par  la  coordonnée  restante. 


i3g.  La  différentielle  de  l’arc  d’une  courbe  consi- 
dérée dans  l’espace  , a pour  expression 

V dx*  + dy“ -J-cz*  ; . . 
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cela  se  voit  évidemment  en  prenant  la  distance  des 
points  AI  et  m,  dont  les  coordonnées  respectives  sout 

x,y,  z,  x + dx  ,y  -f-  dj-,  et  s -f  dz. 

140.  Mener  une  normale  à une  courbe  considérée 
dans  l’espace  est  un  problebre  indéterminé,  car  il  existe 
un  nombre  inüni  de  droites,  qui  passant  par  le  point 
de  contact,  sont  en^me  temps  perpendiculaires  à la 
tangente  ; 1’ensembTe  de  ces  droites  forme  un  plan  per- 
pendiculaire à cette  tangente , et  qui  se  nomme  plan 
normal:  son  équation  sera  ( Trig.  appendice) 

ou  , j»  ' . * ; . ^ . 

* (x'— x)dx  + Cy-^-y)d^4-(s'— s)ds=0.  ‘ 

1 


141.  Soient  x ,y  et  z les  coordonnées,  d’un  point  M, 
fig.  34,  situé  sur  une  surface  courbe  quelconque;  on  f-ic.  34. 
pourra  regarder  l’ordonnée  M' M~z  comme  une  fonc- 
tion des  deux  abscisses  AP  — x et  PM'  — y.  Lorsque  x 
variant  seul , deviendra  x -f-  h , on  aura  pour  le  déve- 
loppement de  l’ordonnée  m'm  , prise  dans  la  section 
QMm  faite  par  un  plan  parallèle  à celui  des  x et  z et 
passant  par  le  point  proposé , la  sérié  , . , 


. d*  h . daz  h* 


z -f-  

« dît 


dx* 


1 .a 


d3z  h3  . , 
dx3  1 .a. 3 ' 


etc. 


Si  c’est  jy  qui  se  change  en  y -f-  A,  et  que  x demeure 
constant,  on^  obtiendra  l’ordonnée  n n , prise  dans  la 
section  PMn  faite  par  un  plan  parallèle  à celui  des  y ■. 
et  z et  passant  par  le  peint  proposé.  Le  développement 
de  cette  ordonnée  sera 


N a 


» 


< 
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daz  k*  , d3z  k3 


, dz  k 

Z + dy7^  ày 


1 .3  ' dy*  i .a. 3 


f-etc. 


En  faisant  varier  x et  y en  même  temps,  on  passera  da 
point  M à un  point  quelconque  N,  et  cela  de  deux  ma- 
nières différentes,  savoir,  en# substituant  y -f-  h au  lieu 
de  y dans  le  premier  développement  ci-dessus , ou 
bien  x -f-  h au  lieu  de  x dans  le  second.  Par  l’une  de 
ces  opérations  on  passe  de  l’onft%ée  mm  à l’ordon- 
née N' N , dans  la  section  pmN , et  par  l'autre  on  passe 
de  n'n  à N' N,  dans  la  section  qnN.  Il  est  évident  que 
ces  deux  sections  doivent  se  rencontrer  au  point  N,  sans 
quoi  la  surface  proposée  ne  serait  pas  continue  ; il  faut 
donc  que  les  résultats  rapportés  dans  les  no!  tai  et  îaa 

■ j 4.-  i.  < 4-  daz  daz  , , „ 

soient  identiques  : 1 équation  ^ ==  dÿdr  ’ a *afIue*'e 

tient  cette -circonstance , n’est  donc  que  l’expression  de. 
la  loi  de  continuité . 

Lorsque  dans  la  série 

t 

dz  , dz  , 

* + diA  + d^A 


^ a Vdor1 
- etc. 


A“-f-3 


dïd_y 


*+£*)  . 


qui  représente  le  développement  de  la  valeur  de  S, 
correspondante  à x -f-  h et  -f-  k,  on  cessera  de  re- 
garder les  quantités  h et  k comme  indépendantes  l’une 
de  l’autre , et  qu’on  établira  un  rapport  entr’elles , on 
fixera  la  direction  du  plan  mené  perpendiculairement 
à celui  des  x et  y , par  les  deux  points  M et  N,  car  » 


k 

h 


Il  II  m . ...  ...  , 

ï=Sv=tan§]' 
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II  suit  des  considérations  précédentes , et  de  ce  qui  a 
été  ditn°  127,  que  si  u r=o  représente  l’équation  d’une 
surface  courbe,  les  équations  différentielles 


du  dudz  du  du  de 

dx  dz  dx  °C^dy^*dzdy 


/ 

appartiendront  respectivement  aux  deux  sections  QMm 
et  PMn  ; la  coordonnée  y n’entrera  dans  la  première 
que  comme  une  constante  arbitraire , qui  détermine  la 
position  du  plan  coupant  : il  en  sera  de  même  de  la 
coordonnée,  x dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  con- 
fondre le  dz  de  l’une  de  ces  équations  avec  celui  de 
l'autre  : ces  deux  différentielles  ne  sont  que  partielles  , 
ainsi  qu’on  l’a  fait  remarquer  n°  120;  car  la  différen- 
tielle totale  , ou  l’ensemble  des  termes  du  premier 
ordre , a pour  expression 


** = È ** + aj;  dy =pAx + ity  > 

en  faisant  pour  abréger  ^ — p , *f-  Lorsqu’on 

a seulement  dz  = pdx,  le  dz  est  la  différentielle  de 
l’ordoünée  de  la  section  parallèle  au  plan  des  x et  z; 
semblablement  dz  = qày  est  celle  de  l'ordonnée  de  la 
section  parallèle  au  plan  des_y  et  z. 


Si  on  prend  dy  = stdx  , la  différentièllê  complète 
dz  = dx(p  -|-  aq) , appartiendra  à l’ordonnée  de  la  sec- 
tion faite  par  le  plan  M' MNIŸ , perpendiculaire  à celui 
des  x et  y , en  supposant  A"m'  =;  « ><  M'm!<  On  trou- 
vera des  choses  analogues,  en  prenant  successivement 
pour  ordonnées  chacune  des  variables  x et  y , et  en 
regardant  les  deux  autres  comme  les  abscisses. 


N 3 


K* 
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1 4a.  On  parvient  à l’équation  du  plan  tangent,  -en 
l’assujétissant  à passer  par  les  deux  droites  Ml'  et  Ml 
qtii  touchent  respectivement  les  sections  QMm  et  PMn, 
au  point  M ( Compl.  des  Élém.  de  Géom.  ).  Les  fonc- 
tions ^ et  étant  les  coefficiens  différentiels  de  l’or- 

ax  ' djr 

donnée  z , considérée  successivement  dans  chacune 
de  ces  sections  , et  les  droites  MT  et  Ml  étant  de  plus 
parallèles  aux  plans  des  x et  z et  des  .y  et  z,  il  est  aisé 
de  voir  que  les  équations  de  MT  seront 

z — z = 5^(x— J?),  y—y  = o, 

et  que  celles  de  Mt  seront 

/ dz  f f t 

z—z=—(^y—y^)  x—  x = 6. 

Maintenant  si  on  représente  l’équation  du  plan  tangent 
par 

z'  — z = A{ x' — x)  + B {y' —y) , 

il  est  évident  que  cette  équation  doit  s’accorder  avec 
les  précédentes  , et  pour  cela  il  faut  qu’en  y faisant 

successivement  y'  — y = o et  A — x — o , on  trouve 

• 

t dz  . » . • dz  . » . 

• 

mais  elle  donne  par  ces  suppositions 

z'  — z~A  (a/  — x ) et  z' — z-xz.B{ÿ — y)  : 
on  'en  conclura  donc  , 


dz  dz 

A=d *=dÿ=*» 
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et  parconséquent 

z'  — z =p  (x'  — x)  + q £/  — y) . 

On  pourrait  craindre  que  le  plan  tangent  déterminé , 
comme  on  vient  de  le  voir , ne  touchât  la  surface  pro- 
posée que  -sur  les  deux  sections  que  l’on  a considérées  : 
mais  en  différentiant  son  équation  par  rapport  à x'  et 
à y seuls , on  aura  d z'  = pcLr'  4-  qày,  ce  qui  prouva 
que  lorsqu’on  prendra  dx  r=s  dx'  et  dy  = dy'  , on 
aura  da  = da'  , et  que  parconséquent  les-  points  de 
la  surface  proposée , qui  environnent  immédiatement  le 
point  M,  coïncident  tous  avec  ceux  du  plan  tangent, 
tant  qu’on  n’a  égard  qu’aux  quantités  du  premier  ordre. 
Il  suit  de  là  qu’un  plan  quelconque  , mené  par  le 
point  M , coupe  la  surface  proposée  dans  une  courbe 
qui  a deux  points  communs  avec  le  plan  tangent,  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose  , a pour  tangente  l’intersec- 
tion de  ce  plan  avec  le  plan  coupant  (67). 

i43*  La  normale  à une  surface , étant  perpendicu- 
laire au  plan  tangent , a pour  équations  ( Trig.  append.  ) 

x'  — x + p(n' — :&)  = o, 
y'  —y  +q(z'  — z)  = o. 

On  parvient  encore  à ces  équations,  en  observant  que 
la  normale  est  la  plus  courte  ligne  qu’on  puisse  mener 
d’un  point  quelconque  à cette  surface  ; car  si  a/,  y",  z', 
désignent  les  coordonnées  de  ce  point , la  distance  an 
point  de  la  surface  proposée  dont  les  coordonnées 
sont  x,y,z,  aura  pour  expression  ’ ‘ " • 

VV* — + <y  — y y + c * )* , 

et  à cause  de  la  dépendance  de  z , sera  seulement  fonc- 
• tion  de  x et  dej,  lorsqu’on  regardera  comme  inconnu 

N 4 


300  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

le  point  où  la  normale  doit  rencontrer  la  surface  pro- 
posée. En  dilTérentiant  dans  cette  hypothèse  (i33) 
pour  trouver  Je  minimum  de  l’expression , on  obtiendra 

( x ' — x ) dx  -f-  ( z'  — a)ds  = o 

(/  — y)dy  + (*'— *)d2.=o„ 

résultat  qui  devient  semblable  au  précédent , lorsque 
l’on  met  successivement  pdx  et  qày  pour  ds. 

r ' 

1 44-  H convient  de  remarquer  que  lorsqu’on  cherche 
le  maximum  ou  le  minimum  d’une  fonction  de  z,  dé- 
pendante de  x et  dey  , on  établit  que  le  plan  tangent 
à la  surface  qui  représente  cette  équation  est  parallèle 
au  plan  des  x,  y , puisqu'on  fait  en  même  temps 
dz  , dz 

dx  ° * 3ÿ 

a vu  n®’  i33  et  i34- 


= o , circonstance  analogue  à ce  qu’on 


Digitized  by  Google 


TRAITE  ELEMENTAIRE 

DE  i 

r . . » ....  . 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

• « 

» ' t - 

; ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


SECONDE  PARTIE. 

« . 

CALCUL  INTÉGRAL. 


De  l' intégration  des fonctions  rationnelles 
d'une  seule  'variable. 

• . , . 'i 

i45.  Ije  Calcul  intégral  est  l’inverse  du  Calcnl 
différentiel  ; il  a pour  |^t  de  remonter  des  coefficiens 
différentiels  aux  fonctions  dont  ils  dérivent.  L’expo- 
sition des  principes  de  ce  Calcul  présente  des  divi- 
sions analogues  à celles  qu’offre  le  Caleul  différentiel. 
Il  peut  arriver  que  la  composition  des  coefficiens  diffé- 
rentiels de  la  fonction  cherchée  soit  donnée  immédia- 
tement par  les  variables  indépendantes,  ou  qu’on  ait 
seulement  une  équation  entre  quelques-uns  de  ces 
cofefficiens  et  une  ou  plusieurs  des  variables  : le  .pre-i 
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mier  cas  étant  le  plus  simple , c'est  celui  qu’il  convient 
de  traiter  d’abord.  > - 

Lorsque  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre 

d’une  fonction  de  x est  donné  en  x , on  a ^ =X.ou 

dx 

dy=Xdx;  la  fonction  cherchée  est  donc  celle  dont 
la  différentielle  est  Xdx  ; et  on  l’indique  comme  il  suit  : 
y —fX dx,  la  caractéristique  / étant  l’inverse  de  la 
caractéristique  d (*).  Pour  trouver  cette  fonction,  il 
faut  renverser  les  règles  de  la  différentiation;  mais 
afin  de  procéder  avec  ordre,  je  m’occuperai  succes- 
sivement des  différentes  formes  que  peut  avoir  la  fonc- 
tion donnée  X , et  qui  se  classent  ainsi  qu’il  suit  : 
fonctions  rationnelles , 

Axm+£x*+Cxr+.  U 

Axm-f-ffxn-f-  CxP-f- JJ 

A,x'»'+B,x*'+Cxf'+ 

fonctions  irrationnelles  . 


vr*, 

fonctions  transcendantes , 

f(t/,lt/),  f(U,  sin  F") , etc. 


(*)  La  lettre  f a été  employée  ptoAcux  qui  ont  écrit  les  pre- 
miers sur  Je  Calcul  intégral , comme  Imitiale  du  mot  fomme , parce- 
que , suivant  les  idées  de  Leibnitz , les  différentielles  représentant  les 
accroisscmcns  infiniment  petits  des  variables,  il  s'ensuit  qu'une  va- 
riable quelconque  est  la  somme  du  nombre  infini  d'accroissemens 
qu'elle  a reçus  depuis  son  origine  jusqu'au  moment  où  on  la  con- 
sidère \ et  c’est  pour  cela  qu’ils  ont  donné  à la  fonction  que  nous  ap- 
pelons primitive  le  nom  d 'Intégrale , comme  étant  le  résultat  de 
l’agrégation  de  toutes  les  différentielles  : ces  dénominations  étant  bien 
entendues,  on  peut  se  servir  indifféremment  de  l’une  ou  de 
l'autre. 
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146-  La  différentielle  de  Axm-\-B  étant  mAxm~'àx , 

on  en  conclura  que  l’intégrale  de  nx"dx  est  ^ ^ -f-  B , 

car  en  comparant  flx"dx  avec  mAxm~'Ax , on  a 
. - • 

. . a a 

m — 1 = n , et  mA  — a ou  A — — — — ■ — . 

m n-(-i 

Il  résulte  de  cet  exemple,  que  lorsque 
dy  — ax^dx  . y = — ■ )-  B , 

j j n _j_  j 

c’est-à-dire  , que  pour  intégrer  la  différentielle  monome 
ax"dx , il  faut  augmenter  l’exposant  de  la  variable 
d’une  unité,  puis  diviser  par  le  nouvel  exposant  et 
par  dx. 


La  constante  B est  arbitraire  (8).  On  peut  lui  donner 
une  forme  semblable  à celle  du  premier  terme  •,  car  si 
on  désigne  par  b la  valeur  de  x,  qui  rend  la  fonction^ 

ab"+ ' ' 

nulle,  on  aura  — |-j5=o,  d’où  Bz 


n -f-  1 
et  parconséquent 

afx""1"1  — 

,y  = — rr 1 — 


n -f-  1 * 


résultat  qui  ne  diffère  du  précédent  que  dans  la  forme 
qu’on  a donnée  à la  constante. 

147.  Avant  d’aller  plus  loin,  il  est  à propos  d’exa- 
miner un  eas  particulier  dans  lequel  la  valeur  de  y 

trouvée  ci-dessus  devient  c’est  celui  où  n=—  1 , 
car  on  a alors 


a (x®  — i°) 
o 


c(i— 0 

O 


I 
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Pour  trouver  la  vraie  valeur  de  cette  fonction  , fl  faut 
recourir  à la  règle  du  n°  5a  ; et  comme  on  a vu 

par  cette  règle , page  ?3 , que  — se  réduisait  à 

la — lé,  flans  la  supposition  de  x = o,  on  aura 
dajis  l’exemple  actuel , en  changeant  les  lettres  con- 
nablement,  _y=a(lr — lé)  ; mais  lorsque  n = — i , 

on  a dy  —ux~'dx  : donc  dy  = donne 

y —a  (Le  — lé)  ou  y'  = alx-f-2?- 


On  aurait  conclu  la  même  chose  du  n°  27 , puisque 

(Jj;  • * 

par  ce  numéro,  l’on  adlx=£— . L’exception  que 


x 


présente  ici  la  règle  du  n°  146 , tient  à l’impossibilité 
d’exprimer  la  transcendante  lx  en  un  nombre  Uni  de 
. termes  algébriques. 

Toute  la  difficulté  de  l’intégration  des  fonctions  d’une 
Seule  variable  .ne  Consiste  plus  que  dans  la  recherche 
des  transformations  propres  à réduire  les  fonctions  pro- 
posées à un  ou  plusieurs  monomes , à chacun  desquels 
on  puisse  appliquer  la.  règle  du  n°  précédent. 

148.  Il  est  d’abord  évident  que 

. dy  = axmdx  -f-  bx"àx  -j-  cxpàx 


donne 


3 p+i 


Je  n’ajoute  qu’une  constante  arbitraire  , car  il  est  aisé 
de  voir  que  si  on  en  ajoutait  une  pour  chaque  monome, 
elles  n’équivaudraient  toutes  ensemble  qu’à  une  seule  , 
qui  serait  égale  à leur  somme. 
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En  général,  puisqu'on  a vu,  n°  10,  que 

» , 

d (u  + v — w)  = du  -f-  dv — dw  , 

on  en  doit  conclure  que  m ' - 

/(du  -}-dv — dw)  =/du-f-  /dv — fdw, 

V ‘ '|  ' t ' 

et  que 

- . 

f(Pdx  -f-  Qdx — iîcLr)  —fPdx-\-fQdx — fRdx. 


Je  ferai  remarquer  dès  ce  moment  une  conséquence 
de  cette  règle,  qui  sera  fort  utile  dans  la  suite.  En 
intégrant  à part  chaque  terme  de  la  différentielle 
d.uv=udv-f7  vdu(i  1) , il  vient  uv  = fvdu  -f-  /udv,  ce 
qui  donne  relation  entre  les  fonctions  primitives  des 
différentielles  udv,  vdu,  ensorte  que  l’une  étant  con- 
nue , l’autre  l’est  aussi  : on  a , par  exemple  , 
fudv  — uv — fvdu.  La  différentielle 

,'vt>  y\r 


^ u du 

‘ y v 


dv 

■“^.0*0. 


donnera  de  même 


u fdu  P dv 

z-J  v~J  uv> 


d’où  on  tirera 


■>*  «u  i- 


:ti 

à 


7V#t 


/’  dv  u , f* du 

U v*  v+J  v ‘ 


. ^ 4-  -rp 

Il  est  bon  d’observer  que  ce  résultat  n’est  qu’une 
conséquence  du  précédent  ; car  en  substituant  dans  la 

.valeur  de  /u dv,  trouvée  ci-dessus,  — au  lieu  cle  dv, 
< vu  * 


aoS 
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ce  qui  revient  à changer  v en  — -,  puisque 

— = v~*du  =z  — d.v~l  — — d . - . 
v*  > v 


en  aura 


/dv  u Cda 

U v*  V J V 


Il  suit  de  ce  que  d.au  — adu,  que  faXdx=a/Xdx , 
et  qu'on  peut  faire  sortir  du  signe  / la  constante- a.', 

x4g.  Si  on  sé  donnait  dy'  = {ao;-f-i)'"dj;,  on  dé- 
velopperait la  puissance  indiquée  , .et  on  intégrerait 
chaque  monome  qui  résulterait  de  cette  opération  ; mais 
il  est  bon  d’observer  qu’on  peut  arriver  au  résultat  sans 
effectuer  le  développement.  Il  suffit  de  faire  ax-\~b=  z, 

ce  qui  donne  x—Z  dx  ==  — ; substituant  dansl’ex- 

^ a a 


pression  de  d_y , on  trouve  dy  : 


Z'“d3 


etparconséquent 


y 4-  D.  Mettant  pour  a sa  valeur,  on 

J a(m+  i)  • 

aura  donc,  lorsque  , 

' 4 »,  i v. 

Si  on  avait  dy  — (ar*  + i)mx"— 'dx,  latransfornia- 
tion  réussirait  encore  , car  en  posant  axn  -f-  b — z,  il 
en  résulterait  ncLC"-ldx'  x=  dz , d’oli  ^ 

“dz  '*  sm+I  , _ 

et  y = — — ; — r -h  B , 

71/1  “ 


’dj  =— , dj' 
na  i 


naÇm- j-i) 


ce  qui  donne , lorsque 

■ , V.  (axn  4-  i)m4'1  , „ 

y—  naÇril+l)  + *•" 
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i5o.  Je  passe  aux  fonctions  fractionnaires,  et  pour 
commencer  par  le  cas  le  plus  simple  , je  suppose  qu’on 

àjx  dy=  ; en  faisant  ax-\ -bz=zz,  on  trouve 


x = 


, âz 

QXZZZ, — , 

a 


et  par  conséquent 


dv  - . 

J a^'z"  ’ 

développant  la  puissance  ( z — b'" ),  multipliant  le  ré- 
sultat par  dz  et  divisant  après  par  s",  on  aura  une  suite 
de  idonemes  à intégrer. 

Prenons  pour  êxemplé  le  cas  où  m — 3 et  n = 2 ; 
il  viendra 


dy — — ^ — 3tdz-j-3h’z  ‘dz — h3z— *dz]: 

î- . ’ - v " : • 

en  appliquant  à chacun  de  ces  monomes  la  règle  géné- 
rale , il  en  résultera 

y = 3*z  + 3Mz  + i3z-“]  +B. 

_ • ».  r » v 

On  remettra  ensuite  pour  z sa  valeur,  et  l’on  aura  enfin, 
lorsque  . dy=_Ty 

IKux+i)»— 3b(ax+b)+3fr\^+b)+1ri('ax+b-)-'']+B. 

On  construirait  sans  peine  la  formule  générale  ; et 
si  on  avait 


ày 


^x°di  -f-  Bxfàx  -f  CxtAx. 

rt1,  , ' (ax  + éj™ 
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on  l’écrirait  comme  il  suit 


ày-. 


Ax"  dx 


ZfxMx 


Cx*  dx 


'(ax  + bp^iax+by*^  (ax  + b)" 


et  on  opérerait  sur  chaque  terme  en  particulier,  comme 
je  viens  de  le  faire  sur  le  premier. 

i5i.  Les  ditFérentielles  fractionnaires  et  rationnelles 
sont  en  général  de  la  forme 

(Aa :m  + Bx r*  Cx’’ . . . . ) dx 

A'x”'  + ffi*  + Cxr’  ’ 

que  pour  abréger  je  représenterai  par  —p?~-  fl  faut 

d’abord  observer  que  l’exposant  de  x dans  le  numéra- 
teur peut  être  supposé  moindre  que  dans  le  dénomir 
nateur , car  si  cela  n’était  pas , en  divisant  U par  V , et 
nommant  q le  quotient  de  cette  division  et  R le  reste, 

. , . rVàx  p Rdx  ■;  , 

il  viendrait  J -pr-  — J <^d,r  -f- J ~pr~>  mais  Ç étant 

une  fonction  rationnelle  et  entière.,  /ÇAr  s’obtien- 
drait par  l’application  immédiate  de  la  règle  du  n°  î^G, 

et  il  ne  resterait  plus  à trouver  que  J -- , formule 

dans  laquelle  la  fonction  R est  par  rapport  à x d’up 
degré  moins  élevé  que  la  fonction  V.  La  forme  la  plus 

générale  que  puisse  avoir  la  fraction  sera  donc 

( Axn  1 -f  Bxr-+  -f-  Cx"-1 (-r)dx 

x*  + A' x"~l  -je  tfx^+Cx*-?..  . . -f  7*  :rj 

La  méthode  générale  pour  intégrer  les  différentielles 
exprimées  par  des  fractions  rationnelles  , consiste  à 
les  décomposer  en  • d’autres-  dont  les  dénominateurs 

soient 
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soient  pins  simples,  qu’on  désigne  sous  le  nom  de  frac- 
tions partielles , et  qu’on  obtient  comme  il  suit  : 

En  égalant  à zéro  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée  , on  formera  l'équation 

x"  -f-  A'xn~l  + ffxT* + T'r=z  o , 

et  concevant  qu’on  ait  déterminé  les  diverses  racines 
de  cette  équation  , on  les  représentera  par 

— a,  — a',  —a",  — a",  etc. 

en  supposant  qu’elles  soient  toutes  inégales  -,  par  ce 
moyen , le  premier  membre  de  l’équation  ci-dessus , ou 
le  dénominateur  de  la  fraction  proposée  , sera  mis  sous 
la  forme  d'un  produit  de  n facteurs 

x-fra,  x-\-a',  x-f •a",  x-fa",  etc. 

Cela  fait , on  regardera  la  fraction  proposée  comme 
la  somme  des  fractions 

N TS'  A'" 

x -f-  a ’ x-f-n/  ’ x 4 -rf  ’ C*C’ 

ayant  pour  dénominateurs  les  facteurs  du  dénominateur 
de  la  proposée  et  pour  numérateurs  des  constantes  in- 
déterminées. 

Je  suppose  , pour  fixer  les  idées  , que  la  différentielle 
à intégrer  soit  celle-ci 

( Ax*-i-  7?r  -f-  C)dx 
et  qu’on  ait  trouvé 

x5  + j' + Vx*  C-  (x+ a)  (x.-f  a’  ) (*  )• 

Cale,  intégr.  : O 
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En  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions 


A’dx  A”dx  A’"dx 

x-f-a’  x-j-a'  ’ x -f- a"  * 

et  en  les  ajoutant  il  viendra 

AT(x-|- a')  (x+a")+A’'  (r+a)  (x-f-a*) + Ar"(x+a)  (x+ai  ) . 

(x-f  a)  (x-j-a')  (x-j-a")  ’ 

le  dénominateur  sera  le  même  que  celui  de  la  proposée, 
et  le  numérateur  sera  nécessairement  une  fonction  du 
degré  inférieur  à celui  du  numérateur,  c’est-à-dire,  du 
second  degré.  En  développant,  on  a en  effet 

I]  (Ar-j- A'-j- A")  x*-)-(N(a'  -f-a'  )-j-A-'(a  -f  a")  -f  A"  (a  -j-  a')  ) x 
-|-Ara,a''-f-A,aa"-j-Ar‘'ea'J  dx. 

Cette  fonction  étant  comparée  avec  le  numérateur  de 
la  fraction  proposée , donne  les  trois  équations, 

A-f  N'+N'^A, 

AT(«'  +a',)-j-A'(a  + a")  +AT"(a+a')=5 

Na' a + N'aa"  -j-  N"aa  — C,  , 


qui  ne  sont  que  du  premier  degré , par  rapport  aux 
indéterminées  N,  N'  et  A";  et  lorsqu’elles  seront  ré- 
solues , on  aura 


( Ax*  -j-  Bx  -f-  C)  dx Ardx  Ar'  dx  Ar"  dx 

xJ-f -A!  x?-\-  B'x-j-C'  x+a  x -f-a/  x -j-a" 


En  faisant  x -f-  a=z , on  verra  que  la  différentielle 

Adx  r Ardz  _ . . , _rl 

se  transforme  en  et  a pour  intégrale  A Iz , 

x-j-a  2 

ou  A:1  (x  + a).  On  trouvera  de  même  que 


ATdx 

t-j-a' 


A'ICx+o') , f = Ar"l(x-f  a")  ; 


Digitizedby  Goegle 


ni  i 


DE  CALCUL  INTÉGRAL, 
et  on  aura  parconséquent 


r(Ax*  + Bx+C)dv 
J xs+A'x*+B'x+C 

— NI  (x+a)  -f-A'l(x-f-a')  -fA"l(x-fa*)  + consU 
= 1 [(x+a)A(x+(i,)^''C^+a")Ar"]  -f canst. 

Ce  procédé , qu’il  est  facile  d’étendre  à la  formule 
générale  citée  au  commencement  de  l’article,  montre 
que  l’intégration  des  fractions  rationnelles  n’a , dans  le 
c*s  où  leur  dénominateur  se  décompose  en  facteurs 
réels  et  inégaux,  d’autre  difficulté  que  cette  décom- 
position , qui  revient  à la*  résolution  numérique  des 
équations. 


i5n.  Ce  qui  précède  suppose  que  tous  les  facteurs 
du  dénominateur  de  la  fraction  proposée  soient  iné- 
gaux ; car  dans  le  cas  contraire , la  décomposition  de 
cette  fraction  ne  pourra  plus  avoir  lieu  dans  la  forme 


indiquée  : on  le  voit  immédiatement  sur  . qu’on 

(x+a)*’  H 

. , N -,  N' 

ne  saurait  représenter  par  — — - -} — — — , puisque  ces 

OC  X ‘ 7 "CL 

n,n, 

deux  fractions  n’.en  forment  qu’une  seule  — - — . 

x-f-o 


Si  le  dénominateur  x*-f -A'x^~'-\-  B'x*~* .... 
delà  fraction  proposée,  renferme  un  facteur  (x-fa)r, 
il  faudra  prendre  pour  ce  facteur  une  fraction  partielle 
de  la  forme 


(PxP—  + QxJ~'  -J-Tîxr-3 . . . -f  K)dx 
(x  + a)e  ’ 


on  déterminera  les  coefficiens  de  son  numérateur  en 
la  réduisant  au  même  dénominateur  avec  les  autres  frac- 

O a 


a 


a la  traité  élémentaire 
tions  partielles,  et  en  comparant  la  somme  des  numé- 
rateurs avec  celui  de  la  proposée  ( i5i  ). 

On  intégrerait  ensuite  , par  la  règle  du  n°  1 5o  ; mais 
il  est  facile  devoir  que  l’on  peut  substituer  à la  fraction 

( Px*-'  4-  Qxf + Y ) dx 

* . . (*  + «)' 

l’expression 

Ardx  A7'dx  . A7"d c A~---dx 

(a'+ü)'  + (x-f-a)'’-,  + (rfû)i’-s'  ’ - + x + a * 

car  en  réduisant  tous  les  fermes  de  celle-ci  au  même 
dénominateur  , le  numérateur  qu’on  obtiendra  sera 
de  la  même  forme  que  celui  de  la  première.  Cela  posé, 
•oit  j il  viendra 

Ç A7dx  __  rNàz_Nz-r+l_  N 

J (•£-+ zP  ~~  i— P ~ (.i—p)  (x+ay~1’ 

on  trouvera  de  même 


f, 


N'Ax 


N' 


(x+a)?—  (2— p)  (x+a.y- 


et  ainsi  des  autres  : toutes  ces  intégrales  seront  algé- 
briques , la  dernière  seule , — 1 — — , renfermera  un 


logarithme. 


x-j-a 


i53.  Si  les  valeurs  de  a,  a',  a",  etc.  étaient  ima- 
ginaires , elles  introduiraient  des  expressions  de  cette 
nature  dans  les  numérateurs  des  fractions  partielles  : on 
pourrait  à la  vérité  faire  disparaître  les  imaginaires; 
mais  cela  compliquerait  le  calcul , et  on  évite  cette  diffi- 
culté en  ne  décomposant  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée  qu’en  facteurs  réels,  soit  du  premier,  soit  du 
•ècond  degfé , ce  qui  est  toujours  possible  (Compl.  des 
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Elém.  d'Alg.  27).  Les  facteurs  du  second  degré,  qui 
contiennent  des  racines  imaginaires,  peuvent  être  re- 
présentés par 

X2  -f-  20X  -f  et.2  + /S*  ; 

et  s’il  s’en  trouve  plusieurs  qui  soient  égaux  , le  déno- 
minateur de  la  fraction  proposée  aura  des  facteurs  de 
la  forme 

Au  facteur  simple  correspondra 

une  fraction  partielle  de  la  forme 

(Kx  + L)dx 

x2  -fraser  -fr  et2  -{-  ’ 

«t  aux  facteurs  de  la  seconde  espèce , la  fraction 

jQ'x^-'+E'x^-2. , . + Y')dx 
{x2  -fr  3*r  -j-  «Ca  -fr  ’ 

mais  pour  faciliter  l'intégration , et  par  analogie  avec 
les  formules  du  n°  précédent,  on  substitue  à cette  der- 
nière , l’expression  suivante  : 

(Kx+L)dx  (K'x+L')àx 

»)»■ + (x2+a*x+<t2+{:,2y-‘ 
(K^-x  + Lm-)dx 

Xa-fr2e tX+<t2+02  ‘ 

Les  coelïiciens  des  numérateurs  pourront  se  déterminer 
ainsi  qu’on  l’a  indiqué  dans  les  n*‘  i5i,  r5a. 

Pour  intégrer  la  fraction 

(^Kx+L^Çx 

X2  2*X  -+-ct2  -\-  &*  * 

on  observera  que 

. x2+2tt+,*2+p==Çz+«y-kP; 

05 


si  4 TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

on  fera 

x -f-  a.  — z, 

il  viendra 


(Kx+L)dx  (Kz-\-L — Ko)  dz (Kz-{-Lt)dz 

(x+*y+P~  z'  + P ' 


en  prenant 
Mais 


L — Ka  — L,. 
(Kz+Lt)  dz  Kz dz 


zm+P 


Z,,dz 


la  première  partie  du  second  membre  de  l’équation 
ci-dessus  est  intégrable;  car  en  faisant  z*-j ~&2  = u, 

on  a zdz=^,  ce  qui  donne 


C~ t=-  f—=K.~lu  = Kl \/z*+£\ 

J z*+p  a J u 2 ^ 

Quant  à la  seconde  partie,  si  on  y fait  z = on 
la  change  en 

Lxdz  L , du  _ 

za-f -&~~T  nJ-)-i  ’ 

mais  on  a vu,  n®  35,  que  — est  la  différentiel!» 
de  l’arc  dont  la  tàng  xz  u : donc 

fhl arc  (tang  = u)  + const. 

J $u'+ } /S  A 6 

= T-j  arc  ^tang=  + const.  ; 
réunissant  ces  deux  résultats , on  obtiendra 
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ai5 


/ (A^>-~  = Kl  v'z'+r-t-  J™  (tanS = \ ) 

-f-  const. 

11  est  bon  de  remarquer  que  l’arc  dont  la  tangente  est  î 


a pour  sinus 


, . pour  cosmus  , 

\/z?+l 3a  l/zH-Æ* 

cette  considération  offre  le  moyen  de  présenter  l’inté- 
grale proposée  sous  plusieurs  formes , en  désignant  l’arc 
par  son  sinus  ou  par  son  cosinus. 

Lorsqu’on  remet  pour  z sa  valeur , on  trouve 


car 


f: 


(Kx-\-L)àx 

a?+i*x+S+J'  = COnSU 


-bKl\/ ■ K* axe  ^tang=?^-^J 


Pour  intégrer  la  différentielle 


(Kx  + L)àx 

on  fera  d’abord  x-f-et  — z et  L — Kn—Lt)  par  ce 

, 1 » C (Kz.+Z,,)dz 

moyen  on  n aura  plus  a trouver  que  J ■ ^ , 

peut  s’écrire  ainsi  : 


dz 


(z>+isy 


La  première  partie  est  intégrable  immédiatement  ; 
et  cela  se  voit  en  faisant  puisqu’on  at 

sds  = — , 
s 
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d’où  l’on  tire 


/ 


zd  z 


K ràu /fu-’4" 

2 J ut  2(1  — q ) ’ 


et  quant  à la  seconde  partie  , on  fait  dépendre  son 

dz 

intégration  de  celle  de  la  formule  - — — ■■  ■ ^ -7  , dans 

t ^ “t“  “ y 

laquelle  l’exposant  du  dénominateur  est  moindre  d’une 
unité. 


i54-  En  effet  si  on  pose  l’équation 

l 

d z Gz 


h 


(z»+0 


b^+"/c 


dz 

IF+Fÿ^ 


G et  H étant  deux  constantes  indéterminées  , qu’on 
prenne  les  différentielles  de  chaque  membre , et  qu’on 
réduise  au  même  dénominateur  tous  les  termes  du  ré- 
sultat , on  pourra  supprimer  ce  dénomihateur  , ainsi 
que  le  facteur  commun  dz  ; il  ■viendra 

1 = G (zs -{-$*)  — 2 (q — 1 ) Gzî-f-/f(z1-f-/S1); 

puis  en  comparant  les  termes  semblables,  on  formera 
deux  équations, 

iz=Gp  + m\  G — 2(9  — 1 ) G H—o  t 
lesquelles  donneront 

r tt  . 

on  aura  parconséquent 


+ 


r d*— =/ 1 

J l**-hP¥  — 

(317  — 3)  G dz 1 

(2 q-2)pj  (z'+py-' y 


2 ) 1 
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Cette  formule  donne  le  moyen  d’abaisser  jusqu’au 
premier  degré  la  puissance  du  dénominateur  de  la  dif- 
férentielle proposée  ; car  si  on  met  <7  — 1 à la  place 
de  q , on  trouvera 

I 

/’  dz  1 a 

~ ( aq  - 4)  P C ** ■ + P)«- 
(aq— 5)  r dz 
^(aq— 4)/3aJ  (*»  + £“ J*-*’ 

substituant  cette  valeur  dans  la  même  équation  (a) , il 
en  résultera 

/dz  fi  -s 

(a»4-|g»)»  “ 1 (aqf  — a )|8* - + 18*  )*“' 

. i.(2t?—5)  ^ 

"^(aq  — a)(aq  — 4)0*'  (za  + 

, (a?  — 5)Q<7  — 5)  T dz  , 

+ (aq-aXaq-4)/3V  (z* + &)'-*'  " */  * 

On  obtiendra  de  même  la  valeur  de ^ j~~*  ► 

en  changeant  q en  q — a ; si  on  remet  ensuite  cette 
valeur  dans  l’équation  ( b ) , on  aura 

r dg  t ( 1 * 

J ( z“  + )»  1 1 ( aq—  a )>*  ■ (*=*  -f- 

■ »-(aq  — 5)  z ") 

"**  (aq  — aj  (2 q— 4)/34  ' (za  + I 

. L.(aq^5),(aq-5).  ' » f , » 

(aq— a)(aq—  4)(aq-^-6)iP  ' (za-f-/S*)v-3f  ' ■ 

(sq— 5)(aq — 5)(aq — 7)  /»  dis'  I 

* (aq— a)(aq—4)(aq— S)(S6J 
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Si  on  déduisait  encore  de  l’équation  (a)  la  valeur  der 


/— — — r — j , on  aurait  une  nouvelle  valeur  de 

(z1  » 

/ ’ qui  dépendrait  de/ • En  con*' 
tinuant  d’opérer  ainsi , on  formera  une  suite,  qu’il  faudra 

f*  ds  • 

borner  au  terme  / ; car  le  terme  suivant,  af- 

J * -f-  p 

/►  1 

7— — , , , aurait  uu  coefficient  inGni.  On 

(s  +P  )° 


peut  s’en  assurer  en  faisant  successivement  q = a , et 
q = 3 , dans  les  équations  (è)  et  (c)  ; et  il  est  aisé  de 
sentir  à quoi  tient  cette  circonstance;  car  si  l’on  pou- 
vait arriver  jusqu’au  terme  dont  je  viens  de  parler, 
on  aurait  algébriquement  l’intégrale  de  la  fraction  pro- 
posée , puisque 


’ > 


dz 

(z*-f  py 


On  voit  ici  l’origine  d’une  méthode  d’intégration  qui 
est  aussi  féconde  qu’élégante  ; c’est  celle  par  laquelle 
on  passe  d’une  intégrale  à une  autre  : je  la  dévelop- 
perai par  la  suite  d’une  manière  plus  générale. 


En  rapprochant  les  résultats  des  n°s  précéd. , on  re- 
marquera sans  doute , que  les  différentielles  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  de  fractions  rationnelles,  peuvent 
toujours  s’intégrer,  soit  algébriquement  , soit  par  le 
moyen  des  logarithmes  ou  des  arcs  de  cercle , et  qu’il 
n’est  besoin  pour  les  préparer , que  de  les  décomposer 
en  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  des  binômes 
ou  des  trinômes.  Je  n’ai  encore  indiqué  pour  cette 
opération  que  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés , 
parceque  c’est  celle  qui  se  présente  la  première  ; mai* 
Voici  plusieurs  procédés  qui  exigent  moins  de  calcul. 
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i55.  Je  reprends  la  fraction  Soit  i + a un  des 

Facteurs  inégaux  du  dénominateur  V , ensorte  qu’on 
ait  V — ( x -f-  g ) Q , Q ne  contenant  pas  x -f-  a ; si 
U A P 


fait  ■ 


P étant  une  fonction  indé- 


r~~ q’ 

terminée  de  x , mais  dans  laquelle  cette  quantité  n’entre 
point  comme  diviseur  , on  aura  U =AQ  -f-  P(x  -f-a)  , 

d’où  on  tirera  P=— ^2.  Comme  P doit  être  une 

x + a 

fonction  entière  par  rapport  à x , il  faut  que  la  quantité 
U — A q , qui  est  aussi  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  x,  soit  divisible  par  x -f-  a,  ou  , ce  qui  est  la 
même  chose , s’évanouisse  lorsqu’on  mettra  au  lieu  de  x, 
la  valeur  — a que  donne  le  facteur  x -f-  a égalé  à zéro  : 
désignant  donc  par  u et  par  q , ce  que  deviennent  U 
et  q après  cette  substitution  qui  ne  change  rien  à^la 
yaleur  de  l’indéterminée  A , puisqu’elle  est  indépen- 
dante de  x,  U viendra  u — Aq  = o,  et  parconsé- 

quent^  = 

Le  facteur  Q se  trouve  en  divisant  V par  x -f*  a ; 
mais  sa  valeur  q , relative  à la  supposition  de  x -f-  a , 
s’obtient  immédiatement  en  différentiant  l’équation 
V^=(x+a)  q , car  il  vient 


AV 

3J=Ç  + (x  + a) 


dx  ' 


et  si  on  fait  dans  ce  résultat  x -f--a  = o , puis  qu’on 
représente  par  v ce  que  devient  alors  , on  aura 

v =?  q ; d’oîP A ■=. 

v 
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L’expression  A aura  t^pjours  une  valeur  finie; 

car  le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  sauraient  de- 
venir nuis , puisque  la  fraction  proposée  est  réduite  à 
. sa  plus  simple  expression,  et  que  parconséquent  la  fonc- 

tion U ne  peut  contenir  le  facteur  x-\ -a  qui  fait  partie 
du  dénominateur,  et  qui,  ne  s’y  trouvant  qu’une  fois, 
n’entre  point  non  plus  dans  Q.  En  appliquant  d’une  ma- 
nière convenable  ce  raisonnement  aux  différens  cas  qui 
peuvent  se  présenter , on  se  convaincra  que  la  décom- 
position d’une  fraction  rationnelle  quelconque , dans 
les  formes  indiquées  ci-dessus,  est  toujours  possible. 

i5ff.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  trouver 
les  numérateurs  des  fractions  partielles  qui  répondent 
aux  facteurs  égaux  du  premier  degré.  Dans  ce  cas  on 
a Vz=.  Ç(x-f-a)n,  et  on  doit  supposer 

ZI  A A\  . Ai  , An_  i . P _ jAà 

V~ (i-fa)”+(.r+a)"-1+(i+B)-1'  ’ * 

t 

en  réduisant  au  même  dénominateur,  il  viendra 
l/=Q[A -+-A i (x+aï+A^x+a) ‘ . . . + A„_,  (x+a)*_1]+P(a:-f-a  j», 

v=  ' * 

et  comme  P doit  être  une  fonction  entière , il  faudra  que 
le  numérateur  de  son  expression  soit  divisible  n fois  de 
suite  par  x -f-a  : ce  numérateur  s’évanouira  donc  lors- 
qu’on y mettra  — a au  lieu  de  x.  On  voit  d’abord  qu’il 
sa  réduit  dans  ce  cas  à U — QA  ; mais  pour  que  U — QA 
soit  divisible  par  a;-}- a,  il  faut,  en  conservant  les  mêmes 
dénominations»  que  dans  le  n°  précédent,  qu’on  ait 

. , u « 

u — qA=o  ou  A—-. 

V <7  - 
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Cette  valeur  changera  la  quantité  U — QAe n U — -Q 

qui  se  divisera  par  x-\-a\  et  on  aura  en  effaçant  en  même 
temps  ce  facteur  dans  le  dénominateur , et  faisant  pour 

abréger  U — ^ Q—  Li(x-f-a) , 


Vl—QtA,+A,Xx+a). . . .4-A„_,(x+ay-*-\ 
(x-f-a)n— 1 


Maintenant  pour  obtenir  Ax , on  fera  x-f-a=o,  et  en 
désignant  par  u, , ce  que  devient  I/, , par  la  substitu- 
tion de — a à la  place  de  x,  on  aura  u, — qAv-=.o, 

j u> 

ou  A,  = — . 


7 


Mettant  ensuite  aulieude  At  sa  valeur  dans  Î7, — QA„ 

il  en  résultera  la  quantité  I/,  — — Q , qui , s’évanouis- 

7 ( 

sant  lorsque  x-\-a~o,  sera  divisible  parx-f-a,  et 
parconséquent  P se  réduira  à 


„ _ Ur-Q  tA,+A,(x+d) ....  +^„_,(x+a)"-r] 

' (x-f-a)"- “ 

«X 

Ut  représentant  le  quotient  de  la  division  de  U,  — Q 
par  x -f-  a.  En  continuant  le  même  procédé  etla  même 
notation,  on  trouvera  encore  n» — qA%— o,  d’o ùAt=^ , 
et  ainsi  des  autres. 

Le  Calcul  différentiel  facilite  beaucoup  les  opérations 
précédentes.  En  effet  si  on  différentie  suqpessivement 
n — i fois  l’équation 

U —Q[_A-\-  A,(x-\-a')  At(x-{-ay .. 

+ ^n_i  ( x -j-  a )— ‘ ] -f-  P (x  -f-o  )«, 
et  qu’on  fasse  ensuite  x-f-a=o,  dans  cette  équation 
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et  dans  celles  qu’on  en  aura  déduites , il  viendra 

U—AQ 

d U=  AdQ+A,Qàx 
d%U^=Ad1Q-\-  2A  idQdx+aA,Çdxt 
d3  U—Ad?Q-\-ZAtd*  Qdx+SAA  Qdx*+SA3  Qdx5 
etc. 

équations  qui  déterminent  chacune  des  inconnue* 
A,  A, , A,,  etc. , par  celles  qui  la  précèdent  ; bien 
entendu  qu’il  faudra  écrire  après  les  différentiations 
—a  au  lieu  de  x. 

Le  moyen  le  plus  simple  pour  obtenir  la  valeur  de  Ç, 
dans  ce  cas,  est  de  diviser  /^par  (x-f-n)",  cependant 
on  peut  y parvenir  par  la  différentiation,  comme  dans 
le  n°  précédent  ; car  puisqu’on  a V~==^  Q (x  -f-  a)n,  en 
différentiant  un  nombre  n de  fois  chacun  des  membres  de 
cette  équation , et  faisant  ensuite  x -f-  a=o,  on  trou- 
vera dmpr=  i .a. . . .nQdx"  (5a),  et  parconséquent 
ànV 

r . a . . . . ndr”' 

On  parviendra  à l’expression  des  différentielles  de  Q 
dans  l’hypothèse  de  x -\-a  — o,  en  prenant  successive- 
ment celles  de  l’ordre  1,  ra-f-  a,  etc.  de  l’équation 
V—Q{x-\-ay-,  car  il  est  aisé  devoir,  d’après  la  remarque 
du  n°  5a  , que  dans  ce  cas  à'r*~'F'~dn+' . Q(x-f-a)n, 
parexemple,  seréduitàd"+,/;=i  . a.3...(n-f-OdÇdx". 
Il  suit  de  là  qu’on  pourra  exprimer  les  indéterminée* 
A,,  A%,  A3,  etc.  à l’aide  des  différentielles  du  numé- 
rateur U et  de  celles  du  dénominateur  V,  de  la  fraction 
proposée. 

157.  Le  procédé  du  n®  1 55  étant  très-peu  modifié. 
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sert  aussi  à trouver  le  numérateur  d’uue  fraction  par- 
tielle de  la  forme 

Ax  + B 

X*  -j-  3i tX  -f-  £4*  -j- 

Soit 

V Ax+B  P 

V x^+stax  + ef+fi11  Q ’ 

en  réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur 
que  le  premier,  on  trouve 

U = Q ( Ax  + 2?)  ■+■  P (xs  -J-  a«x  + a1 + £*) , 

d'où  on  tire  ensuite 

p_U—Q{Ax  + B ) 

x‘ + aux  -f-  a?  + £*' 

Comme  P doit  toujours  être  une  fonction  entière  par 
rapport  à x , il  faut  que  la  quantité  U — Q ( Ax  + B), 
«oit  divisible  par  x 3 -|-  aax  — f—  ota  — f-  /S3  ; elle  doit  donc 
renfermer  au  nombre  de  ses  facteurs , ceux  de  cette 
dernière,  et  s’évanouir  parconséquent  dans  les  même* 
circonstances.  Mais  les  facteurs  de  x3  + 2etx  -f-  a?  + 
sont  x + et+0[/ — 1 ,x  + ct — 0\/ — 1 ; si  cm  les  égale  à 

zéro,  on  aura  x=—  (<*+$  V — 1 )> 3r=  — (* — $ )/ — 1 ) : 
ces  valeurs  étant  substituées  successivement  dans 
V — Q {Ax  -f-  B) , doivent  faire  évanouir  cette  quantité. 
Désignant  donc  par  u dfc  u'  y/ — î , et  par  q±q'\/ — î , 
ce  que  deviennent  U et  Q,  après  cette  transformation 
- on  aura 

udtu'  \/ — î — (q—q  V — OC — A(a+0  y/ — 0+-®]—° 

Cette  équation  est  double  à cause  du  signe  ± dont  sont 
affectés  plusieurs  de  ses  termes,  et  elle  est  équivalente 
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à celles  qu’on  formerait , en  égalant  séparément  à zéro 
la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  ; d’après  cette 
considération  on  aura 

u quA  — q'@A  — q B ■=  o , 
u'+qM+q'*4—‘fB=°> 

équations  qui  donneront  les  valeurs  de  A et  de  B. 

On  peut  trouver  q et  q'  à-peu-près  comme  on  a trouvé 
q dans  le  n°  i55.  En  effet,  si  on  différentie  l'équation 

Q (x* + 3*r +«*  + £*)  = » 

et  qu’on  fasse  ensuite 

x*  -f-  noue  + *s  + — 0 » 

il  viendra. 

„ àV 

ÇCaxdx  + 3«dx)=dr,  ou  Q — axdx  _j_  3Ét dr’ 

substituant  au  lieu  de  x ses  deux  valeurs  — (a— 2 l/— * O » 
représentant  par  v dz  v'  V/ — r , ce  que  devient  alors  ^ r'  » 
et  écrivait  q — q'  — 1 Pour  Q > ^ viendra 


multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  du  second 
membre  par  \/ — i , et  égalant  ensuite  les  parties 
réelles  et  les  parties  imaginaires  de  chaque  membre , on 
aura 

v' 

a/S  * q 

i58.  Si  le  facteur  x*  + a*x  + a* +$' , que  Pour 

abréger. 
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abréger,  je  représenterai  par  R,  se  trouvait  plusieurs 

fois  dans  le  dénominateur  V , et  qu’on  eût 

« 

V=  Q ( X1  -f- 3ccx  + a*  4-  /3*  )»  = QR"  , 

on  prendrait  dans  ce  cas  ( i53  ) , 

Ax-\-B  A,x-\-Bl  A%x~\-Bi  P 

R * + R"-1  ^ R‘~* 

réduisant  au  même  dénominateur , et  tirant  la  valeur 
de  P , on  trouvera 

» 

U—  QZAx+B+(Alx+B,)R+(Atx+Bt)R‘+ . . . .] 

R’' 


En  raisonnant  dans  ce  cas  comme  dans  les  précédées, 
on  conclura  que  le  numérateur  de  cette  expression 
doit  s’évanouir  parla  substitution  de  — (<t  db/3  \/  — 1 ), 
qui  rend  aussi  R — o;  et  gardant  les  mêmes  dénomina- 
tions que  ci-dessus , On^aura  après  cette  opération 

u±.u'  y'^î—  V/— i \/  ^7)  +5]  =s  o, 

ce  qui  donnera,  pour  déterminer  A et  B , les  mêmes 

équations  que  dans  le  n*  précédent.  Ayant  trouvé  les 
valeurs  de  ces  quantités , on  les  substituera  dans  le  nu- 
mérateur de  P ; et  les  termes  U — Q ( Ax  + B)  deve- 
nant divisibles  par  d,our‘-f-  actx  -f  , l’expres- 

sion entière  le  deviendra  aussi  : nommant  donc  U, , le 
quotient  de  U—  Q(.Ax  -J-  B)  par  x*  -f-  aux  -f-  -f-  f 

on  aura 

t/. — QlAxx  -M.-K  A,x  -f-  B,)R+... 1 f 

R ■ ‘ 

En  remettant,  dans  c»  nouveau  numérateur,  pour  x,  les 
Calcul  intêgr,  P 
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valeurs  que  donne  l’équation  R = o , et  égalant  le  ré- 
sultat à zéro , on  déterminera  A,  et  B , , comme  on 
a déterminé  plus  haut  A et  B,  et  on  continuera  d’opé- 
rer de  la  même  manière , pour  parvenir  aux  valeur* 
des  lettres  A » , B^ , A3 , B3 , etc. 

Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à celui  qu’on  a traité 
dans  le  n°  i56;  et  le  Calcul  différentiel  s’applique  de  la 
même  manière , à l’un  et  à l’autre , au  moyen  de  l’équa- 
tion 

• J 

PR", 

«t  de  ses  différentielles , dans  lesquelles , jusqu’à  l’ordre 
71—  î inclusivement , le  terme  PR"  s’évanouit  lorsqu'on 
fait  R— o.  On  obtiendra  de  cette  manière  les  équations 

U^(Ax  + B)Q  ' 

àU=(Ax  + B)dQ  + AQdx  + (Atx  + Æ.)  QdR  , 
etc. 

chacune  desquelles  deviendra  double , lorsqu’on  mettra 
pour  x les  valeurs  dont-  il  est  susceptible  en  vertu  de 
l’équation  R = o,  ou  x“  + axx  -+■  <t*  -t-Æ*  ~ o.  En 
égalant  séparément  à zéro , la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire,  on  obtiendra  un  nombre  suffisant  d'équa- 
tions , pour  déterminer  A , B , A, , Blt  etc. 

Il  faut  encore  remarquer  que  de 

V—  Q ( x* + a*x  + ce  + p y , 

on  tirera 

d"V 

^ _~d%C*î+aet:C-f- 

loriqu’on  supposera 

X*  a4Æ  -f-  <**  -f  = o. 


U=  Q [Ax+B-\-(Alx+Bt)R+(A,x+B,)R‘+. 
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On  trouvera  dQ,  d‘Q,  etc.  dans  la  même  hypothèse 
en  prenant  les  différentielles  des  ordres  n-f-i  n-4-a  etr* 
péréquation  ,“1-3,  etc. 

Q C*1 4- 

«t  supprimant  ensuite  les  termes  que  cette  hypothèse 
rend  nuis. 

i5g.  Je  vais  donner  maintenant  quelques  applications 
de  ce  qui  précède.  Soit  la  fraction  dx 


^^7 ^mmm  1 ^ * 

les  facteurs  de  son  dénominateur  sont  faciles  k décou- 
vrir ; car  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

x^+x^-x-^)  -x3(x+ , ) (x4-_ , ). 

Le  facteur  x< — 1 , se  décompose  en  x* i Hx*-!-  1 

ou®'  et  x*  -|-  j : on  a donc 

**+xi— x^-x3=x3(x—  i)(a:  + 0‘(x*+i); 

et  ^conséquent  la  fraction  proposée  -est  décompo- 
sable  comme  il  suit  (i5!,  15a;  j53)  . p 

, Bdx  Cdx, 

x—  1 + 

4.  4.  ( Gx  -f  //)  dx 

*J  ■**  x • 

En  réduisant  au  même  dénominateur,  et  comparant  le 

résultat  avec „ « ,. 

X8  -f.  X7 x4 x3  ’ 0n  determinerait  les 

numérateurs  inconnus  ; mais  je  vais  faire  usage  des  pro- 
cédés  indiques  ci— dessus.  * 

Pour  cela  je  considère  séparément  les  quatre  facteurs 

9 1 j (*  + ')'>  xJetx’-f-iJ 


aa8 
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qui  forment  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée  ; 
au  premier  'répond  une  fraction  de  la  forme  , 

dont  le  dénominateur  étant  égalé  à zéro,  donne  x=i  ; 

, . T.  à.V  d.fx8-f-x7 — x* — a:3) 

les  quantités  U=  1 , et  = • — -y— • : , 


~SF 


deviennent  1 et  8 : on  a donc  ( 1 55  ) A = g , et  pour 
la  première  fraction  partielle 


8’  x — î 


Au  facteur  (x  + 1 )*  répondent  deux  fractions  par- 
A A 

tielles  de  la  forme  - — ■ — — 4-  ~ .*  ■ ( i56  ) : ayant 

(x  -j-  0 1 x + 1 ' J 

trouvé  immédiatement  que  - - 


x8  + x7  ~ x*  — x* 
— (x+  î y 


-X^X*  — X3, 


je  fais  x -j-  î =o,  d’où  x— — i , q = 4 pet  -=  • 

9 4 

ainsi  la  seconde  fraction  partielle  est  y 


4(x+.)»? 

Mettant  dans  l’expression  U, , du  n“  cité  , au  lieu 
de  A sa  valeur-^  , j’ai  . , 


l/i  = 


U — A Q 4 — xs  + x5 — x4-f-x* 

x-f-i  ~ 4(x — î ) ■*- 

— x5  -4-  nx*  — 3x3  + 4x*  — 4r  ~f~4 
■ 4 - ■ 4 ' 

d’où  il  vient  — = =s  § ; on  a donc  pour  la  troisième 

q îo  o 

•• 

fraction  partielle  ^ ^ 
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Pour  appliquer  ici  le  çqleul  différentiel,  on  formerait 
( 1 56  ) l’équation 

;i=ÇC^-t-^i*+i)]+P(*  + o% 

qu’il  suffirait  de  différentier  une  foi»;  et  posant  en- 
suite x = — 1 , il  viendrait  ' 

i—AQ 

0=  AàQ  -f-  A,Q dx. 

Q étant  x6  — x5  -J-  X*  — x3 , la  première  de  ces  équa- 
tions donnerait  A = j,  et  la  seconde  A,  = J. 

Le  facteur  x3  fournit  les  trois  fractions  partielles 

- A - A 1 A* 

x3  or*  ' x * 

qu’on  détermine  au  moyen  de  l’équation 

x r=  + -A*x  + A*x? ] -|r  Px *, 

et  de  ses  différentielles  première  et  seconde.  En  ob- 
servant que  Q =x5  -f-  x*  — x — 1 , et  faisant  x = 1 , 
dans  Q,  dÇ)  et  daÇ  , on  trouve 

! A=  — 1 , A,  7=  1 , A%  = — - 1 : 

on  a donc ^ + — -• 

x3  1 ,rA  " 


X* 


X 


11  ne  reste  plus  à trouver  que  la  fraction  partielle 
correspondante  au  facteur  x*+  1 , et  dont  la  forme 

est  On  pourrait  la  conclure  en  retranchant  de 

x*  -f-  1 1 

la  proposée  toutes  les  précédentes  ; mais  je  vais  y parT 
venir  directement  par  les  formules  du  n°  On  a 
d’abord  Q=x6-f-  x3 — x* — x3  ; puis  le  facteur  x*-f*  1 , 
étant  égalé  à zéro,  donne 

P 3 


Digitized  by  Google 


sjo 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 
x = ± \/ — i ;4  = o,^=i,  d’où  on  tire 
q ±.  q \/ — 1=  — a±av/ — »,  u=i,  et  u=o: 

les  équations  qui  déterminent  A et  B , deviennent 
i+hA  + qB  = o,  aA — aB  — o; 


et  on  trouve  parconséquent  A — B — — 

4 


Voilà  donc  la  fraction  proposée 
décomposée  dans  les  suivantes  : 


dx 


dx 


dx 


xi  + xr—  x*  — je*  * 

9 dx 


dx — î 4(x-l-1)ï  8x+i 
dr  dx  dx  » (x-f-i)dx 
x*  x?  x 4 x*+ 1 

L’intégration  cfe  chacune  de  celles-ci  ne  présente  aucune 
difficulté , et  on  obtiendra  pour  le  résultat 

.11 

51(x—>-4r+7 

— ^l(x*+i) — i arc  ( tang=x)  ■+■  const. 

La  réunion  de  tous  les  termes  algébriques  produira  la 
S 2X  5x* 

fraction—— — - — — , et  celle  des  termes  loearithmi- 
4xa(i  -f  x)  6 

ques  donnera 

»!(*— .0+ïl(*+0+i(*+0— IK^+O— l» 

■rt'SÏ-D+'C^)' 
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on  aura  donc 

/*  d.r 2 — ax  — 5x*  Zx*— i\ 

x'-f-x7 — x* — x3  4r“('+*:).  ^ \x*+  1/ 

*f  1 — î arc  (tang=x)  -f  const. 

Z)e  V intégration  des  fonctions  irration- 
nelles. 

i Go.  Les  fonctions  irrationnelles  doivent  être  regar- 
dées comme  intégrées , toutes  les  fois  que , par  quelque 
transformation  , on  les  a rendues  rationnelles  , ou  du 
moins  lorsqu’on  les  a ramenées  à une  suite  de  monomes 
irrationnels;  fcar  alors  on  peut  y appliquer  immédiate- 
ment les  règles  précédentes. 

_ . , (î+l/^ — \/x*)dx  , * 

Soit  pour  exemple  j — : u est  evi- 

*+K*  . 

' dent  qu’en  faisant  x = a® , toutes  les  éxtractions  in- 
diquées s'effectueat , et  on  a ! 

«ant  par  1 + **  > il  vient 

— 6^z7dz — z6da — z5dz-j-z4dz — a’da+dz  — * 

dont  l'intégrale  est  A . 

— ^ ~ 4-  z — arc  (tang— a)J  4 const. 

6 _ 

•t  remettant  pour  a la  valeur  {/• x , on  aura 

« _ 4 6 _ a 

— x‘-j-jxy  x+x  — f V^xN-a  V x— 6|/x46arc(tang 

« _ 

= V 4*  const. 


6z5dz  ( 1 4-  a3  z*,)  di  j- 
1 4-a1 
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161.  La  première  espèce  de  fonctions  irrationnelle» 
dont  je  vais  m’occuper , est  celle  qui  ne  renferme  que 
le  radical  A + Bx  -f-  C'x1,  et  qui  ne  saurait  avoir  que 
l'une  ou  l'autre  des  formes  À'dx  \/  A Bx  -f-  Cx*  et 
Xdx 

- '■  , X étant  une  fonction  rationnelle  de 

\/  A-\-  Bx-\-Cx? 

x.  Il  faut  d’abord  remarquer  que  l’une  de  ces  formes 
rentre  dans  l'autre;  car  on  peut  écrire  la  première 
ainsi  qu'il  suit  ; 

,YH  r ^ Üx-j-  Cx3  X \/  A Bx  Cx* 

y'Â+Bx+  Cx* 

_X(A+Bx- f Cx»)dx 
[/A+BF+  Cx*  * 

et  le  numérateur  du  résultat  est  alors  une  fonction 
rationnelle. 

Avant  d’indiquer  les  moj’ens  de  rendre  rationnelle , 
par  rapport 'à  x , l’expression  \/ A -f-  Bx  -f-  Car1 , je 
mettrai  la  quantité  A -}-  Bx  -f-  Cx* , sous  la  forme 

et  faisant  pour  abréger 

C~Ÿ , § = 

il  en  résultera  \/  A Bx  -j-  Cx*  = y [/% -j-@x  -}- x1. 

Cela  posé,  si  on  prend  \/<t+ 0x -{- x*  = x -f-  a , en 
élevant  au  quarré  , il  viendra  a.  = axz  -f*  c* 

qui  donnera  x — — — —x , d’où 
n as  — 1* 


*> 


\ 
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y/ A + Bx+Cx>  = ’)(x  + z)—y  (-~Z^ -) ’ 

, a(<t — j?zJ-za)dz 

Æ~  (9.z-aÿ  ’ 


Par  le  moyen  de  ces*valeurs,  on  changera  la  diffé- 
Xdx 

tentielle — ■■  ■■  - — — - en  une  autre  de  la  forme  Zds, 

y/A+Bx+Cx* 

Z étarit  une  fonction  rationnelle  de  z,  et  réelle  tant 
que  C sera  positif;  mais  si  C était  négatif,  ^devien- 
drait imaginaire  et  la  transformée  pourrait  le  devenir 
aussi. 

Dans  ce  cas,  on  aurait A-\-Bx — Cx* ; et  faisant 


il  viendrait  \/ et-f-/3x — x*.  La  quantité  x* — @x — et, 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  pre- 
mier degré  ; si  on  les  représente  par  x — a etx  — a', 
il  est  évident  que 


«t-f-Æc — x*= — (x*  — |8x — «e)=(x — c)  (a' — x). 


Faisant  ensuite  \/ (x  — a)  (a' — x)  = (x — a)z , éle- 
vant au  quarré  les  deux  membres  de  cette  équation, 
elle  deviendra  divisible  par  x — a,  et  on  aura 
a'  — x=  (x — a)za , d’où  on  tirera 


X 


aza-f-  a' 
z‘+  i * 


(x — à)z— 


(a' — a]z 
z?  4-  i 


> 


dx= 


2 (a — a')zdz 
(**+0 


valeurs  qiÿ  rendront  encore  rationnelle  la  différentielle 
proposée. 

- } §2.  Je  prends  d’abord  pour  exemple  la  différentielle 


do: 


; la  première  des  transformations 


\/  A+Bx+Cx* 

précédentes  donnera  ■ ■■  a^.-.  dont  l’intégrale  est 

y(2z — 58)  ’ ° 

— -^l(az — £)  -f  const.  Remettant  pour  z sa  valeur 

— x'\~v  , et  pour  et,  $ et  y les  quantités 

qu’ils  représentent,  il  viendra 


B 


: V C + tf~A+Bx+  Cir*)^] 
4-  const. 


[/c'L^c\  2 v/c 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

-f-  const. 

En  réunissant  les  termes  constans,  et  en  observant  que 
le  radical  J/  C est -susceptible  du  signe  ri; , on  aura 


) 63.  Soit  pour  second  exemple — — 


-J-C077jt. 


dx 


. =’,  en 

[/A+Bx—  Cx* 
faisant  usage  delà  dernière  transformation  du  n°  161 , 

— adz  , , 

on  aura  , dont  1 .intégrale  est 

a « 

*'*■  ~ arc  (tang  —z)  -f- const. 

Substituant  au  lieu  de  z,  sa  valeur  x , tirée  de 

. Vx  — a 
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l’équation  d — x=(x — a)za , 

et  mettant  \/ C pour  y,  on  obtiendra 


dx 


V~A+Bx—Cod  i/c‘ar<\tan6  \/x  — a) 
a et  a'  étant  les  racines  de  l’équation 


-f-const. 


B 

~C 


A 

C 


Si  on  prend  A — C — i , et  B—o,  la  diffé- 
rentielle proposée  devient  dans  ce  cas  particulier 
(3.27 

:,  et  la  formule  précédente  donne  pour  son 


l/i— x* 

intégrale  — a . arc  ^ 


tang 


— ~ x\ 

V\  -t-  X J 


-4-  const.  car  a 


et  d étant  alors  les  racines  de  x*  — i-s=o,  il  faut 
prendre  a — — i et  d—i,  pour  ne  pas  tomber  dins 
l’imaginaire. 

Je  yais  montrer  que  ce  résultat  revient  à l’arc  dont 
le  sinus  =i,  et  dont  on  sait  que 


dx 


: , exprime  la 


1 — xa  ' 

différentielle  (35).  Pour  cela,  je  rappellerai  que 

( rrig.  26), 

tangn A = -^i±.  , •’ 

6 1—  tang^a> 

d’où  il  suit  que  l’arc  double  de  celui  qui  est  indiqué 
dans  la  formule  précédente,  a pour  tangente  — — , 

, et  que  parconséquent  il  est  le  complément  de  l’arc 
dont  —7==  serait  la  tangente  et  xle  sinus.  ÇTrig-  a6). 


l/ 1— x* 
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Nommant  donc  s ce  dernier,  on  aura 


. r dx 

<•/  [/  1 X* 


s 4-  const. 

o 1 


et  comprenant  l’arc  — - dans  la  constante  arbitraire  , 


il  viendra 


/dr 
y/ 1 — x2 


s -f-  const. 


J’observerai  qu’on  peut  ramener  immédiatement  la 

différentielle  — ^ * = .^,r  . — à 

\/  A-\-Bx — Ci*  y y/  «-f-Æx — x* 

• ^ 

celle  d’un  arc  de  cercle  ; car  en  faisant  d'abord  x—~~zt 


on  aura 


• dz 


et  z=gu , on  trouvera 
t 


; posant  ensuite  a -J-  { Æ*  — gA 
, dont  l’intégrale  est 


y\/  l — u* 


dx 


-.arc  (sin  = u)  -f-  const. 

y 

1 64-  L’intégration  de  la  formule  ^ peut  aussi 

s’effectuer  par  le  moyen  des  logarithmes,  fet  conduit  alors 
à des  expressions  imaginaires  du  sinus  et  du  cosinus , 
qui  sont  très-remarquables. 

En  comparant  cette  formule  avec  -■  - — , 

t /A+Bx+Cx*' 

on  trouve  A=i , B—o\  C— — i;  et  l’intégrale  géné- 
rale devient  (162) 

■ 0 

— ~ 1 (xi/^î+  \/\  — X *)  -}-  comt. 

V'—i 
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est  la  diffé- 


si  l’on  représente  par  z l’arc  dont 
rentielle,  on  aura  donc 


1 — x* 


z=^=.I(*v/-i4Vï  — x“)  + const.  , 

\/— x 

Hais  si  l’on  veut  que  cet  arc  soit  nul  en  même  temps  que 
x,  il  faut  supprimer  la  constante  arbitraire  ; car,  en  fai- 
sant x=o,  le  second  membre  se  réduit  à cette  cons- 
tante , à cause  que  U ==;o. 

Cela  posé,  . en  observant  que  x étant  le  sinus  de 
l’arc  z,  ï/u— x2  en  est  le  cosinus,  l'équation  ci- 
dessus  deviendra 

• . i .h  ..  

zyS—i  =1  (cos  z -f*  V — îsins); 

*t  si  l’on  suppose  z négatif,  comme 

i - i 

sin  ( — z)  = — sin  » , cos  ( — z)  =coi  x ; 

- r~  > *•  *"  • ’ r . -•*  ' ■ • * . . 

v©n  aura  encore  . 

— — z \/—i  — 1 (cosz  — v/ — xsinz),' 

, résultat  qni  se  réunit  au  précédent , dans  l’équatkm 
dzzl/ — x 1 (cos z ± — i sinz)  (*). 


— 

L’cxpressi  pn  <lr“  - 


tbr 


; se  change  immédiatement  en  dit 

V i-r4*’ 

ferentielle  logarithmique,  lorsqu'on  multiplie  son  numérateur  et  son 

tli-nqmiriateur  par  le, facteur  x V/  — i-t-  V i — x*.  Il  vient  par  cette 
opdrlCùî , * imtrr  ' 

- na  ■ vrj.  . . . 

• dr^TT 

de = ^ ; 

xV  — l+V?-**  V *V  — 


s 
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Prenant  dans  chaque  membre,  au  lieu  des  loga- 
rithmes, les  nombres  auxquels  ils  appartiennent,  il 
viendra  * 

= cos  z di  [/  — 1 sin  z, 

* • • * • * 
équation  qui  fournit  les  deux  suivantes  : 

e‘yr~‘  — cos  z -f-  V — 1 sin  s, 
e—- iVy?î  ~ COs  z — y/  — i sin  z. 

/ Si  l'on  ajoute  celles-ci,  on  en  tirera 

e,yr~‘  + e-^ 

co  3 z ~ ’ ; 

a 

et  en  retranchant  la  seconde  de  la  première  , il  en  ré- 
sultera , 

v . — e— tV/~* 

sin  z = . 

aV^ — » 

Ces  expressions  ne  sont  au  fond  que  de  purs  sym- 
bol  es  algébriques,  qui  représentent,  sous  une  forme  abré- 
gée , les  séries  du  n°  36 , ainsi  qu’on  peut  s’en  assu- 
rer, en  mettant  pour  les  exponentielles, £‘yr=r‘,  , 

leurs  développeraens , formés  d’après  la  série  du  n°  a5  ; 
mais  ces  symboles,  quoiqu’on  ne  puisse  leur  assigner  de 
valeur  sous  aucune  forme  finie,  ne  s’en  prêtent  pas  moins 
au  calcul  avec  la  plus  grande  -facilité  , et  manifestent 
toutes  les  propriétés  dont  jouissent  les  lignes  trigono- 
métriques  qu’ils  représentent. 


et  l’on  volt  bien  alors  que  le  numérateur  de  la  seconde  fraction  est 
la  différentielle  de  son  dénominateur,  «nsorte  qu’on  en  conclut 
comme  ci-dessus,  * . 

* V ~1  =Ç  I (xV^ri  + VT^Pi. 
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.En  mettant  nz  au  lieu  de  z dans  l’équation 


elle  devient 


Mais  on  a aussi 


= cos  z ±.  y — i sin  c , 


= cos  nz±  \/ — i sir 


~ = (cos  |/—  1 sin  z )"  ; 


(cos  zdr  [/ — i sin  s)"  = cos  nz  rt  \/ — i sin  nz. 

Cette  dernière  équation  conduit  à des  conséquences  très- 
importantes  , que  je  développerai  successivement , à 
mesure  qu’il  en  sera  besoin.  Ici  je  m’arrêterai  sur 
l’usage  qu’on  en  peut  faire  pour  découvrir  les  facteurs 
des  binômes  de  la  forme  x"  qp  a" , parceque  cette 
recherche  est  nécessaire  dans  l’intégration  des  fractions 

rationnelles  - . 

xu  rp  an 

i65.  La  fonction  xnqra"  se  transforme  en  a"(y*qri)  > 
lorsqu  on  fait  x=ay1  et  pour  en  connaître  les  facteurs, 
il  suffit  de  résoudre  l’équation  « 


qui  revient  à 


r + ‘=o, 


L expression  y — cosz-f-  \/ — 1 sin  z satisfait  à cette 
équation,  par  une  détermination  très-simple  de  l’arc  z; 
car  on  a *■ 

y=(c©sz-f  V — isinz)"= cos  nz-f-  j/ZT  sin  ns; 


I 
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et  comme,  en  désignant  par  ir  la  demi-circonférenéa, 
et  par  m un  nombre  entier  quelconque , il  vient 


sin  mîr  = o. 


cos  tut  ±îi 


•elon  que  m est  un  nombre  pair  ou  impair , on  n’aura 
qu'à  supposer  nz=tnir,  pour  obtenir  = i. 

Afin  de  distinguer  plus  particulièrement  le  cas  où  m 
est  pair,  de  celui  où  il  est  impair,  on  écrit  pour  le 
premier,  ara  au  lieu  de  m,  et  pour  le  second  am -f-i  ; 
et  on  fait 


nz—amT , et  ns=  (am-f-  1)  t. 
Dans  la  première  hypothèse,  il  viendra 


_y  = cos  • 


arn-T 


f V— 1 si 


sm  ■ 


2J71T 


et  y=  + i. 


et  dans  la  seconde , 

* 

(2m+i)x  / . (am-f-O*  » - 

y = cos  i - — f-  y — i sm  - , ety= — i . 


Au  moyen  du  nombre  indéterminé  m , chacune 
des  expressions  de  y fournit  toutes  les  valeurs  dont 
cette  quantité  est  susceptible  ; car  on  peut  prendre 
successivement 


7B  = o,  m—i,  m — a,  m— 3,  etc. 
La  première  formule  donnera  # 


y = cos  o . T = 1 

a*-  , ./ . üt 

y = cos f-  y — î sin 

n n 


y = cos  - b V — i sm 

J n n 


etc. 


et 


' --.-ak—  -jj.  ' 
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«t  il  est  visible  qu’on  trouvera  toujours  des  résultats 
différens,  jusqu’à  ce  qu’on  soit  parvenu  à m — n — 1 ; 
car , en  supposant  n =s=  m , on  a.  y—cosoT-=  i , et  on 
retombe  sur  la  première  des  valeurs  déjà  obtenues*, 
puisqu’en  prenant  m = n -f-  i , il  vient 


(S/l-f-s)'*’  / 3T\  ST  . 

cos  A =cos  [ 2sr  -j-  — \ = cos  — ( T ng.  sa.  ) 

. (2n4-a')T  . / ■ a-rX  , ar 

«n- ! — =sin(  2T-i ) = sin  — : 

n \ n J n # 

ce  qui  ramène  à la  deuxième  valeur,  et  ainsi  des  autres. 

La  seconde  expression  générale  de  y , relative  à l’é- 
quation yn  -f- 1 = o , ne  donne  de  meme  des  valeurs 
différentes  que  depuis  m—  o,  jusqu’à  m — n — 1 in- 
clusivement i puisque  si  on  prend  m=.n,  il  vient 

(3»+i)T / . -r 

— ^os^t  + ^cqs- 


008 


. (2/l4-l)ar  . / , tN  . T 

’ sin = sin  ( a t -f-  - 1 r=  sm  - . 

n , \ n/  n 

166.  Non  - seulement  on  trouvera  par  ce  procédé, 
précisément  Tes  , n racines  de  l’équation  yn+  i —o,- 
.mais  on  reconnaîtra,  avec  un  peu  d’attention  , que 
ces  racines  peuvent  s’arranger  par  couples  , en  réunit 
saut  celles  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  radical 
^ri.  En  effet,  puisque 
cos  ( ar — cosp  et  sin ( 3t — p)  — — sin p, 
il  en  résulte  que 

! *•  * 

(n-f-q)T  * j . (n-f-q)T 

y ±=cos  - — f-  y — r sm 

J n * n 

( n — q)r  — . (n — q)r 

—cos  — y — i sm  •i ■d—, 

' ‘ . a ’ - n 

, • * * ■ • ' « . * ■ ’.v 

Cale,  intégr • Q 


* î * 


f , 
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Or  il  est  facile  de  voir  que  les  nombres  n-f-ç  et  n— -q  sont 
tous  deux  pairs  ou  impairs  en  même  temps  ; on  peut 
donc , dans  les  expressions  de  y , rapportées  ci-dessus, 
se  borner  aux  multiples  de  t qui  ne  surpassent  point  tvr  , 
pourvu  qu’on  prenne  le  radical  \/ — 1 alternativement 
en  -f-  et  en — , et  elles  deviendront  en  conséquence , 

* * 


y— 


cos  ■ 


2 m-r 


-i  sin- 


2 771  TT 


v _ fos  ± t/— r (a”+1>y. 

• r • * n n 

Lorsque  n est  paire , les  valeurs  de  m dans  la  pre- 
mière doivent  être  tous  les  nombres  entiers  depuis 

o jusqu’à  - inclusivement , et  seulement  jusqu’à  

'*  ' . » , i a 

dans  la  seconde-,  et  quand  n est  impaire,  l’une ’et  l’autre 

V • f • . y y 71  1 ^ • 

doivent  etre  p*ustfees  jusqu  a — - — . ¥ 

Les  depx  valeurs  comprises  dans  la  formule  * 


I = cos  - 


2 mrr 
n 


i ÿ — j sin 


amT 


*CI*  J-*'  <'  • « “ 

donnent  pour  facteurs  du  premier  degré  de  la  quantité 
/v» ! ..  les  deux  expressions  imaginaires 

/ amsrV  . / . sm  t 

^G'“-cos— . . 

/ ^ ■•amT 

• (v  — cos ) 4- 1/*— x sin- ; 

V rt  / ~ K 

* . •'j  ^ 

•t  en  les  multipliant , on  obtient  l’expression  * 

' ^ . >•  ; ^ ‘V  *-  ii 

huit 


y co3- 


n 


+ l> 


qui  comprend  tous  les  facteurs  réels  du  second  degré* 


i 
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On  trouve  de  même  que  les  facteurs  du  second  degré 
de  la  quantité  y -f- 1 sont 

y — aycosi + i- 


167.  Voici  pour  servir  d’exemple  de  la  formule 

amT±v/^T 


y= 


cos- 


-1  sm- 


am  t 


n 


le  tableau  dçs  facteurs  du  premier  degré  contenus  dans 
la  fonction  ye  — i 

y- 1 

y-(cosî£±)/~iàn£f) 

; >-(cos^±/=I*in^l) 

,y  + 1 

• 1 , * , • • • » 

La  formulé" 

„ stmir 

<.  y » — aycos |-i 

donbe  les  facteurs  du  second  degré 

• a < i 

y •—  *y  + 1 

y — fly  cos  -g-  -1- 1 

* v 

Att 

y * — üy  cos  — |-  1 

y+ay+  ». 

Le  premier  et  Je  dernier  des  facteurs  du  second  degré 
sont  les  quarrés  des  facteurs  du  premier  degré  y — 1 
et_y  -f-  1 , qui  n’entrent  qu’une  fois  dans  la  proposée  ; il 
faudra  donc , lorsqu'on  emploiera  les  facteurs  du  se- 
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tond  degré , remplacer  le  premier  et  le  dernier  par 

« - -, 

(J—  O Cy+O  ouy*  — 1. 

On  a pour  la  fonction  y*  — 1 les  facteurs  du  premier 
degré 

y-*  . ' 

(a  -T  / . a **  \ 

cos-s-±\/--i  sm-j-) 

* y - (cos  ±:  \/~i  sin 
Ceux  du  second  degré  sont 

■y  — ay  + 1 

2T  * 

_y*  — 2ycos  -g — f- i 

41'-  . 

y*  — 2y  cos  + 1 '» 

mais  il  faut  encore  observer  que  le  premier  facteur  du 
second  degré  est  le  quarré  du  facteur  y — î , qui  n’entre 
qu’une  fois  dans  la  fonction  proposée.  # 

ï*ar  la  formule 


(am+i'i'T  t . / •.  (2m+1)T 

y — cos- ^ L-±  y — i sm  ^ . 

J .7i , a n 

les.  facteurs  du  pfemier  degré  de  y5-f  i , 6ont 
y-(cos^±y^lsm^) 
y - (cos  ± y-,  sm~) 

y + !i 

ot  la  formule  y' — ■ 1 ^ f-  i conduit  à 


. ) 
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345 


y 


cos- 


+• 1 


3 T , « 

y— aycos-g--f-i,  w 

y*  + ®y  + 1* 

La  fonction  y -f-  1 a pour  facteurs  du  premier  degré 

y—(oos^±V~i^^) 

y — (cos  — ± v/“ sin ^ ou^v/- 

J'  — (C°s  V~i  Sn  , 

et  pour  facteurs  du  second, 

y — aycos-g-  + 1 

y— aycos^  + t ou  y + 1 

» 5t_l  * • 

y — iycos-g--f-  1. 

168.  Les  fonctions  de  la  forme  x%*  — zpx"  -f-  <7 
peuvent  être  traitées  cofnme  celles  qui  ne  renferment 
que  deux  ternies.  En  les  résolvant  à la  manière  des  équa- 
tions du  second  degré , on  en  tirera  les  facteurs 

i ' x*  — (f±  v'pt—q), 

qui  seront  réels  , tant  que p1  surpassera  q;  et  en  faisant 

alors  * * 

„ ±-a"=p±-  Vp'—q,  . 
il  viendra  des  fonctions  de  la  forme 


Q3 
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â décomposer  en  facteurs. 

Lorsqu'on  aura  />*<  q,  on  ferap=  a°,  q —@‘n,  x—fy, 
et  il  yiend|ft 

2 et1* 

_ aa-gy + p"=d'*  (y — 1 )-, 


mais  la  condition  p*  < q ou  et’"  donnant  «.*  < , 

tt” 

la  quantité  ^ sera  une  fraction , et  p pourra  être 

•entée  par  le  cosinus  d’un  arc  donné  <T  ; la  fonction 
proposée  reviendra  donc  à 


j3a”  Çytm  _ ayU  cos/  1 ) , 

et  il  ne  s’agira  plus  que  dairésoudre  l’équation 

yan ay"  COS  $ -f"  X — O. 

On  en  tire  d’abord 


yn  — cos /d;  \/ — î sin/; 

puis  prenant 

y ■=  cosa  db  -f-1  sm  a , 

il  vient  ( 1 64) 

jy"=cos  nz  ±:  \/ — % sin  nz. 
et  en  comparant  avec  l’autre  valeur  dey,  on  obtient 
cosna=cos/,  sin  na  = sin/, 

Ôn  satisfait  en  général  à ces  relations , en  supposant 
Mraamr  + J1,  m étant  un  nombre  entier  quelconque, 
puisque 

cos  (a/ft*  + /)  = cos/,  sin(amy-f-J'5  = smJ; 

on  aura  donc 

antT-f J _./ . amT  + 'J' 

*=“ ,y~cm  - ± y—\  sm  — ; 

ej  les  facteurs  du  premier  degré  de  la  fonction 
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. y>n  — a y"  cos  jT  -f-  1 

seront  parconséquent  compris  dans  la  formule 


' — | cos- 


nm-r-t-J1 


. sm'T-f-.f 


F}- 


Si  on  avait  x*n  -f-  3 pxn  + q = o , on  ferait  encore 
^ — cos  <f  ; mais  on  prendrait 

y*  — ayncos(T — 

puisque  cos('îr — O = — cos  J.  Cela  fai-t,  il  viendrait 
cosns  = cos(tr — <f  ) > sin nz  = sin ( t — «T); 

et  parconséquent 

nz~  201T  + t — «T  = (am-(-  1)  ^ (*)• 


Z>e  V intégration  des  différentielles 
binômes. 

169.  CeS  différentielles  sont  représentées  par  la  for- 
mule . 

* E 

æ*- 'dx  (a  -f-  fofc")* , ^ * 

dont  on  ne  diminue  point  la  généralité  , en  supposant 
que  m et  n sont  des  nombres  entiers. 

j i Si- 

Si  on  avait,  par  exemple,  , on  ferait 


(*)  Les  formule»  dis  n°*  1O6,  167 , >68,  contiennent  implici- 
tement les  théorème»  de  Cdtes  et  de  Maivre  , et  remplacent  avec 
avantage  ce»  théorèmes,  qûi  ne  sont  plus  maiutenant  qu’uu  objet  de 
pure  curiosité;  je  n’ai  pas  crû  par  cette  raison  devoir  les  ïhsérer  ici; 
on  les  trouve  dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intéÿral. 
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.t  — zs,  d’où  il  résulterait  6z7dz(  a -f-iz3)».  On  peut 
aussi  regarder  n comme  essentiellement  positive,  parce- 

l 

que  dans  le  cas  où  on  aurait  xm— 'dx(<r-f-  bx~n')‘< , on 

i Z 

supposeraitx=-,  et  il  viendrait — z~m~'âz(a  -f-  bz*y. 


Pour  chercher  dan  s quel  cas  xm—  'dxCa-f-^")’  , peut 
devenir  rationnelle,  on  fait  a -f-  bxn  — zi , eu  sorte  qure 


(a-f-for'1)»  =zf-,  puis  on  trouve 
zi — a 


m 

\ Z?"”"*  1 

/’zi—a\ 

m 

n ~~ 

V b ) 

1 ,x  *x—nbz  \ 

\ b J 

1 

et  la  différentielle  proposée  devenant  par  là 


on  voitnlors  qu’elle  sera  rationnelle  touteslesfois  que  — 
sera  un  nombre  entier» 


L’expression  x8dr  (a  -f-ix?)»  satisfait  à cette  condi- 
m 


tion,  puisque  m=g,  n=3 , — = 3,  et  se  transforme  en 


L’expression  i”- 'dxfa-f  £x*)’  est  susoeptible  d’une 
antre  forme,  en  rendant  négatif  l’exposant  de  x dan» 
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la  parenthèse , ou  en  divisant  par  x*  la  quantité 
a -J-  bx°  : il  vient  ainsi 

£ r 

x^'àx(a+bxny  zxxm-'àx[(ax-n+b)xnÿ 

. ..  i s.  ' 

= x”— >dx  ( ax~*-j~b)ix  » 

= xm  i dr(ax-n+ h)’ ; 

# 

et  d’après  le  calcul  précédent , la  dernière  de  ces  ex- 

. »+* 

pressions  peut  être  rendue  rationnelle,  lorsque  

• n 

est  un  nombre  entier,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

lorsque  — 4-  2 en  est  tin. 

n q 

La  différentielle 

x*dx  (a  -f  bx3  y 

est  dans  ce  cas,  puisqu’alors 

m 5 p x m p 6 

n S’  q~~3‘  n~Pq~3~a‘ 

En  appliquant  à la  différentielle  • 

x » dx(ax~*  + ô)’, 

la  substitution  indiquée  pour  la  première  forme  de 
cette  différentielle,  on  fera 


d’où  on  tirera 


ax~n  ■Jfb-xzti, 
a -f-  bxn  = xnz?  ; 
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et  si  l’on  transforme  immédiatement  l’expression 

p 

scm~'àx(a-\-bxny  par  le  moyen  de  l’équation  précé- 
dente , on  obtiendra  évidemment  le  meme  résultat 
que  si  on  lui  avdit  d’abord  donné  la  forme 

. ,2 

x 1 dx  ( ax~n  + i .)* . 

170.  Puisqu’il  n’est  pas  possible  d'intégrer  en  gé- 

• p 

néral  la  formule  fxm~'dx(a-j-bxny,  l’idée  qui  se  pré- 
sente d’abord  , est  de  chercher  à la  réduire  aux  cas 
les  'plus  simples  qu’elle  peut  renfermer  , comme 

^7+'^,  > qai 

ramène  à C - ^ t-.  On  y parviendra  par  la  re- 
J Z,  -f-  fi 

marque  du  n°  148 , en  veftu  de  laquelle  on  a 
fuAv—uv — fvAu\  car  si  on  décompose  la  quantité 
£ 

xm  ’dr  (a  -f-  bxn)i  en  deux  facteurs  , dont  l’un  pou- 
vant s’intégrer,  soit  représenté  pardi»,  et  l’autre  par 
u,  on  fera  dépendre  l’intégration  de  la  formule  pro- 
posée de  celle  de  fvâti , qui , dans  certains  cas , sera 
plus  simple  que  la  proposée  , ainsi  qu’on  va  le  voir.  Ce 
prcscédé  , très-fécond  et  très-remarquable  , s’appelle 
Intégration  par  parties. 

Pour  abréger  un  peu  les  résultats , j’écrirai  p 
au  lieu  de  et  il  faudra  supposer  que  p est  un  nom- 
bre fractionnaire  quelconque  : on  aura  alors  la  formule 
xm—,d.r  (a  -f-  bxay. 

Parmi  les  diverses  manières  de  décomposer  cette 
différentielle  en  facteurs,  je  choisis  celle  qui^j^l  à 
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diminuer  l’exposant  de  x hors  de  la  parenthèse , et  qui 
s’opère  en  écrivant  ainsi, 

^ / x™— * . xn~ 'dr(a  -f-  bxny 

la  formule  proposée.  Par  ce  moyen , le  facteur 
x^'d-r  (a  -f-  bx*y  est  intégrable,  quelque  soitp  (149) : 
en  le  représentant  par  dv , on  a 


(a-f-kc-y*» 

(p+i)ni>  * 


et  u — x"-"  ; 


d’où  il  résulte 

xm-*(a+bx"y+' 

(pi-i)nb 


/ xm"^1d x(a-\-bxnyL=x 


or 

# f j-m-fl— ^ ldx(a+ixn)r4‘I= 

fxm~n~ ldx(a-f-ùx")',(a-f-èx")  = 
a f x*-"-'dj  (a  -f-  bxny  + bf  x"- *dx(a  -4-  bx"Y  ; 

mettant  cette  dernière  valeur  dans  l’équation  pré- 
cédente , et  rassemblant  les  termes  affectés  jde  l’inté- 
grale f x”'~n~'Ax{a-\-bxny t il  vient 

0 +^^)^xîr,dx^+6x")'=3 

xm~*  (a  -f-  bxny'*J'  — a (m — n)  f xm~*~'dx  (a-+-bx*y 

' ( p + ‘)nbf  r? 7~l 

" • 

d’où  on  tire  (A) f xm~  'dx(a-f-ix*)r= 

x*'~"\a  -|-  bxny*~'  — a (m — n)  f xm~n~'d x(a-{-bx*y 
bipn+m) 


Il  est  aisé  de  voir  que  puisqu’on  peut  ramener  t par 
cette  formule,  l’intégration  de  f xn~'àx{a  -\-bx"'/  à 
celle  de  f xm~n~'dx(ta  -\-bxny,  on  ramènera  aussi 


fl§3  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

cette  dernière  à celle  de  fxm~in~'àx(a-\-bxHy , en 
écrivant  m — n à la  place  de  mdansl'équation(^)  puis, 
changeant  encore  m en  m — 2 n dans  cette  même  équa- 
tion , elle  fera  connaître  f xm~*n~'dx(a-frbx  "Y,  au 
moyen  de  / x"‘“3,,_1dr(a-f  bxny , et  ainsi  de  suite. 

En'  général , si  r désigne  le  nombre  de  réduction* 
effectuées,  on  parviendrai  f xm~m~'àx(a-^~bxny , et 
la  dernière  formule  sera 

/ x”~' tr~ ‘)n~ 'dxÇa-ybxy = 
arm~rn(a-ybxny~' — a(m — m)  / rm~r,l~1  Ar(g-f-fcr,ty 
— (r — 1)71) 

Il  est  évident , par  cette  dernière  formule,  que  si 
m est  un  multiple  de  n , l’intégration  de  la  formule 
/ ,dx(a+éx"y’  s’effectuera  algébriquement , puis- 
que l’anéantissement  du  coefficient  n»  — rn  qui  aura 
nécessairement  lieu , fera  disparaître  la  dernière  inté- 
grale / xm~,nàx(a-\-bxny . Ce  résultat  s’accorde  avec 
celui  du  n°  169.  * 

> 171.  Jn  peut  obtenir  aussi  une  réduction  par  la- 

quelle l’exposant  delà  parenthèse  soit  diminué  de  l’unir 
té  ; pour  cela  il  suffit  d’observer  que 

y xm— 1 dx(a-f-bj*y=  f ,dx(.a-\-bx’,)P~'  (a-j-bx”) 
^afxm-'àx(a+bxny-i+ bfxm+’'-'àx(a+bxn)>-\ 

. f 

et  que  la  formule  (y#) , en  y changeant  m en  m-j-n  , 
et  p en  p — ? 1 , donne 

y rm+'1— ’dxfc-J-éx^^- 1 = 
,xm  (a-ybxny  — am  fxm~’àx{a-ybxny~'' 
b{pn+m) 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente, 
• • 
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on  aura  (fi) / ir1"- 'dxÇa-J-èx*)*  = 

xm(a-{-bxny  -f  pna  f xm~ ldxÇa-\-bx*y~' 1 
(pn+m) 

Avec  la  formule  (fi) , on  ôtera  successivement  du 
nombre  p toutes  les  unités  qu’il  peut  contenir  ; et  par 
le  moyen  de  cette  formule  et  de  la  formule  (A~) , on 
fera  dépendre  l’intégrale 

/ x1"- ,dx(a+ôx")f  de  / xm— rn-1dx(a-}-ôx")^— ' , 

m étant  le  plus  grand  multiple  de  «contenu  dans  m — i, 
et  s le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p. 

<Lr  * 

• ^ 

L’intégrale /VcLx^q-f-éx3)*,  par  exemple,  sera  ra- 
menée successivement,  par  la  formule  (v4),  à 

yx^dx(a-$-bx3') * , f xdxfa-f-éx3)*  ; 

i - 

et  la  formule  (fi)  fera  dépendre  /xdx(a-f-éx3)11  de 

• * * • 

1 • 1 

/ xdx(a-j-bxiy  et  celle-ci  de  /xdx(a-j-èxt)‘. 

172.  Il  est  évident  que  si  m et  n étaient  négatives , 
les  for  nies  (v4)  et  (fi)  ne  rempliraient  pas  le  but 
pour  lequel  elles  ont  été  construites  : elles  augmente- 
raient alors  les  exposans  de  x hors  de  la  parenthèse  , 
et  celui  de  la  parenthèse  ; mais  en  les  renversant , on 
en  trouve  qui  s’appliquent  aux  cas  dont  il  s'agit. 

On  tire  de  (^4) 

/ x*” BW,dx(a-f-ix")^=* 

x!r—n(a+bxny+'  — b(m-\-np)  f xm~'dx(a-ybxny 
a(jn  — »)  , . * ’ 

et  mettant  m-j-n  au  lieu  de  m,  il  vient  (C) 


I 


fl54  TRAITÉ  ÉLÉMENT  Al  Rt 

/ x*”'dx(a-f-Ax,,ÿ  =s 
xm(a+bx',)r*-'  — b(m+ n+np)  f Jw~>~,'~ldj(g-f  bxny  ; 

a/n  * 

formule  qui  diminue  les  exposans  hors  la  parenthèse , 
puisque  m-\-n — 1 devient  — m-f-n — 1 , quand  on  a 
mis  — m à la  place  de  m. 

4 

Pour  renverser  la  formule  (2?),  on  prend 

/ xm_'dx(a-f-ix'’y-1  =â 
xm(a-j~bxny — (m-f-np)  fxm~‘àx(a-\-bxny  _ 
pna  > ’ 

puis  on  écrit  p-j-i  ,au  ^*eu  de  p,  et  il  vient  (Z?)  t 

/ xm~'àx(a-^-bxny  =± 

xm(a-\-bx’‘)r¥l — (/n■^-n-|-np)/x"_,dx(a■f-5x")'H', 
(p-fi)/ia 

Cette  formule  atteint  le  but  proposé , puisque  p-f 1 
se  change  en  — p-f-i,  lorsque  p est  négatif. 

Les  formules  ( A ),  (Æ),  (C),  (Z)),  deviennent  illu- 
soires, lorsque  leur  dénominateur  s’évanouit.  Cela  ar- 
rive pour  la  formule  {A),  par  exemple,  quand  m= — np  : ■ 
mais  dans  tous  les  cas  de  cette  espèce,  la  fonction  pro- 
posée est  intégrable  soit  algébriquement,  soit  par  loga- 
rithmes. 

/JC?1  1 diC  , 

— , m étant  un  nom- 
V i— x* 

bre  entier  positif;  on  trouve  par  la  formule  {A),  en 
y faisant  a=i , b— — i , n=a  ,p= — r» 

/xf”~ ’dx  — x3  , m — 2 f xJ"—3dx 

1/ 1 — m—i  ^rn—ij 

V > « 
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écrivait  m au  lieu  de  m — 1 , il  vient 


/xmdr  

\/ 1 — x* 


' \/ 1 — ; 


771 


m — î p a"-* dx 

J l/l— x* 


771 


En  donnant  successivement  à m différentes  valeurs, 
•n  commençant  par  les  nombres  impairs  , on  aura 


/xdx  / 

7T=5=-'/‘- 


X*  -f-  COTLïf. 


J y'x— 3 oy  i/i_i» 

/^Ë£_  =__  I*  i/7=I^  + é f_£?Ë£_ 

J x+5j]/7=^ 

r x7dx  * I , . 6 /"  x*dx 

J l/i— x*  7 7y  l/i— x1 

» < * ' . h "■>  « 

etc. 


On  tirera  de  là 
xdx 


C xdx  o~ 

I -7===—  y 1 — x“  4-  const: , 

r!)  V'T^I'  + conxt. 

/^%=“(^+^xî+^)^r^+c0Wf-  ‘ 


etc. 


la  loi  de  ces  valeurs  est  évidente. 


* v *» 

1 r < 
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Passant  aux  valeurs  paires  de  m,  et  supposant  m =2, 
m — 4,  m = 6,  etc.  ouftrouve 

v/— ■ +i  /Ü 

J y i — x1  a 1/  î — x* 

J V/i— xa  4 4./  ^ i— -c*  - 

r x6dx  - -x*t/i=^4-- 

J i/i— x*  6 SJ  ÿi—x* 

etc. 

/ 

dans  ce  cas  toutes  les  intégrales  proposées  dépendront 
de  a% 

C ^~r  ■■■  = arc  ( sin  = x)  -)-  ccmst.  (35)  , 

J yi—x* 

et  en  représentant  par  A l’arc  indiqué , on  aura 
C da:  , , . * ^ 

J x/i—x*  * 


r x’d.é  î ; 

I . ■■,-.= X V/  l — 

»/  |/ 1 — X“  2 


x“-f-  - -f-  const. 


a » 


+com‘- 


etc. 


174.  Je  vais  chercher  maintenant  les  formules  qui 
répondent  aux  cas  où  m est  négative-  On  a alors  par 
la  formule  ( C ) (173) 


♦>é- 

* 


J 
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x-m-'dx  X— my/i  — X»  , m—i  p x-m+'àx 

m ~+  m J 


/x-"—« 

yï= 


ŸI— x“  m ' m.  J y/] 

f 

en  écrivant  — m , an  lien  de  — m — i,  il  vient 

C dx y i — X8  m — a r dx 

J xm  \/ 1 — x*  - (pv—i )x— * m—  1 J ^cm-i 

On  ne  peut  pas  supposer  m=  î , puisque  cette  valeur 
rend  le  dénominateur  nul;  il  faut  donc  chercher  à priori 

• (Jjj 

1 intégrale  de  -==.  On  la  trouvera  facilement 

x y i — x* 

d apres  cê  qui  a été  dit  n°  îGi  ; mais  on  peut  y par- 
venir aussi  de  la  manière  suivante  : on  fera  i— x“  =z“; 
d’où  il  résultera 


x = y î—i 
et  p^ponséquent 


dx= 


— ad z 


y 


dx  — dz 


x y i — x1  i—z*’ 

4g) 

équation  donf  le  second  membre  a pour  intégrale 
remettant  au  lieu  de  a sa  valeur , on  aura 


♦ 

„(i±yjp?\ 


A 

multipliant  par  î + t/i  — x*,  les  deux  fermes  de  la 
fraction  comprise  sous  le  signal,  on  obtiendra 

Cale,  intégr. 
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_4(i+^ES]='_5,[(i±^-] 

=— ,(1±V^£); 

en  aura  donc  enfin 

f— fc==- n'i+iŒE?) + 

J x\/ 1 Xa  \ oc  J 

En  posant  m — 3,  m = 5,  etc.  il  viendra 


n dx 

\/  1— xa 

+ 5j 

f dx 

X3  [/  1 — X* 

2X“ 

H 

Tl 

- x* 

” dx 

y/ 1 — x* 

r dx. 

x5  y/  i — xa 

4-rt 

+ 4J 

x3  y/i— 

-X3 

n dx 

V. 

1 

1 

G dx 

x7  y/ 1 — x* 

6x* 

' x5  y/ï^ 

-X3 

etc‘  # 
Faisant  ensuite  m = 2 , m = 4 > m = 6 , etc . on  trouvera 

• ^ • r 

dx  . . 

const. 


x’y/i— x* 

~5-ir#  + 

K i — xa 

x* 

3xs  1 : 

n dx 

y/i— x*  , 

r i 

2 r tflx 

3 J 3t\/ 1 — X* 


dx 


xVl  — 


etc. 


De  ces  deux  suites  d’équations  on  tirera,  comme  dans 
le  n°  précédent , une  classe  de  formules  intégrées  par 
logarithmes , et  une  autre  classe  qui  sera  algébrique. 
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De  l' intégratif  par  les  séries. 

* 

175.  L’intégrale  fXàx  s’obtient  facilement  lors- 
qu’on a développé  la  fonction  X en  série  , pareequ’on 
n’a  plus  à intégrer  que  des  monomes  auxquels  s'appli- 
que immédiatement  la  règle  du  n*  tJ6.  En  effet,  soit 
X = Axm  + Bx°+*  4;  Cxm+**-\-  Dx^  + etc.  ; si  on 
multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  àx, 
et  qu’on  intègre  séparément  chaque  terme  du  second , 
il  viendra 

AxmJr'  , Bxm+*+l  Cxm+*n+'  * 

/Àdx— — -J ; f-  etc.  const. 

Lorsqu'on  rencontrera  dans  le  développement  de  x 
A 

un  terme  de  la  forme  — , il  en  résultera  dan3  l’intégrale, 
le  terme  ^lx(  147).  " i - 

176.  La  fonction  la  plus  simple  qu’on  puisse  réduire 

1 . 

en  série , est  — ; — , et  il  en  résulte 

1 X X*  X3 

U~  ÛF  + ~ &♦  + etc*  » 


/’  dx  x x*  x3  x* 

+ 4^4  + êtc-  + const- 

mais  on  sait  d’ailleurs  que  =1  (a  -J-  x)  : on  aura 

donc 

1 (a  +x)  4.  etc.  4-  const. 

Pour  trouver  ce  qu’exprime  la  constante , il  n’y  a qu’à 

faire  x = o,  on  aura  dans  cette  supposition  la  = const 

R a 
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et  parconséquent , 0 

• \ a/  a 2 aJ  ar  4n* 


résultat  conforme  à celui  du  n®  29. 

adx 


Soit  la  différentielle 


d.r 


a1  -j-  x 


qui  peut  te  mettre 


sous  la  forme  - 


en 


— , et  qui  appartient  parconseqûent 

> + — 

, . aA 

OC  ' . CL 

à l’Ire  dont  la  tangente  = - : en  réduisant  — • 

a a* -j- jc? 

série , il  viendra 

a 1 x“  , x*  x6  , 

— - — rzr  — — —s  -4-  — ^ — ~*r  -4-  etc.  I 

a“- f-x*  a a3  à1  a7 

intégrait  chaque  terme  en  particulier,  on  aura 

' /^==*rc(,"s=;)+“’""-= 


> + x’ 

X X3  #,  X5 


X7 


const. 


â“  3?+‘5^“^'  + etc-  + 

Si  on  veut  tirer  de  cette  équation  la  valeur  du  plu» 

OC 

petit  des  arcs  dont  la  tangente  est  - , il  faudra  suppri- 
mer la  constante  arbitraire,  puisque  l’arc  cherché  est 
nul , lorsque  x = o , et  on  aura 

/ xN  x x3  , x5  çcJi  . ■ 

arc(tang  = -)  = --^;  + ^F--7+etc. 

résultat  conforme  a celui  du  n°  Z*f  ; mais  ici  la  loi  est 
évidente.  , 

. a xmcLr 

En  opérant  de  même  sur  -n—-  a , on  trouva 

• » 
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xmdx 


C A L C CL 
xm'hl 


INTEGRAL. 


aSi 


.—m-f-an-t-i 


(m-f-n-f-ija*' 
etc.  -f-  const. 


(m-f-2n-f- 1 )aSn 

177.  L’objet  de  l’intégration  par  les  séries  étant  de 
te  procurer  des  valeurs  approchées  des  intégrales  qu’on 
ne  peut  obtenir  rigoureusement , il  est  important  d’avoir 
plusieurs  séries  pour  exprimer  la  même  intégrale , afin 
de  choisir  celle  que  f*nd  convergente  la  valeur  par- 
ticulière qu’on  se  propose  de  donner  à x.  Les  séries 
qui  procèdent  suivant  les  puissances  positives  de  x , 
dont  les  exposans  vont  en  croissant , où  les  séries  as- 
cendantes, ne  convergent  en  général  que  dans  le  cas  où 
la  variable  x demeure  très-petite;  tandis  que  celles 
qui  procèdent  par  des  puissances  négatives  de  x , où 
les  séries  descendantes , le  font  dans  les  cas  où  cette 
variable  est  très-grande. 

Pour  parvenir  à une  série  de  cette  espèce  , dans 
l'exemple  ci-dessns , il  faudrait  changer’  l’ordre  des 
termes  du  binôme  an  + x* , ou  mettre  x à la  place 

de  a dans  le  développement  de 


«"-f-x’* 


, et  on  aurait 


1 

x* 


a” 

X” 


+ ^ + etc- 


x"  -f-  a*  x*  x,n  ' x1*  x*" 

et  il  viendrait  , après  avoir  multiplié  par  xmdx  et 
intégré , 

xmdx  1 


/ 


x"  + am 
a* 


(n- 


•m — i)x" 
• os" 


(an — m — 1 )xa'*~'n— 1 (3  n — m — 

-f-etc.  -f-  const.  ' 

(îette  série  deviendrait  illusoire , si  quelqu’un  de  ses  dé- 

R 3 
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nominateurs,  compris  dans  la  forme  in — m — T,  s’éva-» 
jouissait , ce  qui  arriverait  si  m.-f- 1 était  un  multiple 
de  n ; dans  ce  cas  la  différentielle  développée  contien- 

dx  , 

draif  un  terme  de  la  forme  — ) dont  l’intégrale 

X 

serait  a Ci“,)»lx. 

Si  on  fait  dans  le  résultat  ci-dessus  m = o , n=a 
et  a — 1 , il  devient 


A 


dr  i,i  1 

i ï + 3F  “ + etc’  + com*' 


mais  quoique  l’expression 


dx 


, soit  la  différentielle 


î -f-x1 

de  l’arc  dont  la  tangente  est  x,  il  n’en  faut  pas  conclure 
que  la  série  précédente  soit  le  développement  de  cet 
arc,  puisqu’elle  devient  infinie  lorsque  x = o.  La 
considération  de  la  constante  arbitraire  lèvera  cette 
difficulté , si  l’on  fait  attention  que  pour  connaître 
la  vraie  valeur  d’une  série , il  faut  toujours  partir  du 
cas  où  elle  est  convergente.  Or  la  série  - 

+ 3F~5F“Mtc- 

l’est  d’autant  plus , que  x est  plus  grand , et  elle  s’éva- 
nouit lorsque  x est  infini  ; l’équation 

arc  (tang— x)=— ^ ~ + etc.  + canst. 

ij 

se  changera  dans  cette  limite  en  arc  de  ri  = - = const. 
• substituant  cette  valeur  de  la  constante , on  aura 


arc  (tang=x)=*-  — - -j-  =-3  ■ 


4-  etc. 


On  pourrait  intégrer  aussi  la  fraction  rationnelle 

Xfàx  • ,,  , • i . „ : W 

—pr~  ( ibi ) , en  développant  en  sérié  I expression  ^ ; 


r 
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mais  ce  moyen  ne  conduirait  qu’à  des  résultats  fort 
compliqués  et  rarement  convergens  ; d’ailleurs  ces  cal- 
culs sont  à peu  près  inutiles , puisqu’on  sait  ramener 
cette  différentielle  aux  logarithmes  et  aux  arcs  de  cer- 
cles, faciles  à évaluer  par  les  tables  qu’ofi  en  a. 

p 

178.  La  formule  fxm~ 'dx  ( a -J-  bxn  ÿ est  facile  à 

£ 

intégrer  par  le  développement  de  la  quantité  (a-f-èx")* 
en  série,  et  il  vient  pour  résultat 

t • 

Z Z{  Tm  nh 

fxm~'dx(a-\-bxny  f- ; — 

■ p(p— ?)&*  x""”n  p(p — g)  (p—îq)P  xm+3n 

"Y  1.2 q2a*  m-f-an  ' 


f etc. 


1.2. 3^0*  » Wl-j-3/1 

-f-consf. 

Si  on  voulait  avoir  une  série  descendante  par  rap- 
port à x , il  faudrait  donner  à la  différentielle  proposée  f 

fi+ZZ.  _i  Z 

la  forme  x » dx(  b + ax~"  )?  ; et  on  trouverait, 

Z ' 

après  avoir  développé  (i-f-cx- n)'?,  multiplié résultat 

B 

par  x 


B1  -i*  Z— — 1 . 

? dx  et  intégré , , 


i 


fxm~l  dx( a-\-bxnÿ  — b~’  j— 

' (mq-f-np  ■ 

T , Cr-O»  'r  _ ( Cr-»?> 

1 !L___i_etc  •» 

qb  mq  -+•  (p — ç)n  1.2.  q*b*  mq  -f-  (p — 2 iq)n  ‘ ‘ J 

-i-const. 

Tant  que  les  quantités  a et  b~  seront  positives  toutes 
deux,  ou  que  q sera  un  nombre  impair,  on  pourra 
se  servir  indifféremment  de  cette  strie  ou  de  la  pré— 
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cédente  ; mais  lorsque  q sera  pair,  la  première  formule 

£ 

deviendra  imaginaire  par  le  facteur  ai , si  a * est  néga- 
tif, et  la  meme  chose  arrivera  à la  seconde-,  si  br 
est  négatif. 

179.  Soit— expression  qui  est  la  différen- 
V 1 — -x* 

tielle  de  l’arc  dont  le  sinus  = x ; on  aura 


‘ 1 , 1 i.5  i.3.5  i.3,5 

i7T=5=,+  ;?+M^+M^^+^4X8 


^xB  + etc. 


et  de  là 


A 


dx 


:X  + ^ 


îx3  , 1 .3X5  1 .3.5 x7  , ^ 

^ r-x |- etc. -f- court. 


V/i— x»  ’ a 3 2.4  5 2.4.6  7 

En  supprimant  la  constante,  la  série  s’anéantira,  lors- 
que x—o\  elle  donnera  parconséquent  la  valeur  du 
plus  petit  des  arcs  dont  le  sinus  = x , comme  dans 
le  n°  37.  * 

Voici  encore  quelques  résultats  faciles  à obtenir, 
d'après  ce  qui  précède , mais  qu’il  est  bon  de  connaître. 

d.r  p , / — 

; taisant  y x = u , 


on  a 


\/x — xx  [/  x . y 1 — x 

; mais  par  la  série  précédente  il  vient 


C ndu  / m3  , i.5u5  . i.3.5ur  . \ , 

/ _____  — a ( «j — ___j -—.j etc.  ) -f-conrf. 

J ^i—u‘  V ai  a.45  a-4-6  7 / 


donc 


r dx  / ix  , i.3x*  , i.3.'5x*  , , N. , , , 

A 7^K*+5S+r4T+MxT+t,'-)'/x+“"i‘- 


V 


a»,  dxi/aax — x*  = (aa)“x’dx^i— — ; 
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(*\; IX  1.1  X*  1.1.0  X* 

1 sa/  1 2 3a  3 -4  4a*  2-4-6  Sa5 

donc 

• » Z 

/a  I 1 2X1  1.1  2X* 

/ dxy  aax — x'—l  =x* ? — ; -7-1 

1 \3  a 5.30  a.4  7.40* 

-ET!  p3~  M0.)t/3Ï  + const. , 

,,  ,/ ; /l  IX  1.1  X* 

/ dxV/  30X — X3  = { = ■= — t-t 

\3  ao.aa  2.4  7-4^ 

1 .3  x3 
a. 4. 6 g.8«? 


ou 


1.1.3  X3  . \ .y- — . , 

— etc.  jaxy  aax  + co tut. 


/*  cLz? 

— donne,  après  la  réduction  de  t/ 1 -f-a? 

)/i+x3 


en  série,  et  l’intégration, 

/*  dx  ix3  î.Sx6  1.3. Sx7 


<-A 


dx 


3-4  5 2. 4. fa'  7 

1 i.3 


-f-  etc. 


- f-const . 
1.3.5 


l/x*- 


1.3X*  0.4-4X*  3. 4-6. fax* 

— etc. -f-const. 


Cette  série , qui  renferme  la  transcendante  Le,  est  d’au- 
tant plus  conve*gente  que  x est  grand  ; on  peut  en  ob- 
tenir une  autre  entièrement  algébrique , et  d’autant 
plus  convergente  que  x diffère  moins  de  l’unité.  Pour 
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cela j il  faut  faire  x—i-j-u,  ce  qui  donne 


développant  * , multipliant  chaque  terme 


par  u °d u,  et  intégrant,  on  trouve 


A 


du 


V/  au-f-u1 


' I I 2U*  1. 

au — 

^ a 3. a a. 


3 au’  - 1.3.5  au3 

4 5.4  2.4.6  7.8 

I.5.U1  i.3.5.u3 


2.5.2  a. 4-5. 4 a.4-6.7-8 


-etc 


+ etc.^  + court. 
^ y/ au  +■  const. 


et  puisque  u=x  — 1 , les  termes  de  cette  série  sont 
d’autant  plus  petits  que  x — 1 est  peu  considérable. 

180.  Le  but  de  la  réduction  des  différentielles  ea 
série , est  de  les  transformer  dans  une  suite  de  termes 
dont  chacun  soit  intégrable  en  particulier , et  il  n’est 
pas  nécessaire  pour  cela  que  les  termes  soient  des  mo~ 
nomes. 


Si  on  a,  par  exemple, 

dx  y/ 1 — e’x’ 

y/ 1 — ar* 

et  que  e soit  une  quantité  fort  petite , on  peut  dévelop- 
per y 1 — e'x3  dans  une  sérié  très-  convergente , parce- 
que  dans  la  différentielle  proposée  x3  est  toujours 
à cause  du  radical  y/ 1 — x’;  on  trouve 


\ 
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e6x6 — etc» 


r-'-  i i . . î.i.S 


V i—  e1x“=i—  -e'x*—  ~e*x*- 

a a.  4 a. 4. 6 


et  il  vient  à intégrer  la  suite 

c.) 

dont  chaque  terme  rentre  dans  la%ormule  f xWdx 

...  ' * J |/  1— .x8 

traitée  n0’  173,  174.  En  substituant  au  lieu  de  > 

/dx  Ç xadx  r a-*dx  4 

/1— x4’  J yr3?’  J etc- 

les  expressions  données  dans  le  n»  i73,  U en  résultera 

/d£\/n^ë*?_  v 

l//— x1  ~ 

4 et0'.v.4... , 

• -f.  COtlst. 

On  traiterait  d’une  manière  analogue  la  différentielle 

dx  dx  j 

i/o  -x*)  (à  -f-x)  ~ ' Yï+z : 

on  réduirait  en  série  la  quantité 
1 


[/a-j-x 


Digitized  by  Google 


$68  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

11  est  bon  de  remarquer  que  la  formula 

du 

l/(a  mu  — u*)  (n — u) 

qui  se  rencontre  dans  quelques  applications  à la  méca- 
nique, se  ramène  à 

— 1 f dx 

Ÿ mJ  ^/(j — x“)(a-f-x)’ 

«n  faisant 

n — m 

* m — u — mx  et  = a. 

m 


De  l'intégration  des  quantités  logarith- 
miques et  exponentielles. 


181.  Soit  d’abord  la  formule  /Px(\x)nt  P étant 
une  fonction  algébrique  de  ï ; en  y appliquant  la  ré- 
duction que  donne  la  formule  fudv=uv  — fv<iu  , et 
faisant  pour  abréger  /jPdx  = iV,  il  vient 


JPàx(\xy=zN{\xy—nf—  (1  xy-'N. 

. J x 

Si  on  désign N P31"  M , et  qu’on  change  N en  M 
et  n en  n— 1 , dans  la  formule  précédente  , on  aura 


Par  une  suite  de  réductions  semblables,  on  obtiendra:.. 


/Pdx(lx)“=iY(Lr)’'— »MCLr)'—-fn(n—  i)Z,(lx)I,-»t 
— n(n— i)(n — a)^(lx)nr-,-^-etc.  J * 
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et  pàrconséquent  l’intégrale  proposée  sera  algébrique 
dans  le  cas  où  n sera  un  nombre  entier,  et  où  les  quan- 
tités N,  M,  L,  K,  etc.  seront  toutes  des  fonctions  algé- 
briques ; c’est  ce  que  les  exemples  suivans  vont  éclaircir. 

183.  La  différentielle  x^dx  (lx)  donne 

fPàx  r=/xmdx=  ; — — N, 

J J m-f-i 

et  pàrconséquent 

/xJ,dx(lx)l,  = X^^)  ■—  ^-^/^"djCLr)»-». 

Si  dans  cette  équation  on  change  successivement  n 
•n  n — 1 , en  n — a , etc. , on  trouvera 


fjf'àx  (l*)»-'  = ^'y'1  ■ - — iL—i/^dxClx)»-*, 
J K J m-\-  1 m-f- 1 

/xmdx  (lx)1-*  = — rfi—Sl  yîcm<Jx^xj«-S 

’ v * m-f-i  g-  ' 

etc. 

£n  poursuivant  ces  réductions  , puis  remontant  de  la 
dernière  à la  première , on  construira  la  formule  gé- 
nérale suivante  : 


Jxmdx0x)n  = 


a*+‘ 

m-)-  1 


{(lx)" 


-(lx)* 


n(n-0 


« -f-  const. 


(lx)"-1  -f-  etc. 


m-f-  a 

n(jt — i)(n — a) 

“ (m+i)J 
H est  visible  que  cette  série  se  feripinera  toutes  le* 
fois1  que  n sera  un  nombre  entier  positif. 

En  prenant  n = 1 et  71  = 3,  on  trouve 

^dx(lx)  -^{(1*)  -^7}  + -^  ‘ v> 


vjo  traité  élémentaire 
Lorsque  m~ — 1 , on  a * 


(lx)""**  -\-const. 


En  général,  la  différentielle  — - U , dans  laquelle  U 

désignerait  une  fonction  algébrique  de  lx,  deviendrait 
algébrique  en  faisant  lx  = u. 


Lorsque  n est  négatif  ou  fractionnaire , la  série  se  pro- 
longe à l'infini;  en  faisant  n — — par  exemple,  il 
vient 


* 


xm+rj  1 
ro+1|(lx)* 


a(m-f-i)(lx)* 
i.3.5  • 

8(m-f-i)3(lx)* 


■f 


.3 


4(m+.)*(lx)1 
-f-  etc.^  -f-  consté 


i83.  Au  lieu  de  se  servir  de  la  formule  du  ^précé- 
dent, dans  laquelle  l’exposant  de  lx  augmente  sans 
cesse,  lorsque  n est  négatif,  on  peut,  en  opérant 
comme  on  va  le  voir , ramener  l’intégration  de  la  formule 
/Pdx(lx)- " à une  autre  de  la  forme  //^dx(lx)— 1 , 
si  n est  un  nombres  entier . ou  au  moins  de  la  forme 
fV* dx  (lx)-’"1"”1 , m étant  le  plus  grand  nombre  entier 
contenu  dans  n. 

La  différentielle Pix{\x)~n  peut  être  mise  sous  la 
forme  Px.~  (lx)-"  ; mais  le  facteur  — (lx)-B  ayant 
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A 


(n— l)(lx) 
Pdx 


7^,  il  viendra 
Px 


(lx)»  (n—  l)(lx)*-‘ 

Si  on  fait  successivement 

d(Px)  = Qdx,  d(Çx)=/îAr,  d(flx)  = Sdx,  etc.’ 

puis  qu’on  change  n en  n — î , n — a , etc.,  on  aura,  en 
poursuivant  la  réduction  ci-dessus. 


A 


Pdx 


'Px 


(lx)"  (re — i)(lx)n— 1 (fi — i)(n — a)(lx)"- * 

Rx 


• etc. 


(n—  i ) (n— a)  (n — 3)  (lx)"-3 

cette  suite  étant  poussée  jusqu’à  ce  qu’on  rencontre  un 

. . 1 CVdx  . 

terme  -+-  — r / — = — , si  nestunnom* 

(n— i)(fi— 2). . Lx 


bre  entier , ou  un  terme 
1 


CVdx  . 

-î)  J (lx)— 


* (n— »i)  (n — a). . (n — in-f-i 
m étant  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  n.' 
1 84  Si  on  prend  P = x” , on  aura 

x"+'  . n — î P xmdx 


/xmdx 

(lx)‘  — ' 


(n— î)  (lx)*-1 


-ji- — - r 


(lx) 


n— i* 


et  répétant  cette  réduction,  en  changeant  n en  n—  1 , 
en  n — a,  etc.  on  obtiendra 
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f'xmdx 

J CkF 


xm 


(m-fi)x*+1 


(n — i)(Lr)"-‘  («  — i ) (n — 2)(lx)',_2 

(n — l)  (n — 2)  (ï* — 3)  (lx)*^3‘ 
fx^dx 


(m-4-i)"-1  rs 
(n — 1)  (A — 2) 1 J 


\x 


en  supposant  que  n soit  un  nombre  entier. 

La  formule  précédente  conduit,  lorsque  m= — 1,  à 


/*  dx  _ 
x(lx)B 


(n—i)  (lx)B— 


const. 


\ 


Elle  ne  donne  rien  lorsque  n = 1 ; mais  si  l’on  aVait 
en  même  temps  m — — 1 et  n=  1 , la  dilFérentielle 

-j-g  qui  viendrait  alors , aurait  pour  intégrale 

1 (lx)  -f-  const. , puisqu’en  faisant  bc—u,  elle  se  trans- 

r . èu 

iormerait  en  — . 

• u 

L’intégral de  Quelle  dépend 

quand  n est  Un  nombre  entier,  paraît  devoir  constituer 

une  transcendante  à part.  On  la  ramène  à une  forme 

plus  simple  , en  faisant  xm  "H 1 = z ; car  il  vient 

âz  * 

alors  xmdx  = — , lx  = - — — , et  parconséquent 


77X  —J—  I * 

/jc*dx  f'dz. 

lx  ~J  ‘ET* 


m+i: 


On  trouvera  plus  bas  le  développement  en  série  de 
cette  dernière , qtâ  se  rapporte  aussi  aux  fonctions  ex- 
ponentielles ; ce  qui  donne  en  posant  lz  =5  u , s=e'f 
# ds 
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dz  = e“  et  formule  dont  l’inté-r 

gration  exacte  est  encore  à desirer. 

1 85.  Je  vais  m’occuper  maintenant  de  l’intégration 
des  fonctions  " exponentielles  ; je  ferai  d’abord  remar- 
quer que  l’équation  d.ax=a-rdx  la  (27)  donne 

• * 

axdx  = -j^-d.ax,  d’où  /a*dxr=-j-  -f-  conif. 

On  tire  aussi  de  làdx=  ; par  ce  moyen  la  dif- 


férentielle Vdx  devenant 


VA.  a1 


: change  1 


VA  u 


ax\a  

lorsqu’on  fpit  oJr=  u , et  est  algébrique  par  rapport  à u 
lorsque  est  une  fonction  algébrique  de  a1.  Ou  trouve 
iv  a*dx  de  , ■ ■ ■ 

i-^anx~ïa\/\-j-un'  t 

186.  Soit  la  dilférentielle  Pazàx:  on  la  décomposera 
dans  les  deux  facteurs  a*Ax.Pt,  le  premier  étant  in- 
tégré donne  j^a*  ; et  il  en  résulte  parconséquent 

/ Paxdx—  Par  — / aTAP.  Faisant 

a : i:  . i i- 

dP=Qdx,  dÇ  — éîdx,  d/î  = Sdx,  etc. 

et  continuant  la  réduction  'précédente , on  trouvera 
cette  série  : ...j 


v.l,  ... 

fPa*Ax  ==  Pax  - 

la 


Caéc.  intégr. 


(la)= 
1 * 
w 


^+(Ib)5*a 

fVaxdx, 
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le  signe  -f-  répondant  gu  cas  où  n est  impaire,  et  le 

•igné  — à celui  où  n est  paire.  t 

En  intégrant  d’abord  le  facteur  Pàx  de  la  différen- 
tielle proposée  f Paxdx , et  faisant  / .Pdx  = 2V,  on  au- 
Tait  cette  réduction 

/ Po^d.r  = axN  — OaTf  Nax dx  ; 

et  en  la  continuant , après  avoir  "supposé  f iYdx  = M , 
/ Mdx  L , etc.  il  viendrait  , 

fPaxdx=cfN—  (\a)a*M+(\aya*L...  ±(\ayfGazdx. 

187.  L’application  de  la  première  formule  de  l’article 
précédent  conduira  à l’intégrale  exacte  , toutes  les  foi* 
' que  P sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  , parce- 

qu’alors  le  nombre  des  quantités  Q = , R = , 

d/î 

S = -j — , etc.  sera  limité  ; la  dernière  sera  constante 
• dx 

( 18  ) , et  parconséquent  fPa’àx  se  changera  en 

fl* 

Vfazàx~  V -j—  -f-  const. 

I ' » / 

Soit  pour  exemple  P—x":  l’équation 
j'pcfàx  — ■—  P a*  — faxdP 
devient  dans  ce  cas 

J'aTx?àx  = — faxx'~'  dx  ; 

un  en  déduit 

axx"~l  n — 1 r _ . . 
faxxn~'dx  — — j—  fa*JC*~*Ax, 

et  en  continuant  on  parvient,  lorsque  n est  un  nombre 
entier  positif,  à 
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lal 


n n (n — O 

— -1-  - x 


la 


(k)* 
n(n—l)  ...il 
(k)“ ~J  + 


fdtxn  dx  = 

"("—OC”—3)  _„-j 

(k)3  1 


cotnt. 


188.  La  seconde  formule  du  n°  1 86  ne  conviant 
qu’au  cas  où  les  quantités  N=  / Pdr , M=fNàx t 
L fMdx , etc.  peuvent  s’obtenir  algébriquement  ; 
mais  elle  s’applique  avec  succès  à l’exemple  ci-dessus, 
quand  n est  un  nombre  entier  négatif.  On  a alors 

P — ~,  N—fPAx=—- L ' . 

x”’  J (n — i)xn— 1 

a* , k r<£Â2. 

xm  — (n  — i)x“-*  ‘ n — i J , 


d’où 


f 


’n*dx 


Oxl<2 


(n— i)x— 1 («  — i)(n  — a>x*-» 

a*(k)»  ' e^k)"^1 

(n— 0(«— a)(d  —Z)xn~3  (n— i)(n— 

(k)-—  . r a*dx  , 

-, TT s / (-  const. 

(n — i)(n — 2J...1  J x 

On  ne  saurait  pousser  'la  réduction  au  - deià  de 

/o*dx 

— — ; car  1 équation  ■ -j. 

/a*dx  _ a*  k ra*àx 

x“  — (n — i)x“~ 1 ~*”n — ij  xn~l  ’ 

ne  donne  rien , lorsque  n = i. 

S a * 
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On  retombe  encore  dans  cet  exemple  sur  la  trans- 

rendante  / -,  dont  i’ai  déjà  parlé  n"  184  i et  si  on 

pouvait  obtenir  son  expression  , on  aurait  en  même 
temps  l’intégrale  fafxadx,  pour  tous  les  cas  où  n.  est 
un  nombre  entier. 

*189.  Lorsque  n est  un  nombre  fractionnaire  , le* 
«deux  séries  dont  On  vient  de  faire  usage , ne  se  termi- 
nent point.  Si  on  avait,  par  exemple,  n = — j,  oû 
Trouverait  par  îa  première 

/a*dx a1  r . 1 . i-3 

Vr  \aV  .x  V 

I . 

et  par  la  deuxième 

J Ÿx  l 1 *-3  ‘-3- 

- g^laÿ. 


axla  4x*(la)a 


+ 


-f-  etc. 


} + 


const. 


j .3.5-7 

Il  faut  observer  que  dans  le  cas  où  la  formule 

proposée  serait  faIx'l+‘>dx,n  étant  un  nombre  entier, 

on  gourrait  la  ramener  à fazx* dx,  par  le  moyen  de 
""la  première  strie  , si  n était  positive,  et  par  le  moyen 
de  la  seconde  , si  n était  négative. 

190.  En  remplaçant  ax  par  son  développement  (a5) 
dans  la  fonction  fPa* dx , on  aura 

fPazdx  = fPdx  -j-  — / Px dx  + — - fPx'dx  -f- 
J ■■  .*  1 -î* 


(lu)5 

1 sa.  3 


/ Px'àx  -f 


(I«04 

1 .a. 3. 4 


fPx*  dx  + etc. 
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ce  qui  fournira  un  nouveau  développement  de  JPa*dx, 
toutes  les  fois  qu’on  pourra  obtenir  tes  fonctions 

fPàx , fPx dx,  . . . .fPxn dx,  etc. 

Si  P — x*  , il  viendra 


faxxnàx  : 


x"+1 


xn+*la  ajB+,,(la)* 

1 1 (/i-j-a)  A.a(n4-3) 

æ”-H(1ü)s 


+ 


i.a.3(n  + 4) 


-etc.  const. 


et  dans  cette  série . il  faudra  mettre'  lx  au  lieu  de  — V— - > 
’ «+ 1 
lorsque  n sera  un  entier  négatif,  égal  à — i. 

L’application  de  ce  moyen  à l’intégrale 
donne  le  développement 


/ 


a* dx . xla  x*(l«)*  , .r’fla)5 

- X l.I  ' A.a.2 
x*(l</)t 

H V 4-  etc.  4-  const. 


1 .a. 3. 4-4 


que  la  supposition  de  ax  = z , d’où  il  résulte  x = jjj- 
et  lx  — llx — lia,  transforme  en 


/ 


£ = H*4-  -1^4-i^I*4-i1^1* 

1s  i a »,a  *■ 


3-r.a.3  r , 


1 

4-  - 4-  etc-  4"  const. 

1 4 1 .a. 3. 4 


191.  Il  y a encore  un  autre  moyeji  d'itjtégrer  une 
fonction  exponentielle  , telle  par  exemple  que 
• * . »•  ( 

- - ---  - -,  c’est  de  chercher  à la  rapporter  à la  différen- 

(1  4- XJ  r 

- S 3 
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tielle  de  la  fonction  e*P,  qui  est  e*(dP  + Pdx)  , et 

dans  laquelle  P représente  une  fonction  algébrique  de  x. 

C’est  [irincipaleraent  la  sagacité  et  l’habitude  du  calcul 

qui  peuvent  guider  dans  ce  procédé.  L’exemple  proposé 

étant  fort  simple , il  suffit  de  faire  1 + r = s:  on  a 

alors 


e*.rd  r e*~ 1 ( z — 1 ) dz  _ 


=;{e‘(rd2-ÿ)}; 


(»+•*’)*  . Z* 

et  avec  un  peu  d’attention  on  voit  bien  que  — ^ 

étant  la  différentielle  de  - , il  fautprendre  P = - , d’où 
2 x 2* 

• % ! P* 

11  résulte  l'intégrale  — “-f-  const.  Remettant  au  lieu  de  s 

c g* 

7 rr  — — , 1-  const. 

(1  -f-x)»  1 + x 

De  T intégration  des  fonctions  circulaires. 

. j 

iqa.  Soit  la  formule  fXàxarc  ( sin  =x)  ; si  on 
intègre  d’abord  le  facteur  Xdx , en  observant  que 
djc  t î 

d.arc (sin  =r)  = ■ et  faisant  fXdx  — V , 

y 1 — x* 

on  aura 

Z’  VA  r 

f Xdx . arc  (sin  = x)  = arc  ( sin  — x ) — f — ■■  — - : 

J y 1 — x* 

1 * ■ 

l’intégration  de  la  formule  proposée  sera  donc  ramenée 
à celle  d’une  fonction  algébrique,  si  V est  algébrique. 

En  prenant  pour  exemple  /r"dx.arc  (sin=x), 
, et  fxn dx  arc  ( sin  = x)  = 


on  tronvera  V 

rn4- 1 


n 1 


**-**•  , . . 1 P x^'dx 

— ? — .arc(sin=x) : — / - - : 

n + 1 n+  1 J y/i—x*  ! 
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— * été  traitée  dans  les  n*’  173 
[/i—  x*  ' 

et  174. 

193.  Comme  d . arc  ( cos  = x)  = 


dx 


<?.  arc  (tang=x)  = • 


dx 


1 4-  x*’ 

on  aura , en  opérant  de  la  même  manière  que  ci-dessus, 

/Vàx 

— ' - 

y 1 — x* 

/Fût 
ï'-ii  x*  ; 


et  l’intégration  de  ces  formules  ne  dépendra  que  de 
celle  d’une  fonction  algébrique , toutes  les  fois  que  V 

sera  algébrique.  . * • « 

< . 

iq4-  Si  * représente  un  arc  dont  le  sinus  , ou  le  cosi- 
nus, ou  la  tangente,  etc.  soient  exprimés  en  fonction 
de  x,  c’est-à-dire,  qu’en  ait  dz  = Xidx,  Xi  étant  une 
fonction  donnée  de  x , on  obtiendra  fXz’dx  par  un 
procédé  îemblable  à celui  des  articles  précédeos.  Soit 
fX dxz=F\  on  aufa 

fzmXdx  = Fi?  — nfFzn~'  dz  ; 

■ r ■ ' \ * •'  * 

mettant  pour  dz  sa  valeur,  on  trouvera 

/ z*.Ydz  = Fzn  — nf sn— 1 FX  1 dx. 


En  suivant  cette  marche , on  abaissera'  de  plus  en  plus  " 
l'exposant  de  z , et  on  parviendra  enfin  à faire  dispa- 
raître cet  arc , si  n est  un  nombre  entier  positif.  • 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  r,  où  z est 
l’arc  dont  le  siüus==x.:  on  trouve  alors , successive- 
ment 

' S 4 


280 


TRAITE  É L É"M  E N T A I R E 


Xl 


F=X,  fzndx— xzn— nfz" 


•~=~7  ■ - i ' "jj" v-  / ». 

l/ 1 — x1  K i — 

y—  C ■ ■ 'Tc1c*:r  = — 1/1 — x\  fzn-'dx——z*~'\/ 1 — xa-j-(n — i ) /b»-*dx  ; 
J **  , 

et  ces  valeurs  donnent  fz"dx=z 

znx  nzH~ 1 j/ 1 — à?— n(n — î^z”- *x 

— .n(/i — î)  (rc — 3)2*“ 1 — x*  etc. 

eérie  qui  s’arrête  lorsque  n est'un  nombre  entier  positif. 

Si  on  avait  Xdx  = d z,  ou  Xx=Xi , l’intégrale 

«,  - i 

fX z"dx  se  changerait  en  Jzndz  — f-  const.  ; et  si 

n -(-  i 

on  substituait  à z"  une  fonction  algébrique  quelconque 
de  z , l’intégrale  considérée  par  rapport  à z rentrerait 
dans  quelqu’une  des  formules  traitées  précédemment. 

ig5.  Avant  de  passer  à des  fonctions  un  peu  géné- 
rales, des  quantités  z , sin  z,  cosz,  etc.  il  faut  se  rappeler 
que  par  les  nos  3a,  33 , on  a 

d.sin  nz~  ndz  cos  nz,  d’où /dzcosn*—  - sin  nz  -f-  const. 


d.cot  nz-. 
d . sec  nz  : 


■ndz  sin  nz, 

fdz  sin  ni  — — 

ndz 

r dz 

(cosnz)*’  J 
ndz 

(Cos  nz)1 

Ç dz 

( sin  nz)a>  J 
ndz  sin  nz 

( sin  nz  )a 
f dz  sin  nz 

( cos  nz  )*  * J 

,.  •*,*  T 

(eosnz  )* 

ndzcosnz 

C dz  cos  nz 

n cos  nz 


: nz  + const. 


-f-  const. 


, ndz  cos nz  C dzcosnz  1 , 

d.ccsec/zzrz: — — r- , / — = cosec  nz-f-  const. 

(sm  n*Y  J ( sin  nz  ) n 


n 6iu  nz 


■ -f-  const. 
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îqG.  De  ces  intégrations  résulte  celle  des  expres- 
sions 

dz(A  + B sin  s + C sia  2z  + D sin  3z  -f-  etc.  ) 
d z(A  -f-ücosz-f-Ccosaz  + DcosSz-l-etc.) 

qui  donnent  4 

Az — B cos  z — \ Ce  osas  — ^Z?cos3z  — etc.  -f-  const. 
Az  + B sin  s + i C sin  as  -f-  j Z>  sin  3z  -f-  etc.  -f-  const. 

197.  Il  est  très-important  d’observer  que  l’on  peut 
ramener  à des  termes  de  la  forme 

Asinmz,  onAcosmz, 

toute  fonction  rationnelle  de  sin  z et  de  cos  z.  Cette 
opération  qui  réduit  l’intégration  d’üne  différentielle  de 
même  forme  , à ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  précédent , 
facilite  encore  le  calcul  numérique  des  formules  résul- 
tantes , pareequ’il  y a beaucoup  de  cas  où  l’usage  des 
sinus  et  des  cosinus  des  multiples  d’un  arc , est  plus  com- 
mode que  celui  des  puissances  de  ces  lignes. 

* Les  formules  ( Tri  g.  26  ) 

sin  a cos  ^ sin  (a-f-b)  -f-  J sin  (a — b) 

cosasinù=  Lsin(a-f-ù) — fin  (« — é) 
sin  a sin  b = — jcos  (a-j-b)  -f-  j cos  (a  — b) 
cosacosb  = jcos(a  -f-  £)  -f-|cos  (a  — è) 

sont  les  élémens  de  la  transformation  que  i'é  viens 
d’indiquer  ; car  si  l’on  prend  b = a dans  les  deux  der- 
nières, elles  donneront 

sin  a1  = -—  3 cos  c a -f-  ± 
cos  a*=  jco*aa-f-~. 


a8a  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

en  faisant  attention  que  cos  (a — b ) = coso=  1.  Puis 

comme 

sma3z=sina* . sina,  cos  a3  = cos  a*,  cos  a, 
il  Tiendra 

gin  a3  = ( — ~ cos  aa  -f-  J)  sin  a 

= — ; cos  2a  sin  a -J-  \ sina 
cosa3  = ( jcos  2a  -f-  f)cosa 

= jcosaa  cosa -f- a cosa. 

Ces  deux  résultats  renferment  les  produits 

cos  2 a sin  a et  cos  2a  cos  a 

qu’on  exprimera  en  sinus  des  multiples  de  a,  au  moyen 
de  la  première  et  de  la  dernière  des  formules  rapportée* 
plus  haut,  et  en  y faisant  b = a a. 

Ce  calcul  est  trop  facile  pour  que  je  m’y  arrête  ; et  il 
est  évident  qu  en  procédant  de  proche  en  proche,  comme 
on  tient  de  le  voir,  on  s’élèvera 

de  sina3  à sin  al , à sin  a5  , etc. 
de  côsa3  à coscd,  à cos  a5,  etc. 

i_q8.  Au  lieu  de  construire  ces  formules  particulières, 
j’en  vais  tirer  de  générales,  des  équations  (164) 

( cos  x -f-  j/ — 1 sinx)"  = cos  rue  -f-  \/ — 1 sin  njç , 

(cosx — \/  — 1 sinx)"  = cos  nx  — \/  — 1 sinnx. 

En  ajoutant  ces  deux  équations,  et  dégageant  cos  nx , 
on  trouve 

(cosx+v/ — 1 sinx)" -f  (cosx — l/ — isinr)". 

a 
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puis  en  retranchant  la  seconde  de  la  première,  et  déga- 
geant sinnx,  on  obtient 


sin  nx—  ■? 


(cosx-f-l/ — 1 sinx)"  - (cosx — \/ — isin  x)" 


a p — 1 


Ces  expressions  , quoiqu 'affectées  d’imaginaires , n’en 
sont  pas  moins  réelles,  parceque  ces  signes  disparaissent 
tous  par  le  développement  des  puissances  indiquées.  En 
effet  on  a 


(cosx — \/ — 1 sinx)"=cosx*-f-  -(/ — i cos x*— 1 sinx 


n(n—  i) 


I .a 


cos  x*"*  sin  x* — etc. 


(cosx-J- (/ — î sinx)*=cosx* — -(/ — 1 cosx"- ‘sinx 


i .a 


cos  x*-*  sin  x*-^  etc. 


et  substituant  ces  séries  dans  les  valeurs  ci-dessus,  o» 
arrive  à 

"("—O. 


cos  nx=  cosx  - 


î .a 


■ cos  x"  3 sin  x" 


W_stc. 

i .a. 3. 4 


•in nx  = - cosx”  'sin  x - 

î 


1.3.0 

n(n — i)(n — a)(n — 3)(n — 4)  . . . , 

— y . t- — cosx*-5sinxs — etc. 

î .a. 3. 4- 5 


199.  Par  les  formules  ci-dessus,  on  développe  les 
1 sinus  et  les  cosinus  d’arcs  multiples , suivant  les  puis- 
sances du  sinus  et  du  cosinus  de  l’arc  simple  •,  voici 
comment  on  peut'  résoudre  la  question  inverse , c’est- 
à-dire  , celle  où  il  s’agit  d’exprimer  les  puissances  du 


/ 


1 
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«inus  et  du  cosinus  de  l’arc  simple  , par  les  sinus  et 

les  cosinus  de  ses  multiples  : 

Soit 

cos x -f-  >/ — i sin  x = u 
cosx—  {/ — 1 sinx  = v, 

on  aura 


nÇn — i) 
t.a 


1 

cosx  = y(«  + v),  sinx=”-j^==  — v); 

et  de  là  on  tirera  d’abord 

■ ) 

cos  x"=—  (u  + i/)*. 

a* 

En  développant  la  puissance  indiquée  dans  le  second 
membre  de  cette'  équation , il  viendra 

cos  x*  = — / u*  -f-  - u°— * v -4-  — un~~'  v* 

a"l  i ' î .a 

n(ji— i)(n—  *)  , , ' » > 

+ -■— ra.5 u V + etCj; 

• 

mais  dans  l’expression  (u-f-v)*,  on  peut  changer  v 
enu,  et  réciproquement , ce  qui  donnera  ^ 

COSX*  = — { i-1"  -f-  - v*~'u  -f-  — — — Vn~*U* 

a”  l i a 

, w(n — i)(n — a)  -,  1 

+ — — f — - v*3u3  -f-ctc.  1 •, 

i .a. o - } 

et  en  ajoutant  ces  deux  résultats , on  aura 

a co»*"  — ~ | it"  -fr  «*  + ^ v,n~'u  ) 

•.  •»*-■%"  * , • , ’ . c * • 

— -f-  n ^ ■(a’l'~3o34-u"r3u3)-f-  etc.  j 
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On  peut  donner  à cette  équation  la  forme  suivante , 

a"4'1  co»  ï"  = | u*  -f-  v“-f-  - u v (u"-*  -f  vn~*y 

n(n— O uV,,u,-4+vM) +»Cn-i)  (n-a)  u V(u»-*+w.-6)  _j.  etc.J  ; 

mais  l'équation 

cosnxi=i  (cosx-f-  \/=I  sinx)"-f-  (cosx — v/^sinx)* 

; S=iü»  + Sv-* 

ayant  lieu  quelle  que  soit  n ( 1 98  ) conduit  a 
u"  -f-  v"  ==  a cos  nx , 

«t  en  général , à 

u"— "’  = 3cos(b— m)x';  • 

• . • > . — • ■ ■ * 

de  plus , il  est  aisé  de  voir  que  usei  : on  anrà 
donc  . ; ; 

a’14-1  cos  x“  = 

f , à 2n  , % J 271  («•— 1)^  ~ ^ 

‘J  acofchic  -f  — cos  (n  ■"•a;  x -j ^ Cos  (/1— 4)  x 

> ' • -f-  ^ >■  ^ . . ?)  cos  (n~6)  x r{-  etc.  J , 

ou  bien , en  divisant  tout  par  a , 

a»  cosx"  = I cosnx  -f-  -cos(n — n)x-f-^^ — — cos  (n — 4)a» 

t ^1  1 . Ü 

. n(n— a)  , ~v  , 1 

+ • t ' 3 ■-  cos  ( n 6)  x -f-  etc  . j.; 

formule  toujours  applicable,  quelle  que  soit  n. 
i En  continuant  cette  formule,  comme  celle  du  binoma 
de  Newton , on  arrivera , lorsque  n sera  un  nombre  en- 
tier, à des  cosinus  d’arcs  négatifs, qui  «ont  précisément 
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les  mêmes  que  ceux  des  arcs  positifs  correspondais  ; oh 
écrira  donc  cos(m — n~)  v au  lieu  de  cos  ( n — ni)x, 
et  dans  ce  cas  la  formule  s’abrège  ainsi  qu’on  va  le  voir. 

Dans  le  développement  de  ( u -f- i/)“  , lorsque  n est  un 
nombre  entier,  les  tenues  placés  à égale  distance  des 
extrêmes  ont  le  même  coefficient  ; pareille  chose  aura 
lieu  dans  l’expression 

cos  nx  + - cos  (n  — 2)  x 4-  — — cos  (n — Â)x 

...  1 1 .a  , 

n(n — 1)  (n  - a) 

■+-  — — - ^ cos  (n  — 6)  x-f-  etc. 

et  de  plus  les  cosinus  placés  à égale  distance  des  extrêmes 
de  cette  formule  sont  égaux.  En  effet,  le  premier  terme 
étant  cos  nx,  le  dernier  est  affecté  de  cos  (n  — an)  x 
ou  de  cos  — nx , qui  est  égal  à cos  nx  : au  terme  affecta 
de  cos  (n  — 2m)  x,  qui  en  a m avant  lui , correspond  au 
terme  affecté  de  cos( — n-f-  am)  x , qui  en  a m après 
lui;  et  comme 


cos  ( — n-f-sm)  x = cos  — (n — am)  x=cos  (n — am)  x. 
on  peut  omettre  les  termes  affectés  de  cosinus  d’arcs 
négatifs , en  prenant  le  double  de  chacun  de  ceux  qui 
en  contiennent  de  positifs.  i 

On  pourra  donc , en  s’arrêtant  au  ternie  où  les  arcs 
deviennent  négatifs,  écrire a"cosx*=rr 


. 2n  , . , an(n — 1)  , 1 

2 cos  nx  -f-  — cos(n — 2)x-J - — -cos (n — 4)x~f-etc- 1 

Il  faut  néanmoins  observer  que  dans  le  cas  où  n est  un 
nombre  pair,  la  formule  a un  terme  moyen  également 
éloigné  de  l’un  ou  de  l’autre  extrême , et  représenté  par 


n(n— -i). 


1 .a . 


n 
* a 


cos  (n  — n)  x:  à cause  de 
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• »(—!)... (j+l) 

cos  o = 1 , il  se  réduit  à 1 ; et  parce- 


n 
' 3 


qu  il  est  unique,  il  ne  doit  pas  être  multiplié  par  2 comme 
les  autres,  à moins  qu’on  n’en  prenne  préalablement  la 
moitié,  ou  qu’on  n’écrive 

j »(»— 


1 .2. 


n 

o. 


{ 


D’après  ces  remarques , on  aura  enfin. . a11-1  cn<  -h»  — 
couru;  + - cos  (n~a)x-f-  -A  ^ >.  cos  (n—4) 
n{n — i)(n — 2) 

H 123 cos  (»— 6)x  + etc. 

en  observant  de  s arrêter  dans  cette  formule,  lorsqu’on 
rencontrera  un  arc  négatif,  et  de  ne  prendre  que  la 
moitié  du  coefficient  du  cosinus  de  l’arc  nul  qu’on  trou— 
vera,  si  n est  pair.  Avec  cette  attention , il  sera  facile  da 
former  les  valeurs  de  la  table  ci-jointe  : 
cos  a;  =:  cos  x 
2 ços  x*=  cos  2X  -f-  x 
4 cos  x3=  cos  3x  -f-  3 cos  x 
8 cosx*=  cos4x-f-4cos3x-}-3  1 

x 6 cos  x^=.  cos  5x+  5 cos  3x  -f- 1 o cos  x 
3a  cosx®=  cos  6x  + 6cos4x-t-x5cos  2x-f-xo 
fi4  cos  x?~  cos  7X + 7 cos  5x  -f  a 1 cos3x + 35  cos  x 
etc.  0 

200.  Pour  déterminer  sin  x”,  on  fera  usage  de  l’é- 
quation * 
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einx  = — 7=  (“  — *0  > 
ny — i 


et  on  trouvera 

sinx"  = 

ou 


(a/— O 


(u— v)>. 


sinx" 


___i / u»-v+^=^W"-v 

-(aV/— ryt  1 13 

n(n-i)(n-a)un-3v3  + etcV 


î .a. 3 

1°.  Soit  n un  nombre  pair,  ou  une  fraction  de  nu- 
mérateur pair-,  dans  ce  cas,  {u — v>)B  = (v — u)n , et 
parconséquent  on  aura  encore 

1 ■ (v— u)\ 


*inxB  : 


CH/-!)* 


En  développant  le  second  membre  de  cetta  équation 
qu’on  ajoutera  à la  première , il  viendra 


flsinx*  = {u«  + v"  - " (u-V+v—u)} 

, n(n  O (U«-V  + > » 

“ 1 .2  .1 

_ n(n—\)  (n— a)  (u-.-3v3 v,“’V)  -f-etc . } 

i.a.3  . 


ou  bien 


„ • 1 -( u"+v"~- - uu(an-*  + v'-1) 

35 “*  -(av'ZZÔ-l  T 1 j 

n (n—Q  *) 

1 .a 

. ”(»—  OX^-lg)  u3^(u»-6+v»-S)-HtC. 

i.a.3 


résultat 
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résultat  qui  est  le  même,  aux  signes  près , que  celui  du 
n°  précédent;  on  peut  donc  écrire  tout  de  suite 


— i)"sinx“  = 


n , _ n(n—i ) „ „ 

cosnx cos  (n — 2)  x -f-  cos  (n—A)  x 

1 v 1.3  s 


— i)  (n — 2) 
1.2.3 


cos  ( n — 6)x-f-etc. 


L’imaginaire  disparaît , parceque  n est  un  nombre  pair  ; 
et  on  a (2 y/ — i)tt=±2n,  le  signe  supérieur  ayant 
lieu , si  n est  doublement  pair , c’est-à-dire  multiple  de  4, 
et  le  signe  inférieur,  s’il  est  simplement  divisible  par  2. 

On  fera  sur  le-  second  membre  de  cette  équation  les 
mêmes  raisonnemens  que  dans  l’article  précédent  ; et 
parceque  n est  un  nombre  entier,  on  en  conclura  qu'on 
peut  se  borner  aux  termes  qui  ne  renferment  que  des 
arcs  positifs,  pourvu  qu’on  prenne  le  double  de  chacun. 
De  plus,  comme  n est  paire  , il  y aura  un  terme 
dégagé  de  cosinus , qu’il  ne  faudra  pas  doubler  ^ et  en 
divisant  tout  par  2 , on  aura  • 

. ±:  2"— 1 sin  x"— 

f n r -v  1 n(n — O , .. 

| cos  nx  — - cos  (n— 2)x  -) ^ ■-  cos  (n — 4)  x 


n(n — î)  (n — 2) 
1.2.3 


cos  (ra — 6)  .r-j-  etc. 


en  observant  de  s’arrêter  lorsqu’on  trouvera  un  arc 
nul , et  de  ne  prendre  que  la  moitié  du  coefficient  de 
ce  terme. 

2°.  Si  n est  un  nombre  impair,  il  lient  alors 

(v — u)*  — — (u  — v)*, 

Cale,  intéfrr.  T 


* 


»gO  TRAITÉ 

parconséquent 


élémentaire 


siax"  = — • .* — ■•(» — v)*= ..  (i'-o-k)"- 

(aV^-O*  (^-O- 

et  le  développement  de  la  seconde  expression  est 

. 1 f . , n n(n — 1 ) > 

sin x" = ■?  — — v"“"u 

(a\/— i)"l  i - i-a  ( 

1 .2 .0 


Un  l’ajoutant  à celui  de  la  première,  et  faisant  les  ré- 
ductions nécessaires,  on  trouvera 


3sinx',= — — — < u " — vn~  - 

(a/— O”1  1 

-f-  _l2  u“v*(u,,_4  — vn-+) 

, — wCrat  0 mS^Cu"-6— v"- 6)4-etc- 

1 .a. 3. 

Mais  par  le  n«  1 98  , • 

sin  «3 { (cosx  -f  V~~x  âin  Z)' 

a/— 1 

— (cosx—  \/— 1 sinx)"}  — — 7=  (u"  — v*), 

_ ay — 1 

quelle  que  soit  n ; quant  au  produit  uv  , il  est  toujours 
égal  à l’unité  : ainsi , on  aura  en  générai 

jjti-m vn— m — a t/  — i gin  Cn — m)  x. 

iflr 

et  parconséquent 


I 


' i 


* 


< 
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2 sin  a 


= i (si 

(a  y/ — i )"—  l 


sin  nx  - 


• - sin  (n  — a)  x 
1 v 


+ 


n (rc— Q 
1 .2 


sin  (n — 4)  x 


n(n — l)  (n — 2)  . « 

- - sin  — 6)  x 4-  etc. 

1.2.3 

L’imaginaire  n’affecte  pas  plus  cette  formule  que  les 
précédentes;  car  n étant  un  nombre  impair, 

< , 

(2  \/ — 1)“— ‘=r±a"— 1 , 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n — 1 est  un  multiple 
de  4 j le  signe  inférieur  si  n — 1 est  seulement  un  mul- 
tiple de  2. 

On  peut  encore  ici  se  borner  aux  termes  affectés  de 
sinus  d’arcs  positifs , en  prenant  le  double  de  chacun. 
Car  il  est  d’abord  évident  , par  les  mêmes  raisons 
qpe  précédemment , que  les  termes  placés  à égale  dis- 
tance des  extrêmes  , ont  le  même  coefficient , et  que 
l’un  est  affecté  d’un  arc  positif , et  l’autre  d’un  arc 
négatif  : à la  vérité  , comme  le  nombre  des  terrneà  de 
la  formule  est  pair,  et  qu’ils  sont  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs , les  termes  correspondans  seront  de 
signe  contraire  ; mais  aussi  le  sinus  de  l’arc  négatif  est 
lui-même  négatif  : cette  différence  de  signe  se  trouve 
donc  corrigée , et  les  termes  dont  il  s’agit  se  réunissent 
dans  un  seul. 

D'après  ces  considérations , et  en  divisant  par  2 , il 
viendra 


rha*-1  sinx”—  jsin 


n(n — 1) 


2. 


-sin(n— 4)x — 


71  • r 
sin  ( n- 

1 . 

>?(/!— 1)  (n — 2) 
1 .2.3. 


-a)* 

sin(n— G)x-fet«.|. 
T a 
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On  déduira  des  deux  formules  de  cet  article,  les 
valeurs  contenues  dans  la  table  suivante  : 


sinx  = sinx 

! 

asinx*=  — cos  ax-(- 1 
4sinx3= — sin  3x-f-3sinx 
8sinx*=  cos^x — 4cos2X-H  3 
iGsinx5=  sin  5x — 5sin2X  + îosinx 
3asinx6=-rCos6x  -j- 6cos4x — i5cos2X-f-  10 
64sinx7= — sinyx+  7sia  5x — ai  sin  3x-f-35  sin  x 
etc. 


Yoilà  pour  les  cas  où  n serait  un  nombre  entier  ; s’il 
était  fractionnaire,  il  faudrait  avoir  recours  à la  pre- 
mière formule  du  n°  précédent.  On  y ferait  x=  il — z, 
ce  qui  donnerait  cos x = sin 2;  et  parconséquent  l’ex- 
pression de  cos  x"  par  les  cosinus  des  multiples  de  x , 
serait  celle  de  sin  zn  par  Iea  cosinus  des  multiples  de 
il — z,  ou  du  complément  de  Tares. 

201.  Soit  à intégrer  la  différentielle  fdx  cosx*;  on 
tirera  d’abord  des  formules  du  n°  199 

, 1 , - r 3 

cosx*  = 5 cos4x-}--cos2x-f-s1 
o 2 o 


et  on  aura 

. <4 

■u 


/dxcosx4=5/îlxcos4x  -f-- fdx  cos  ax  -f-  s fdx 

J O 2 O 

1..  . i . , 3 .r  , 

= 5-  sm 4x  + - smax  -| — 5-  -f-  const. 

± 02  4 o 


Cet  exemple  montre  assez  comment  il  faudrait  opérer 
sur  tous  ceux  qui  pourraient  s’offrir. 
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302.  Les  formules 

e*  — e~zV'~' 

2\/ — 1 


293 


smx  : 


COSXt: 


-’+e-1' 


changeant  les  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  en  expo- 
nentielles , ramènent  l’intégration  des  unes  à celle  des 
autres. 

On  peut  aussi  changer  la  différentielle  dx  sin  xm  cos  xn, 
en  une  autre  qui  soit  comprise  dans  les  différentielles 
binômes  : il  suffit  de  faire  sinx= z , d’où  il  résulte 

cqsx—y'i — z%  dx  = — 7===.  (35)  v 

V 1 — 

et  on  obtient  ensuite 

.1 

r • »r* 

/Hxsin  x™  cosx"  ~fzmàz  ( 1 — z*)3  * . 

En  appliquant  à la  dernière  expression  les  réductions 
des  n°!  170-172,  on  l’intégrera  si  m est  un  nombre  im- 
pair ; on  la  fera  dépendre  de 


/dz  ( 1 — -z*)  3 , 

si  m est  îiaire  :,et  on  ramènera  cette  dernière  à Ç- — — 
1 » J l/ 1 — z* 

ou  à un  arc  de  cercle,  si  n est  un  nombre  entier.  Dans 
tous  les  autres  cas,  on  réduira  l’intégrale  de  la  formule 
proposée  à celle  de  la  différentielle  analogue  la  plu» 
simple. 


Il  est  visible  qu’on  peut  transformer  de  la  même  ma- 
nière les  différentielles  contenant  les-  autres  lignes  tri- 
gonométriques. 


T 3 
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ao3.  Lesformules  (A) , (U) , (C)  et  (Z))  des  n"'  170, 
171 , 173 , pourraient  être  facilement  transformées , par 
rapport  à la  différentielle  dz  sin  z"  cos  z”  ; mais  on  par- 
vient immédiatement  aux  même  résultats,  en  décompo- 
sant en  facteurs  cette  différentielle. 

Si  onia  met  d’abord  sous  la  forme  dzsinzcosz*.sinzm— 
le  premier  facteur  dz sinz  cos  z"  pouvant,  à cause  que 
dz  sin  z = d.  cos  z,  s’intégrer  , on  trouve 

/ dz  sin  z"  co szm  = /dz  sin  z cos  z"  sin  zm— * == 

1 — cosz"+,sinz’"— '-t-  ^ /dzeosz"4"*  sinzm— * : 

n-f-i  ( J 

et  pareeque  cos  zn+*  = cos  z" . cos  za  = cos  z"(  1 — sinz*) , 
en  obtient 


/dzcosz"+asinzm— *=ydzcosz"  sinzm— 1 — /dz  coaz"  sinz”. 

Substituant  dans  la  première  équation , et  prenant  la 
valeur  de-fdz  sin  zm  cos  z" , il  en  résultera  (A) 
sinzm— 'cusz"4"'  , m — 1 


yîlzsinzracosz' 


m-J-re 


m-f  n 


/Hzsinzm—!lcose\ 


On  a aussi /dz  sinz™  cos  z”  = /dz  cos  zsin  zm . cosz"-'  = 

— - — sin  zm+1  cos  z"-1  -f-  /dz  sin  zrM~a  cosz”-*  ; 

m-f-  i m ~r  1 

de  plus , 

sin  z”4*  = sin  zm . sin  z* = sin  zm  ( 1 -^cos  z*  ) , 
et  parconséquent 

/Hzsinzm+:‘cosz’,— *=  /Hzsinz”  coez"- 1 — /Hz  sin  z'cosz*. 

Cette  valeur,  mise  dans  celle  de  /Hz  sin  zm  cosz",  conduit 
à une  équation  de  laquelle  on  tire  (Æ) 


sincm4"'cosz',—1  , n — 1 


/•j  . _ „ nuii»  lélKVti  . *•> a -,  . _ _ . 

/dz  sinzmcosz',= r ( ; — /dz  smzm  cosz"-'. 

m-f-ra  1 rn-f-nr 


• / 
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•En  changeant  successivement  m en  m — a , m — 4>  etc. 
dans  la  première  formule,  n en  n — a,/i — 4 /etc. 
dans  la  seconde  , et  en  les  employant  alternativement , 
on  parvient  à ôter  des  exposans  m et  n sous  le  signe  /, 
le  plus  grand  multiple  de  a qui  puisse  y être  contenu  ; 
ce  qui  conduit  à l’intégration  algébrique  de  la  for- 
mule dzsinVcosa"  , quand  l’un  des  exposans  m ou  n 
est  impair , et  fait  tomber  quand  m et  n sont^p  aires , 
sur  la  différentielle  dzsinz°cosz°,  dont  l’intégrale  ren- 
ferme l’arc  z. 

Si  l’on  applique  , par  exemple  , ces  formules  à 
fdz  sinz+cosz*,  la  première  donnera 

/dz  6in  z*  cosz*= — _j_  5 ygz  sin  z*  cos  z*  ; 

puis  on  trouvera  par  la  seconde 

rj  . « , sinzJco8z  , î rJ  : . 

Jdz  sin  z*  cos  z* a= \-~fdz  sm  z*  cos  z ; 

•4  4 

revenant  ensuite  à la  première,  on  obtiendra,  en  y 
faisant  m = a et  n = o. 


/dzsin  2’=- 


sinzcosz  , î „ 

— fdzz 

a 


smzcosz  z 

— +ï 


enfin  remontant  de  cette  valeur  à celle  de  la  différen- 
tielle proposée,  il  viendra 

i 3.i 

/dzsin  z+cos  z’  — — ÿ sinz’ieosz3^-^— ; sin  s*  cos  z 

o 0.4 

, 3.1.1  . , 3.1.1  , 

— ; — smzcosz-j-Tr— - — z 4-  co/ut 

6.4.2  6*4.2 

La  dilférentielle  /dzsinz4  cosz3  étant  traitée  de  la 
même  manière , conduirait  successivement  à 

T 4 
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. , sinz3  cosz*  3 -,  . . - • 

y dz  sin  s*  cos  s3 = J-  -/dzsmsa  cos  a3 

7 7 


/dz$inzacosas= 


smar  coszr 


smz  coszr 


2 

• g/dz  sinz*  cos» 


ydz sin z*  cos z = — — F g C09z  î 


et  com|e  /üzcosz  = — sin  z , on  en  conclurait 

i . 3.1 

fdz  sin  z4  cos  z3 = sin  z3  cos  z*  H — '-=  sin  z3cos  z* 

7 7-5 

3.2.1  . - 3.2.1 

sm  z cos  z* tts  cos z-f-const. 


7.5.3 7-5.3 

2o4-  Ce  dernier  exemple , et  tous  ceux  où  l’un  des 
exposans  m , n,  est  impair,  se  ramène  sur-le-champ 
aux  fonctions  algébriques  entières , en  observant  que 

fdz  sin  z*p+‘  cos  z’  — fdz  sinz . cosz’  ( sin  z*)? 
ya»  sinz?  cos  Z*i+l  = fdz  cos  z.  sinz?  (cos  z’)7  , 

que 

(sinz*)?=(i  — ÿsz*)?,  (cos  »*)*  = ( i — sinz*)*, 
et  que 

dzsinz  =d.cosz,  dzcosz  = d.  sinz. 

Par  là  on  arrive  à 

/u’du(i — w*)?,  /L?dit(  i — -u*)f> 

en  faisant  cos z — u,  ou  sin»  = u;  et  ces  intégrales 
s’obtiennent  en  développant  les  puissances  entières  de 
î — n*..  . 

2c5.  Lorsque  n = o,  la  formule  {A)  devient 

-,  . „ sinzm_lcosz  m — 1 . _ . 

fdz  sm  z”  — — -) — — fdz  sm  z - , 


m 


m 
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fct  conduit  à fàz  sin  z , ou  à /dz,  selon  que  m est  im- 
paire ou  paire. 

La  formule  (Z?)  quand  on  y fait  m = o , se  change  en 


/3acosz"= 


sin  z cosz" 


- fàz  co  s z* 


et  mène  à fàz  cos  z,  ou  à fàz , selon  que  n est  impaire 
ou  paire. 

206.  Les  réductions  du  n°  2o3  peuvent  s’employer 
pour  les  deux  différentielles 

dz  sin  zm  àz  cos  z"  _ 
cos  zn  ’ sin  zm 

mais  j’observerai  qu’il  suffit  de  s’occuper  de  l’une 
d’elles  -,  car  si  on  fait  z = H — y , on  aura  dz= — dy , 
sin  z — cosy  , cos  z — siny  ; et  la  substitution  de  ces 
valeurs  dans  la  première,  lui  fera  prendre  la  même  forme 
que  la  seconde , et  réciproquement. 

En  changeant  -f -n  en  — n,  dans  la  formule  {A) 
du  n°  cité,  il  viendra 

dzsinz"* 1 sin  zra— ' tn — 1 /’dzsinz’"- * 

cosz"  m — ncosz"- 1 m — nj  cosz*  * 

On  voit  que  cette  réduction  conduit  à 

dz  sin  z , _ C dz 

_ ou  a / 

cosz*  J cos  z" 

selon  que  m est  impaire  ou  paire. 

La  première  de  ces  formules  revient  à — 

lorsqu’on  fait  cosz=u,  et  s’intégre  facilement;  la 
seconde  se  traite  par  la  réduction  dont  je  vais  parler. 


298  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

Si  on  fait  n négative  dans  la  formule  (fi)  du 
ri°  2o3,  on  trouvera 


/ 


dzsin  zm 


1 sinzn,'M  (ra-f-i)  /'dzsin  zm 


cosz*  m — ncosz,H"‘ 

d’où  on  tirera 


cosz' 


«*Hi  9 


f 


ds  sin  zm 


1 sin  z1"4"1  m — n /’dzsi n zm 


"f 


cosza'*~À  n-j-i  cosz'l"f'‘  u-f-i  J cosz* 
et  changeant  n en  n*— 3 , il  en  résultera 

dzsin  zm  i sinzm+l  m — n-f-2  fdzsinz" 


/ 


cos  zr 


n — 1 cosz"”* 


— k+3  r 
n — 1 J 


cosz" 


Cette  formule  comprenant  le  cas  où  m = o , 
•'applique  à l’intégrale  » et:  en  générale  elle 

conduit  à 


f 


dz  sin  z” 


ou  à /dz  sin  z", 


cos  z 

•elon  que  n est  impaire  ou  paire. 

La  seconde  de  ces  intégrales  a été  traitée  dan* 
le  n»  2o5;  et  la  première,  au  moyen  de  la  for- 
mule ( A ) du  n”  ao3,  où*  l’on  fait  n = 1 , se  ra- 
mène à 

’dz  sin  z 


P 


COS  z 


ou  a 


à 

J cos  z 


selon  que  fn  est  impaire  ou  paire  ; il  sera  done  à pro- 
pos de  considérer  à part  ces  intégrales;  c’est  ce  que 
je  ferai  plus  loin. 

i,1  . • ... 

On  obseryefa  aussi  que  la  première  des  réductions 
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de  cet  article  devient  illusoire  quand  m = n,  et  la 
seconde  quand  71=  i,  et  que  cette  dernière  donne 
sur-le-champ  l’intégrale,  quand  m = n — 2. 


207.  Soit  / — 
J smz1 

en  — m et  -j-  n en 

on  trouvera 


d z 

"'cos  z 
~n, 


en  changeant  à-la-fois  -f-  m 
dans  les  réductions  du  n°  2o3, 


f: 

f ; 


d z 

sin  z ***  cos  zn 
d z 


sms"‘  cos  zn 


1 1 

m-\-n  sin  z"1’1’1  cos  zn~~l 
1 1 

m+n  sipz'"'*'1  cos  zn+l 


+ 

+ 


m+1  r de 

771+71 J sinzm4'icosz* 
n + i T dz 

m-j-nj  sina",cosao4'*, 


d’où  il  résultera 


h 

h 


dz 


sinz^-^coas" 

dz 

sinzmcosz"+a' 


1 1 

771+ 1 sinzm'*"1coszl,— 1 

1 1 

n -f-  1 sin  z1*- * cos  z*"*"* 


tji+ti  r dz 
7n+i  J sin  z"1  cos  z* 
m+71  r dz 
n-f-ij  sinzmcosz'*’ 


Changeant  m en  m — a , dans  la  première  de  ces  équa- 
tions, et  n en  7i — 2 , dans  la  seconde,  on  aura  deux 
nouvelles  formules  (C)  et  (Z?)  , 


/*  dz  j 1 m-t-n — g Ç dz 

sinzmcosz"  771 — 1 sinz1"- ‘cosz1*— * 771 — 1 J sinzm—! acosz“ 

dz  1 1 ,771+71 2 f'  dz 

sïnz’"côsz"  71  — i sinzm_1cosz,,-‘  n — 1 J sinzmcosz'*-’* 


Ces  deux  formules  peuvent  être  employées  alterna- 
tivement comme  l’ont  été  celles  du  n°  2o3  , dans 
l’exemple  f dz  sin  zA  cos  za  , et  diminueront  ainsi  suc- 
cessivement l’exposant  de  sinz,  puis  celui  de  cos  z;  * 

et  en  continuant  les  réductions  autant  qu’il  sera  pos- 


. % 
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sible , on  parviendra  à l’une  des  trois  intégrales  ci- 

dessous  : 


208.  Je  vais  en  conséquence  m’occuper,  dans  cet 
article  , de  l’intégration  des  quatre  différentielles 
suivantes  : 

dz  1 dz  dzcosz  dzsinz 

sinz  ’ cos  z * sinz  * cos  z 

La  première  devient  sqccessivement 

dz  dzsinz  dzsinz — dx 

«inz  sinz*  1 — cosz*  1 — x*  ’ 

en  faisant  cosz  = x;  son  intégrale  est  donc 

t.l+x  , , I -4”  COS  2»  \/ 1 — COS  Z 

: — - 1 — — - j =1  — 4-  const. 

l—'X  I COSZ  I-J-COSZ 

Pour  la  seconde  on  a 

dz  dzcosz dzcosz  dr 

cosz  cosz*  1 — sinz*'  1 — qo?’ 


en  faisant  sinzzzx;  et  parconséquent 


1 -{-sinz  j 
1 — sinz- 


l/ 1 -f-sinz 
\/ 1— sinz 


const. 


La  troisième  et  la  quatrième  sont  évidemment  de» 
différentielles  logarithmiques,  ensorte  qu’on  a 


♦ 


* 
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f 

f 


dzcosz 

sinz 

'dzsinz 


cosz 


Uinz  4-  const.  ==  f ----  = / dz  cot  i 
J taugz 

■ lcosz  -f-  const.  =/ïfttangz==y^ 


*dz 
cot  z’ 


En  ajoutant  ensemble  ces  deux  dernières  formules , 
©a  trouvera 


/*  dz  , sin  z , , 

— = 1 f-  const.  = 1 tang z 4-  const. 

sinz  cosz  cos  z 

On  peut  donner  aux  intégrales 


f 


^dz  __  l y/ 


sins  ^/i-f-cosz 


î — cosz  , 

- -f"  const. 


et 


f 


dz  . t/i+sinî  . 

= 1 - -f-  const. 

cosz  y j — sins 


une  forme  plus  simple.  On  sait  que 


tang  i (^-f  Æ) . tang  {A— B) 


cos  B — cos  A 
cosB-j-eosA  ’ 


tânS i(A-j-B)  sinA+sinB  ^ 

tângïC^— sm35— sînïï  a6) 


Cela  posé  , en  prenant  çosZ?=i,  cos ^ = cosz,  on 
aura  B — o,  A =z  ; la  première  formule  deviendra 


(tang  î z)* 


j — cos  z 
t-J-cos*  * 


et  donnera  parconséquent 


3oa 
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/ 

' dz 


Æ-=r. 

J sinz 


tang  ~ z "4"  const. 


Si  on  fait  ensuite  dans  la  seconde  formule  sin  ^ — i 
et  sinZ?=sinz,  il  viendra  A=  is  et  B=z, 


d’où 


î-fsinz tangCo'i.S+jz)  # 

x — sinz  tang(ps,5-=-jz)  ’ 


rang  (oi,5 — '-z)  = cot(oi,5-f~z)  = 


donc 


donc 


1 -)-s>nz 
1 — sinz 
dz 


A 


COS  z 


tang(oi,5-f~z)  ' 
= Qtaiç(oi,5+iz)]*  ; 

: 1 . tang  (o^,5-H«)  + const. 


En  remarquant  avec  soin  la  liaison  des  diverses  for- 
mules construites  précédemment,  il  sera  facile  de 
voir  que  l’intégrale  de  dzsinzmcosz"  s’obtiendra 
toutes  les  fois  que  m et  n seront  des  nombres 
entiers,  soit  positifs,  soit  négatifs  ; il  n’en  est  pas  de 
même  quand  ces  exposans  sont  fractionnaires.  11  faut 
avoir  recours  aux  séries , excepté  dans  un  petit  nombre 
de  cas  où  l’intégration  se  présente  d’elle-même. 


Méthode  générale  pour  obtenir  les  'valeurs 
approchées  des  intégrales. 

aoq.  Le  développement  des  intégrales  en  série,  ne 
conduit  à une  approximation  que  dans  le  cas  où  les 
séries  qu’on  obtieut  sont  convergentes,  ce  qui  n’ar- 
rive pas  toujours;  c’est  pourquoi  les  Analystes  ont 
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cherché  les  moyens  de  parvenir  à des  valeurs  appro- 
chées des  intégrales  , quelles  que  soient  les  fonctions 
différentielles  proposées.  Le  théorème  de  Taylor  mène 
d’une  manière  très  - simple  aux  formules  qu’Euler 
a construites  pour  cet  objet  ; mais  avant  d’y  parvenir, 
je  ferai  connaître  quelques  dénominations  relatives  aux 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  les  analystes  envi- 
sagent les  intégrales. 

La  nécessité  d’ajouter  une  constante  arbitraire  à une 
intégrale  , pour  lui  donner  toute  la  généralité  qu’elle 
comporte , fait  voir  que  ces  fonctions  sont  doublement 
indéterminées , puisqu’on  ne  saurait  assigner  leur  va- 
leur lorsqu’on  en  fixe  une  pour  la  variable  dont  elle* 
dépendent  , mais  qu’il  faut  encore  déterminer  leur 
constante  qui  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  pos- 
. *ibles.  On  détermine  ordinairement  cette  constante , en 
assujétissant  l’intégrale  à s’évanouir  pour  une  valeur 
donnée  de  x.  On  en  a déjà  vu  plusieurs  exemples 
^ ( 164,  176  , 177  ) , et  cela  revient  en  général  à ce  qui 
suit  : 

Si  fXàx  = P -J-  C,  P désignant  la  fonction  variable 
déduite  immédiatement  du  procédé  de  l’intégration  , 
Cia  constante  arbitraire,  et  que  l’intégrale  doive, 
s’évanouir  pour  une  valeur  x = a qui  change  P en  A y 
on  posera  l’équation  A + C=o  , de  laquelle  on  tire 

C — — A . et  pCdx  — P—  A. 

* Sous  cette  forme  l’intégrale  fXdx  n’est  plus  que  1* 
différence  entre  la  valeur  que  prend  la  fonction  P 
lorsque  x = a , et  celle  qu’elle  acquiert  pour  toute 
autre  valeur  de  la  même  variable.  Si , par  exemple  , 
x — b,  change  P en  D , il  vient 

piàx  — IJ  — A. 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  ce  résultat  s’ol*- 
tient  immédiatement,  sans  qu’il  soit  besoin  de  détermi. 
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ner  la  constante  ; mais  seulement  en  prenant  la  diffé- 
rence des  résultats  que  donnent  les  substitutions  de3 
valeurs  xt=a  et  x=b  , qui  changent  respectivement  en 
A-\-C  et  en  B-j-C,  l’expression  P-\-C. 

La  valeur  x = a , pour  laquelle  l’intégrale  s’éva- 
nouit , en  est  l'origine  -,  et  l’on  dit  alors  que  Y inté- 
grale doit  commencer  lorsque  x=a.  La  valeur  à 
laquelle  on  s’arrête , répondant  à x = b,  on  dit  en  con- 
séquence que  Y intégrale  est  complète  lorsque  x = b. 

Les  deux  valeurs  x=a  et  x=b  sont  désignées  en 
commun  sous  le  nom  de  limites  de  l’intégrale. 

Toute  intégrale  qu’on  énonce  sans  fixer  son  origine 
ou  sans  indiquer  ses  limites,  se  nomme  intégrale  in- 
céfinie,  et  doit, .pour  être  complète,  renfermer  une  cons- 
tante arbitraire. 

Lorsqu’on  assigne  ces  limites , l’intégrale  est  définie. 

Si  elles  sont  x~a  et  x=zb,  par  exemple,  on  dit 
alors  que  Yintègrale  /Xdx  doit  être  prise  depuis 
x = a jusqu’à  x = è;  et  cela  s'effectue  en  calculant 
successivement  ce  que  devient  l’expression  variable  de 
l'intégrale  lorsque  x=a,  puis  lorsque  x = b,  et  en 
retranchant  le  premier  résultat  du  second  : dans  ce 
cas  , il  est  inutile  d’écrire  à la  suite  de  1 intégrale 
la  constante  arbitraire , puisqu  elle  disparaîtrait  par 
la  soustraclion. 

Il  est  important  de  se  familiariser  avec  ces  expres- 
sions qui  reviennent  souvent , et  que  les  considérations, 
que  je  vais  exposer  rendront  encore  plus  significatives. 

aïo.  Cela  posé,  la  série  de  Taylor  donnant  lorsque 
x devient  x -f-  h , 

h* 

dx  1 * dxa  i . 2 
ne  peut  déterminer  la  valeur  que  prend  dans  cette  cir- 
constance une  fonction  dont  on  ne  connaît  que  les  coef- 

ficiens  - 


d3y  ¥ 


dx3  1.2.3 


-f-  etc. 
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ïiciens  différentiels,  même  à partir  du  premier  ordre, 
puisque  la  valeur  primitive  y reste  indéterminée , et 
■représente  parconséquent  la  constante  arbitraire  ; 
mais  la  différence  entre  cette  valeur  et  celle  qui  ré- 
pond à x-  -f-  h , ne  dépendant  que  de  la  série 

di4^il  + di_L  + ete 

dxi  ' dx“  1 . a ' dx3  i.a.5* 
est  entièrement  connue. 


Si  on  fait  JXdx—y,  on  aura 

dx  * dxa  ~~  dx  ’ dx3  ~dx!“ 

les  coefficiens  différentiels  seront  tous  déduits  de  la 
fonction  donnée  x , et  il  viendra 


h d.Y  h a d*X  h3 

i * dx  1 . 2 dx*  i . a . 3 


■f-  etc. 


Pour  tirer  de  cette  formule  la  valeur  de  fXdv , de-' 
puis  x = a jusqu’à.x  = b,  il  sullira  de  prendre  h=b—a, 
et  de  remplacer  x par  a , dans  la  fonction  X et  ses 
coefficiens  différentiels,  que  je  représenterai  alors  par 
A , A' , A",  etc.  : on  trouvera,  entre  les  limites  x=a , 


fXte^AÏ^+A'V-^ 


1,2 


• A„  (h— g)3  ' . , 

■A7^r+etc- 


La  série  précédente  est , en  général , d’autant  plus 
convergente  que  l’intervalle  b — a est  plus  petit  : mais 
lorsqu’il  a une  valeur  trop  considérable  , on  le  partage 
en  un  nombre  de  parties  assez  grand  pour  former  des 
intervalles  suffisamment  petits;  et  on  calcule  à part 
la  valeur  de  l’intégrale  relative  à chacun  de  ces  iuter- 
Calcul  intégr , Y 
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valles-  Je  suppose , afin  de  simplifier  les  formules,  que 
la  différence  b — a soit  divisée  en  n parties  égales  à a , 
et  que  les  quantités  A,  A' , A"  , etc.  se  changent  res- 
pectivement en  Ai  j Ai , At  , etc.  A%,  A% , A*  , etc. 
lorsqu’ogy  met  q + «,  a+2«,  etc.  au  lieu  de  a ; on 
aura  d’abord , entre  a et  a-f-ct, 

A * . A'<A  . A"*?  . . 

+ etc. 

t 1 1.3  1.3.3 

« 

entre  a -{-  « et  a 4 2* , 

éll  4.  éJjL  4-  4 etc. 

1 1.3  1.3.3 

entre  a 4 2*  et  a 4 3* , 

4 4.  él?L  4 etc. 

1 * 1.3  1.3.3 

etc. 

La  .somme  de  toutes  ces  séries , dont  le  nombre  est 
n , composera  la  valeur  totale  de  fXdx  entre  les  li- 
mites x sa  a , x — b , qui  sera  parconséquent . • ( I ) 

/ —[A  4 ^ l "t"  ......  -f"  An_ , ) 

1 4 ■ 1 * *-  ( A!  4 Aï  4 -A* 4 A *_,) 

fXAx=!  »-a  : • - 

J +AL1s+a:+j; +-*■„> 

■ f 

V4etc..  J. 

a 1 1 . Si  on  prenait  a assez  petit  pour  pouvoir  se  borner 
à sa  première  puissance , le  résultat  ci-dessus  se  ré- 
duirait à 

fXdx~Act  4 At<t  -J-  An*-  • A • •+  A„~i*, 
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série  dont  les  différens  termes  ne  sont  autre  chose  que 
les  valeurs  successives  de  la  quantité  Xdx  ; lorsqu’on 
y substitue  a , a -f-  A > a + ü«,  etc.  à la  place  de  x, 
et  qu'on  prend  dx  = *.  C’est  sous  ce  point  de  vue 
que  l'on  conçoit  l’intégrale  fXàx  comme  la  somme 
d’un  nombre  infini  d’élémens , égaux  aux  valeurs  con- 
sécutives que  prend  la  différentielle , par  les  divers  chan- 
gemens  qu’éprouve  la  variable  x.  ( V.oyez  la  note  de  la 
page  2oa  de  ce  volume.) 

Il  est  encore  à remarquer  que  la  somme  de  cette 
série , quelque  grand  que  soit  le  nombre  de  ses  termes , 
pourvu  qu’ils  aient  tous  le  même  signe , sera  moindre 
que  n n.  Am , si  Am  désigne  la  plus  grande  des  quantités 

A , Alt  At, An~, , et  que  le  contraire  aura  lieu 

si  Am  désigne  la  plus  petite.  On  conclut  de  là  que 
si  la  fonction  X ne  change  pas  de  signe  entre  les 
limites  x^=a,  x = 6 , et  que  M 'et  m soient 
sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur  dans  cet  inter- 
valle , l’intégrale  fX dx,  prise  entre  ces  limites , sera 
<^M(b — a)  et>m(Z> — a). 

312.  La  différence  entre  les  deux  valeurs  de  y , re- 
latives àx  = a'etx=i,  peut  aussi  s’obtenir  en  par- 
tant de  la  dernière , par  le  moyen  de  la  formule 

J ' y dx  i ' dx*  i . a dx3  1.2.3' 
dans  laquelle  yt  répond  à x — h , ce  qui  donne 
dy  h d*y  h*  . d3y  ,hs 

r -y; = é t ~ dé  T7* + s?  rxr etc- 

Pour  appliquer  cette  dernière  à fX ’dx,  il  faut,  dans 
X et  dans  ses  coefficiens  différentiels , changer  x en  b , 
et  supposant  qu’on  eu  tire  les  quantités  B , B',  B",  etc. , 

Va 


« 
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on  trouvera  entre  les  limites  x = a , x = b , 


fxil^ËS=el-ëSt=ÿ:+ëÉ=^_M. 

J 1 1.2  1.2.0 


Lorsqu’on  partage  l’espace  b — a en  n parties  égales  à 
a,  on  obtient  par  la  formule  ci-dessus , entre  les  limites 
«•fa  et  a, 


A A d A% 

» I 

A*  a? 

-i-  1 

1 1.2 

1 1.2.3 

entre  a -f-  a«  et  a -f-  a 

Axa  A «t* 

■ t-  a 

A"  a? 

4-  • 

i î .a 

• 

1.2.3 

•ntre  a-f-3*  et  a -f- a* 

A A • A'  et2 

3 3 

A"  A? 

1 1.2 

1 1.2.3 

etc. 


la  somme  de  ces  séries , pareillement  en  nombre  n, 
donne , entre  les  limites  x = b,  x=a, (II) 


f * (^l+.^»+^3 

/ATdx=)“  + A 

+J) 

«■*•/"  " " 

- f i.z.3\A'+A*+A>- 

+-<) 

'•  

ai3.En  réduisant  cette  dernière  série  aux  tefraes  aflfeo 

tés. de  la  première  puissance  de  a, 

on  aurait  seul»- 

suent 

f X.^LX"Zzz  AioL  A%t C -f-  AyX*  , . 

~f*  At.A  i 

Digitlzed  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  ,^09 

expression  dont  l’erreur  serait  en  + , si  celle  de  1 ex- 
pression du  n°  précédent  était  en  —,  et  vice  versé , 
pourvu  toutefois  que  les  quantités  A , Aly  A&  , etc. 
fussent  toutes  de  même  signe  et  composassent  une 
suite  tout— â-fait  croissante  ou  tout— a— fait  décroissante. 

, * 

On  peut  prouver  la  même  chose  dés  sériés  ( I ) et 
(II)  ; mais  je  ne  m'y  arrêterai  point  ici  ; je  me  borne- 
rai à observer  qu’en  conséquence  de  cette  remarque, 
on  prend  pour  plus  d’exactitude  la  somme  de  ces 
dernières,  et  entre  les  limites  x=o,* x—b , on  a 
Jâ  formule  (III) 


Y £ A\^-A-r)rAz. . ( A-\-An  ) 3 

+ k ■<'-*)  V . 

f — tt  un  n ./  fl\"1 

-f  iag 
-f  etc.  . , 


ai4-  La  considération  des  courbes  conduit  aussi 
d’une  manière  très-simple  aux  principales  conséquences 
établies  dans  les  articles  préeédens. 

/Xdr~exprimant  l’aire  du  segmentd’une  courbe  dont 
l’ordonnée  est  x (76)  , si  BCZ,fig.  35,  représente  F JC.  35. 
cette  courbe , que  l’origine  des  abscisses  soit  en  A , 
et  que  X~PM , l’expression  A’dx  sera  aussi  bien  la 
différentielle  dessegmens  BMP , DEMP,  que  du  se  g. 
ment  ACMP , qui  commence  à l’origine;  ainsi  l’or- 
donnée qui  borne, le  segment  de  ce  coté  sera  absolu- 
ment indéterminée.  L’ordonnée  MP  qui  forme  l’autre 

y 3 
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limite  l’est  pareillement,  tant  qu’on  n’assigne  au- 
cune valeur  à l’abscisse  AP\  mais  lorsqu’on  aura 
fixé  les  abscisses  de  la  première  et  de  la  dernière  or- 
donnée , le  segment  sera  tout-à-fait  déterminé. 

Si  la  fonction  variable  P de  l’intégrale  / Yd  r — P+C, 
k s’évanouit  d’elle-mème  au  point  B , cette  fonction  ex- 
prime immédiatement  les  aires  BCA,  B ED  , BMP  ; 
alors  si  on  veut  faire  partir  les  segmens  de  l’ordon- 
née AC,  il  faut  retrancher  de  ces  aires,  l’espace  BCA  : 
cet  espace  représente  la  constante,  déterminée  pour 
que  la  quantité  P -f-  C s’évanouisse  au  point  A ; mais 
en  considérant  à-la-fois  les  deux  limites  d’un  seg- 
ment, il  est  inutile  de  s’occuper  de  la  constante  ; car 
soit  que  l'on  compte  les  aires  à partir  du  point  B 
oit  du  points/,  sur  l’axe  des  abscisses,  le  segment 
DE  MP,  par  exemple,  s’obtiendra  également  par  la  , 
différence  des  segmens  BMP , B ED  , ou  par  celle  des 
segmens  A CMP  et  A CED. 

2i5.  L’inspfcction  dg  la  figure  35  fait  voir  que  l’aire 
du  segment  d’une  courbe  quelconque  est  toujours  com- 
prise entre  la  somme  d’une  suite  de  rectangles  inscrits 
PH  , P'R' , P" R",  etc.  et  celle  d’une  suite  de  rec- 
tangles circonscrits  P'S,  P" S1,  PmS“,  etc.,  les  pre- 
miers construits  sur  la  plus  petite  ordonnée  de  chacun 
des  trapèzes  curvilignes  PM' , PM ",  PM“,  etc.  et 
les  seconds  sur  la  plus  grande.  Il  est  visible  que  si 
l’on  prend 

AP  — a,  PP'— P' P"  = P" P”,  etc.  = « , ’ 
on  aura 

PM=pA,  P'M'—A, , P"M“—Ail  PmM'"=Ai>  etc. 
la  somme  des  rectangles  inscrits  sera 


> 


% 


Digitized  by  Google 


r 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  3ll 

Au  + A,z-\-  Ai*  -f-  etc.  (>) 

et  celle  des  rectangles  circonscrits, 

A,ct -f- Aa*-j- AjU-f- etc.  (9) 

On  verra  facilement  que  la  différence  des  rectangles 
inscrits  aux  rectangles  circonscrits , est  égale  au  rec- 
tangle MRQN , équivalent  à la  somme  des  rectangles 
MM',  M'M",  M“Mm,  etc. , et  que  parconséquent 
cette  différence  peut  être  rendue  aussi  petite  qu  on 
voudra,  en  rapprochant  les  ordonnées. 

Dans  la  figure  35 , où  les  ordonnées  vont  toujours 
en  croissant,  les  rectangles  inscrits  sont  formes  sur 
la  première  ordonnée  de  chaque  trapèze  curviligne , 
et  les  rectangles  circonscrits  sur  la  dernière  ; mais  si 
elles  passaient  par  un  maximum , comme  dans  la  » 
figure  36  , il  n’en  serait  ainsi  que  dans  la  partie  CM",rxa • 3fî‘ 
antérieure  à ce  maximum. , et  le  contraire  aurait  lieu 
dans  la  partie  postérieure  M“Z\  alors  la  série  (1),  d'a- 
bord moindre  que  l’espace  curviligne  , deviendrait  plus 
grande , et  la  série  ( 2 ) , d’abord  plus  grande  que 
cet  espace  , deviendrait  plus  petite.  1 

216.  On  approchera  davantage  de  la  vraie  valeur  du 
segment  de  la  courbe  proposée  , en  prenant,  au  lieu 
des  rectangles  inscrits  et  circonscrits,  la  somme  des 
trapèzes  terminés  parles  corâu  des  aies  MM',  M'M", 
MM",  etc.  W 

Ces  trapèzes  ayant  même  hauteur  PP',  et  chaque 
ordonnée , excepté  la  première , étant  commune  à 
deux  trapèzes , leur  somme  sera  précisément  égale  à 
la  série 

a D^i  -f-  + ^3  • • • -f-  A„- 1 -j-  7 (A  -f-  An')']  , 

* qui  tient  le  milieu  entre  les  séries  (ij  et  (a). 

y a 
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nc.3r.  Enfin  il  est  évident,  par  la  figure  37,  que  Faire 
curviligne  PMNQ  est  <que  le  rectangle  QE , et> 
que  le  rectangle  PF,  construits  l'un  sur  la  plus  grande  » 
et  1 autre  sur  la  plus  petite  des  ordonnées  comprises 
entre  les  limites  -AP  et  A Ç de  ce  segment. 

217.  L emploi  de  la  formule  (III)  du  n°  210  peut 
présenter  quelques  difficultés.  Ellle  ne  saurait  servir 
lorsque  la  fonction  X devient  infinie  • et  aux  envi- 
rons des  valeurs  de  1 abscisse  qui  donne  cette  circon- 
stance, il  ne  suffit  pas  de  diminuer  l'intervalle  « , ou  de 
• resserrer  les  ordonhées,  pour  compenser  l’elTetde  leur 
lapide  accroissement  : il  faut  encore  avoir  recours  à des 
transformations  convenables. 


* 


il  est  évident  que 


"Soit,  par  exemple,  X = — 

\/ 1 — x 

lorsque  x approche  de  I unité  , un  très-petit  changement 
dans  la  valeur  de  cettevariable  enproduitun  très-grand 
dans  celle  de  A";  si  donc  on  demandait  l'intégrale 
f d.r  , . . 6 

J "Î7îzré’  dePuls  x~°  jusqu’à  x—  1 — <r,  S étant 


une  petite  quantité,  il  faudrait,  vers  la  dernière  li- 
mite, multiplier  beaucoup  les  valeurs  intermédiaires 
données  à x. 


La  même  intégrale  i£peut  se  calculer  immédiate- 
ment jusqu’à  x ~ î ; car  alors  X devient  infini,  sans 
que  pourtant  la  valeur  de  fXdx  le  soit,  puisque 


y/ 1; — x -f-  const. 


Cette  difficulté  tient  à ce  que,  dans  l’intégration,  le 

I 

facteur  (1 — x)’  passe  du  dénominateur  au  numéra- 
teur ; et  elle  aura  lieu  en  général)  lorsque  X sera 
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^rr 

de  la  forme et  qu’on  aura  p<q.  Pour  la  le- 

(a — x)ÿ 

ver,  on  fera  a — x~zi , ce  qui  donnera 

x—a—z1’,  dx= — qz,— ' dz  et  Xdr= — qVz^^'àz, 

quantité  qui  ne  deviendra  plus  infinie  quand  x=a  ou 
z=  o , si  la  fonction  reste  finie  dans  cette  circonstance; 

on  calculera  donc  alors  l’intégrale ^—ldz , de- 
puis s = o jusqu’à  z—  <f,  <P  étant  une  quantité  assez 
petite,  et  on  aura  ainsi  la  partie  de  la  valeur  de 
dx 

correspondante  à l’intervalle  compris  entre 

(a 


P 

(a — xÿi 

x = a et  x—-a — <f. 

On  peut  encore  obtenir  l’intégral 


r>? a, 

J {a  — . 


— depuis 
-x)q 

x~a  jusqu’à  x=a — <T , en  faisant  seulement  x~a — -z  ; 
parceque  la  petitesse  de  la  variable  z renfermée  entre 
les  limites  très-étroites  o et  S , permet  de  simplifier  beau- 
coup le  coefficient  différentiel.  Si  on  avait,  par  exemple, 

/ 77  • • \ m 

— — , la  différentielle  à intégrer  après  la  trans- 

l/a*—x*  ' 

formation  indiquée  , serait 


— (a  — zyâz 


— (ea — soz-J-z*)  dz 


Ÿ 4a3z — 6a-z-~f-4aZjS — V z-  V^4a’ — 6naz- i~4az3 — zs 
En  réduisant  la  fraction 

a*  — aaz  -f-  z* 

' y 4as  — 6a“z  -f-  4n*"  — z* 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z,  et  en 


v 
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«'arrêtant  au  quarre  de  cette  variable  , on  aurait  enfin 

/àz  V a/  5z  5s*  \ , / — / 5 z î »*\ 

y/l  \ 4a  *3 a* y °*V  §a  i6a\)‘ 

Ce  résultat , qui  s’évanouit  lorsque  z — o,  donnera , par 
la  substitution  de  <T  à z,la  valeur  de  l’intégrale  cherchée, 
depuis  x — a,  jusqu’à  x=a — <f.  Le  reste  de  cette  inté- 
grale pourra  se  calculer  par  le  moyen  de  la  série  du 
n°  2i3. 

En  général , des  transformations  que  l’habitude  de 
l’analyse  peut  seule  suggérer , rendent  ces  séries  appli- 
cables dans  un  très-grand  nombre  de  cas  qui  paraissent 
d’abord  se  refuser  à la  méthode  proposée.  • 


fli8.  L’intégrale 


f*e  zdx 


ne  pouvant  s’obtenir  par 


la  réduction  de  e * en  série,  que  pour  le  cas  où  x 
serait  très-grand  , je  vais  montrer  comment  Euler  en 
a calculé  la  valeur  depuis  x=o,  jusqu’à  x = i , au 
moyen  de  la  formule  III  du  n°  ai 3. 

On  peut  d’abord  changer 


fi 


e zâx  i r e *dx  — - — = . 

-en fx — —e  *x—fe  *dx; 

x J x* 


la  partie  e zx,  s'évanouit  lorsque  x=o,  et  il  en  est 

X 

de  même  de  la  secondé  partie  fe  rd.r , ainsi  qu’on  va 
le  voir.  On  a pour  cette  intégrale 


X—e  z ' 

d3X  —3 
flx3  ~e 


àX  i 

à'X  1 

àx~e  x»’ 

/ i 6 6 > 

• 

) , etc. 

= ces  expressions  s'évanouiront 
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et  parcopséquent  les  quantités  A , A' , A" , etc.  seront 
nulles  : mettant  ensuite  a,  a*,  3 et,  etc.  à la  place  de  x , 
on  obtiendra  les  valeurs  de  A, , A(,  etc.  Alt  Ai  \ et, 
depuis  o jusqu’àx=net,  on  aura 


fi 


e^dx  : 


1 ! a i 


a î . a 7i  a 

+7X3  [•“  ‘ (i-?)  + •'= (x?-è)+.  ' 

î 

. e"  “ ^14^— _iY— 

‘ \(n-i)4*t  (»-i)s*v_I  a I .a.3  \n'tt4  n’av 


4P 


a i .a.3.4 


/ ! « , _L\ 

V»6*6  nba.b  ' n4*4  ) 

-f-  etc.  • 

Lorsqu'on  Yeut  s’arrêter  à la  limite  x=  i,  il  faut 

. C-- 

faire  <*  =- , et  il  vient  alors  / e Idx— 

n ./ 

Ch  n n J 

e-'+e  »fe"...  + e"-‘  U ~ 

2/ie  4»*e 


+ 


O ! 1 10  01 


. n — 27Z+2  — ~“ 
+ (n-i> 


10.  a1  a 4^,f*e 


etc. 
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En  se  bornant  aux  tenues  qui  sont  écrits , et  faisant 

n=  10,  on  trouvera,  suivant  Euler,  la  valeur  de 

f 

fe  x d.r , à un  millionième  d’unité  près,  et  on  Faura 

avec  une  exactitude  vingt  fois  plus  grande  encore,  si 
on  prend  n — 20. 

Les  détails  renfermés  dans  cet  article  et  dans  le  pré- 
cédent , suffisent  pour  montrer  comment , avec  le  se- 
cours des  transformations , et  en  calculant  la  valeur 
d’une  intégrale  en  plusieurs  parties,  on  parvient  à en 
approcher,  lorsque  les  séries  qui  l’expriment  ne  sont 
convergentes  que  pour  un  intervalle  limité. 

2 1 9.  Là  série  du  théorème  de  Taylor  donne  aussi  deux 
développemens  généraux  de  l’intégrale  f Xàx.  En  dési- 
gnant par  Cia  valeur  de  cette  intégrale,  quand x=o,  et 
représentant  par  A , A' , A“,  etc.  ce  que  deviennent  alors 

, . , „ d.Y  da.Y 

les  quantités  A,  ^j,  etc.  on  aura 


fXdx=zC  + A-+A,  — + A'-^=+etc. 

1 1.2  1.2.3 

•érie  dans  laquelle  C tient  lieu  la  constante  arbitraire. 


En  partant  de  la  valeur  générale  de  fXàx,  que  je 
représenterai  par  y , pour  revenir  à celle  qui  répond 
ài  = o,  et  que  C désigne,  il  est  évident  qu’il  faut 
faire  h — — x,  dans  la  formule  du  n°  21,  ce  quj 
donnera 


c—y 


î , d’y  Æ»  d3y  x» 
dx  1 dx2 1..2  dx!  1.2.3 


remettant  dan  s cette  équation,  au  lieu  dey',  etc. 

leurs  valeurs , et  prenant  celle  de /Jfdr,  on  aura 
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/Xdx=C+A'î-gil  + 


d»X  x3 
dx  1 .2  1 dx*  î .a. 3 


la  quantité  C est  encore  ici  la  constante  arbitraire. 

L’intégration  conduit  aussi  à ce  développement.  En 
effet,  si  on  décompose  la  différentielle  A'dx  dans  les 
deux  facteurs  X et  dr , et  qu’on  intègre  le  second , on 
aura  /Xdx  = Xr — / xdX  ; mais 

? .-\5  ! 


1 .** dx 
a dx 

1 

) dx  * 

î ,d*.Y 

1 

r à3  X 

3 X d x* 

O J 

&• 

h 

î ,d3X 

4*d^ 

1 

”4* 

1 dx3’ 

etc. 


„ds.Y 


mettant  successivement  pour  / xdX,  /x’  , etc.  leurs 

valeurs,  il  en  résultera 

x* 


f> 


Adx=X  ^ ■ 


dX  xa  | d*Y 

dx  î . a d x“  î . a . 3 


-etc. 


et*  pour  que  l’expression  de  l’intégrale  soit  complète,  il 
faudra  ajouter  une  constante  à ce  développement,  qui 
par  là  deviendra  semblable  au  précédent.  Cette  série  a 
été  donnée  pour  la  première  fois  par  Jean  Bernoulli , 
et  elle  porte  son  nom,  comme  celle  du  n’ai  porte  celui 
de  Taylor;  l’une  est  à l’égard  du  Calcul  intégral,  ce  que 
l’autre  est  par  rapport  au  Calcul  différentiel. 

S 

aao.  Jusqu'à  présent  je  n’ai  considéré  que  le 
coefficient  différentiel  du  premier  ordre  ; mais  si  on  ne 
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connaissait  que  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre, 
il  faudrait  alors  deux  intégrations  successives  pour  re- 
monter à la  fonction  primitive  dont  il  tire  son  origine. 
Soit  X le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la 


fonction  y , on  aura  = X,  et  en  multipliant  les 

d3y  d*y 

deux  membres  par  dx , il  viendra  = Xdx  ; or 


dy 

est  la  différentielle  de  -f-  , 
dx 


prise  en  regardant  dx 


comme  constant  : on  aura  donc  ^==/Xdx.  Si  P re- 
présente la  fonction  primitive  de  x,  égale  à /Xdx, 

dy 

et  ClÉ  constante  arbitraire,  il  viendra  -/•  — P-f-  C ; 

ClJL  v 


multipliant  ensuite  les  deux  membres  par  dx,  on 
trouvera  d^  = Pdx -1- Cdx , et  en  intégrant,  on  ob- 
tiendra y-=fPdx-\-  Cx  -f-  C,  C étant  une  seconde 
constante  arbitraire.  Si  on  remet  /Xdx,  au  lieu  de  P, 
il  en  résultera y—fdx /Xdx  -j-  Cx-f-C',  expression 
qui  indique  deux  opérations  successives. 


On  peut  ramener  cette  expression  à deux  intégrales 
«impies  , au  moyen  de  l’intégration  par  parties  ; car , 
en  remettant  P au  lieu  de  / Xdx , on  aura 


f Pdx  = Px — / xdP=x/Xdx — /Xx dx, 
et  parconséquent 

y = x f Xdx  — / Xxdx  -f-  Cx  -f-  C. 

•Te  passe  maintenant  aux  différentielles  du  troisième 
ordre.  Soit  X le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 

d-V 

lion  y,  relatif  à cet  ordre;  on  aura  g--4  = X,  d’oil 
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S**3*;  maiSg=d.g;  donc  %=fXàx  + C, 
d*y 

ce  qui  donne  = dx  / À'dx  -f-  Càx.  En  intégrant  de 

nouveau , il  viendra  = /dx/  Xàx  -f-  Cx  -f-  C,  ou , 

d’après  ce  qui  précède , 

jg  = xf  Xdx — / Xxdx  -f»  Cx  -j-  C. 

\ 

On  tire  ensuite  de  là 


dy  — xdx  / Xdx — dx  / Xxdx-f-  Cxdx-j-Cdx , 
et  en  intégrant,  on  a 

y — f xdx  / Xdx  — / dx  / Xxdx  -f-;  Cxa  -f-  Cfx  -f-  C",  ^ 

C*  étant  la  constante  introduite  par  cette  dernière  in- 
tégration. Il  est  facile  de  voir  que 

f xàx  f Xàx  ~ \x*fXàx  — ±/Xx*dx 
fàx  f Xxdx  —xf  Xxdx  — / Xx*dr  ; 


substituant  donc  ces  valeurs , et  réduisant  entr’eux  le» 
termes  semblables,  on  trouvera  . ' 

y=î(x'/Xxàx—’ixfXxàx+fXx*àx')-l-i(C3?‘-l-2Cx+  Cy 

Y oici  comment  on  indique  les  intégrales  successives  : 
lorsque  X désigne  le  coefficient  différentiel  du  second 
ordre,  on  a*  d*y  = Xdx*,  et  en  prenant  l’intégrale  de 
chaque  membre , on  trouve  dy=  / Xdx";  puis  en  inté- 
grant encore  une  fois,  il  vient y=.ffXàx?  =*/* Xdx*, 

On  a de  même , quand  X est  le  coefficient  différen- 
tiel du  troisième  ordre, 


\ 
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d *y=f  Xdx1,  Ay=rff  Xdx1,  y—fffXdx3=f3Xdx?, 
et  ainsi  de  suite  flpur  les  ordres  supérieurs. 

Chaque  différentiation  n’introduisant  que  la  pre- 
mière puissance  de  dx,  on  peut  ne  laisser  que  cette 
puissance  sous  les  divers  signes  /,  ce  qui  fournit  ces 
relations  : 

/ Xdx*=dx  / Xdx , ffXdx'1=fdx  /. Ydx 
/ Xdx3=dx*/Xdx , ff  Xdx3—fdx*fXdx=dx  /dx/  Xdx 
fff  Xdx3  = fdxfdxf Xdx , etc. 

où  il  faut  observer  que  chaque  signe  / embrasse  tous 
ceux  qui  le  suivent. 

Cela  posé , en  négligeant  les  constantes  arbitraires , 
et  en  intégrant  par  parties , comme  ci-dessus , on 
trouvera 

0 

/ Xdx  — fXdx 

/\Xdx*=  I [x  /Xdx — /Xxdx] 

/sXdx3  = [x2/ Xdx — 2x/Xxdx-f-/Xxsdx] 

/♦Xdx*  =-  ^ g [x3/ Xdx — 3xa/Xxdx -f-  3x/ Xx’dx-  fXx?dx], 
etc. 

Les  coçfficiens  numériques  de  ces  expressions  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binôme  a — b ; et 
tandis  que  l’exposant  de  x hors  du  signe/ diminue  d’une 
unité  à chaque  terme , en  allant  vers  la  droite  , son  ex- 
posant sous  ce  signe  augmente  de  la  mêm#  quantité. 

On  restituera  les  constantes  arbitraires  que  4’a* 
omises  dans  cette  formule  , en  écrivant  / Xdx  -f-  C 
pour  /Xdx,  fXxdx  -f-  C pour  /Xxdx,  /Xx*d.r  -f-  C 
pour  /Xxadx,  et  ainsi  des  autres:  car  les  constantes 
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C,  C , C,  etc.  étant  affectées  de  diverses  puissances 
de  x,  sont  irréductibles  entr’elles."' 

32i.  Les  différentielles  que  j’ai  traitées  jusqu’ici' 
• sont  prises  en  regardant  dx  comme  constant  , par- 
ceque  ce  sont  les  seules  qui  ne  renferment  qu’un 
coefficient  différentiel.  En  effet,  lorsqu’on  fait  varier  en 
même  temps  dx,  on  a (1 16)  d2j  = qdx*  -j- pd3x  ; si 
donc  on  se  proposait  la  différentielle  t/dx3  -f  Và\v  il 
faudrait  , pour  quelle  signifiât  quelque  chose , qu’on 

eût  y— pet  U=q,  d’où  résulte  U=  et  cette con- . 

dition  étant  remplie , on  n’aurait  qu’à  intégrer  fVAx. 
Il  est  facile  «d’étendre  cette  remarque  aux  différentielles 
d’un  ordre  quelconque.  . m 

Application  du  Calcul  intégral  à la  qua- 
drature des  Courbes  et  à leur  rectification , 
à la  quadrature  des'  Surfaces  courbes  ec 
à l évaluation  des  volumes  qu elles  com- 
prennent. 

De  la  quadrature  des  Courbes. 

322.  Le  problème  général  de  la  quadrature  des 
courbes  se  réduit  à l’intégration  de  la  différentielle  Xdx 
en  nommant  X la  fonction  de  x,  qui  exprime  l’ordon- 
née y de  la  courbe  proposée  ( 76  ).  Ce  qui  précède 
contient  l’exposé  des  principales  méthodes  analytiques 
trouvées  jusqu’à  présent,  pour  effectuer  cette  intégra- 
tion , soit  rigoureusement,  soit  d’une  manière  appro- 
chée ; il  ne  s’agit  ici  que  de  l’application  de  ces  mé- 
thodes aux  courbes  les  plus  connues. 

Celles  dont  l’équation  est  la  plus  simple  sont  les  pa- 
Calc.  intégr.  X 
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raboles  des  divers  ordres,  représentées  par  l’équation 

1 m 

y*  — jt.vf1  : on  en  tire  y — p"x" , et  parconséquent 


— - nnB  jr  n 

fXdx  — fp"xndx  = — tL — -f-  const. 

m-f-  n 

Toutes  ces  courbes,  comme  on  voit,  sont  quanables  ; 
c’est-à-dire,  qu’on  a l’expression  finie  et  algébrique  de 
la  surface  du  segment  compris  entre  leur  arc , l’axe  des 
abscisses  et  l’ordonnée.  Il  est  facile , avec  l’expression  de 
ce  segment , de  calculer  celle  de  tout  autre  espace  con- 
tenu entre  une  portion  3e  la  courbe  et  des  lignes  droites 
formant , avec  les  absentes  et  les  ordonnées  , des  po- 
lygones dont  la  Géométrie  élémentaire  donne  la  me- 
sure; on  en  verra  plus  bas  des  exemples,  (229 , a3o). 


Les  courbes  proposées  passent  par  l’origine  des  abs- 
cisses, puisqu’on  a en  même  temps x=o,  et^=o;  si 
on  veut  exprimer  leur  aire  , à partir  de  ce  point,  il  faut 
supprimer  la  constante  arbitraire,  puisque  l’expression 


— - — x n s’anéantit  d’elle-même  quand  on  y fait 
m -j-  n 

ne.  38.  x==o.  Pour  avoir  ensuite  l’aire  BCMPJig.  38,  comprise 
entre  les  ordonnées  BC  et  PM , correspondantes  aux 
abscisses  AB  =a  et  AP = x , il  suffira  de  retrancher  de 

X . 

n *n-hn 

— — — x “ qui  exprime  l’aire  ACMP  , la  quantité 

7ïl  /l 


lipn 

m-f-rc 


m n 

a “égale  à l'aire  A CB  ; et  on  aura  ainsi 
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nu"  ( m-f-» 


Quand  l'exposant  n est  pair,  l’expressicfa  -ffiL 

m-\-  n 

est  susceptible  du  double  signe  ± , et  comme  alors 
les  mêmes  abscisses  AP  appartiennent  à deux  branches 
de  courbes  ACM  et  Acm  , ou  a deux  segmens  A CMP 
®t  A eux  P , celuv  qui  renferme  les  ordonnées  positives 
a une  valeur  positive , et  l'autre  a une  valeur  négative. 
Lorsque  les  exposans  si  et  n sont  impairs  l’un  et 

W4.B 

l’autre , la  quantité  x * n’a  qu’un  seul  signe  ét  reste 
toujours  positive , quel  que  soit  le  signe  de  x { mais  il 
est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  l’une  des  deux  branches 
de  la  courbe  proposée  a ses  abscisses  et  ses  ordonnées 
négatives  en  même  temps  : il  suit  donc  de  là  que  les 
aires  correspondantes  à des  abscisses  et  à des  ordonnées 
négatives  doivent- être  regardées  comme  positives. 


Si  n seule  est  impaire , alors  la  quantité  x » devient 
négative  en  même  temps  que  x ; mais  dans  ce  cas  les 
deux  branches  de  la  courbe  proposée  sont  du  même 
côté  de  la  ligne  des  abscisses,  et  les  ordonnées  demeu- 
rent toujours  positives. 

En  rapprochant  ces  remarques , on  en  conclura  que 
l’aire  d’une  courbe  est  positive  quand  l'abscissékt  l'or- 
donnée sont  de  même  signe,  et  négative  lorsque  le 
contraire  a lieu. 

Tous  les  segmens  paraboliques  ont  un  rapport  cons- 
tant avec  le  rectangle  ADMP , formé  sur  l’abscisse  et 
sur  l’ordonnée  ; car  l’expression 

X a 
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1 m-f-n  _ i m 

TL  • _ TL  “ “ 

. ■ r)n  X — X.P  X 

m + nP  ’ m+»  P 


équivaut  à '^^nxy>  en  vertu  de  l’équationy=p’x^. 

Lorsque  n=m,  la  parabole  devient  une  ligne  droite , 

1 

puisqu’on  ay—pnx\  le  segment  ACMP  se  change  dan» 
le  triangle  AMP , dont  la  valeur  esf  par  la  formule 
ci-dessus , comme  par  la  Géométrie  élémentaire  , égal# 
àixj. 

En  Faisant  n = a et  m = 1 ,*  on  tombe  sur  le  cas  de 
la  parabole  ordinaire , et  on  trouve  j xy  pour  la  valeur 
du  segment  ACMP. 

223.  Je  vais  chercher  maintenant  la  valeur  du  segment 
des  courbes  représentées  par  l’équation  xf"yn  =p. 
Cette  équation  se  tire  de  yn  — pxm , en  y changeant 

✓ 1 m 

-J-m  en  — m;  on  a y = pax  “ et 

. 

n n — m 

fXàx  — - - x " + const. 

n — m 

Les  courbes  proposées  sont  les  hyperboles  des 
divers  ordres,  rapportées  à leurs  asymptotes  , et  sont 
composes  de  plusieurs  branches  telles  que  L MV  t 
3f) , inscrites  dans  les  angles  que  forment  ces  droites. 
En  comptant  les  segmens  de  l’origine  des  abscisses,  ils 
renferment  l’espace  indéfini  qui  se  trouve  entre  la 
partie  CV  de  la  courbe  et  son  asymptote  A Y ; la 
valeur  de  cet  espace  est  infinie  ou  finie , selon  que  m 


1 


t 
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■est  pins  grande  ou  moindre  que  n.  En  effet , pour 
avoir  l’espace  B CMP , pris  depuis  l’abscisse  AB  = a , 
jusqu’à  l’abscisse  AP  = b , il  faut  (aog)  faire  successi- 


vement x—a  et  x=b  dans  l’expression 


retrancher  le  premier  résultat  du  second  ; on  aura 


donc  B CMP  r= 


Si  mainte- 


nant on  suppose  a — o , le  point  B tombera  sur  le 
point  A et  l’espace  BCMP  se  changera  en  YAPM-, 


» — m 

or  la  quantité  a " sera  infinie  ou  nulle,  selon  qu’on 
aura  m ou  n : dans  le  premier  cas  , 


YAPM 

/ 


et  dans  le  second 


YAPM 


Laissant  a d’une  grandeur  déterminée,  et  faisant  b 
infini,  on  aura  alors  l’espace  indéfini  XBCU,  qui 
sera  infini  si  m est  moindre  que  n , et  qui  sera  égal 


t .-.-iH'  M— n 

à — a n , si  m surpasse  n.  Il  résulte  de  là  que 


quand  m et  n sont  inégaux,  des  deux  espaces  asympto- 
tiques, l’un  est  infini  et  l’autre  fini. 


La  raison  de  cette  différence  se  trouve  dans  le  plus  on 
moins  de  rapidité  ayec  laquelle  la  courbe  s’approche,  de 


X 3 
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, Il 

nB  ^ * 

son  asymptote  ; et  puisque  y = et  x — —,  il  est  facile 

m n 

xn  y™ 

de  yoir  que  quand  onam>n,y  décroît  beaucoup 
plus  vîte  que  x,  que  parconséquent  la  courbe  s’ap- 
proche beaucoup  plus  rapidement  de  l’asymptote  pa- 
rallèle aux  abscisses  , que  de  celle  qui  est  parallèle 
aux  ordonnées , et  vice  versa. 


En  mettant^  au  lieu  de p'x  ",  dans  l'expression 


npnK 
n — m 


• x.pnx  ", 


elle  deviendra  — - — xv , et  la  valeur  de  l’aire  YAPMV 
n — m •* 

sera  —— - — f-  const.  Il  semblerait  que  le  terme  — X^  • 
n — m * > n — m 

doit  s’évanouir  lorsqu’on  fait  x — o ; mais  ce  qui  pré- 
cède prouvé  la  nécessité  de  ne  rien  prononcer  à cet 
égard , avant  d’avoir  substitué  pour  y sa  valeur  en  x , 


324-  Quan^  n=m}  on  a xy  =p" , ou  xy  =p  , en 

X 

changeant  p"  en  p , ce  qui  est  indifférent  ; la  courbe 
dont  il  s'agit  dans  ce  cas  est  l’hyperbole  ordinaire , et 
équilatère  si  l’angle  des  coordonnées  est  droit.  L’expres- 
sion générale  de  l’aire , trouvée  au  n°  précédent , se 
présente  alors  sous  une  forme  infinie , quel  que  soit  jç, 

pdx  i 

et  la  différentielle  de  cette  expression  étant  , a , 
pour  intégrale,  plx  -f-  const.  Les  espaces  asympto- 
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tiques  sont  inGnis  l’un  et  l’autre  , car  Ix  devient  tel 
par  la  supposition  de  x = o et  par  celle  de  x infinie. 

Soit  p = a%,  et  VMP,Jig.  4°.  une  des  branches  fic. 
de  l’hyperbole  équilatère  dont  la  puissance  est  égale 
à a , AC  son  axe  ; en  abaissant  du  sommet  C la  per- 
pendiculaire BC , on  aura  AD  = a;  et -comme  l’air» 


BCMP=a*\,AP—a'\.AB—a'\ 


AP 

AB 


si  on 


prend 


AB  pour  l’unité,  il  viendra,  à cause  de  l.i=o, 
B CMP=.  \.AP.  On  aura  de  même  \ .AP'  — B CM' P' , 
\.AP“z=BCM"P",  etc.  d’où  il  suit  que  si  les  abscisses 
AP,  AP1 , AP',  etc.  sont  en  progression  par  quotiens, 
les  aires  correspondantes  BCMP,  B CM' P,  B CM"  P” , 
etc.  seront  en  progression  par  différences. 


aa5.  L’hyperbole  que  je  viens  de  considérer  étant 
équilatère  n’a  donné  que  les  logarithmes  népériens  ; 
mais  en  variant  l’angle  des  asymptotes  et  prenant  tou- 
jours AB=i  , on  peut  obtenir  une  infinité  d’autres 
systèmes  de  logarithmes.  Soit  VMV , fig.  4>  > unerio 
hyperbole  quelconque  ; menant  le*  ordonnée*  PM , 
parallèles  à l’asymptote  AY , on  prouvera,  par  des 
raisonnemens  analogues  à ceux  du  n°  76  , que  le  pa- 
rallélogramme PMRP  est  la  différentielle  de  BCMP. 

Or  si  on  mène  P'Q  perpendiculaire  sur  PM,  on  trou- 
vera P'  Q = PP . sin  PPQ  — PP  . sin  XAY\  désignant 
par  ® l’angle  des  asymptotes,  on  aura  P Q = dxsin  ® ,„ 
et  parconséquent  PMRP'—ydx  sin  ®.  Si  ou  met  pour  y? 


sa  valeur  il  en  résultera  ^ sin®  pour  ladifférentielle 


défaire  BCMP\  et  parconséquent  B CMP  — hssd.AP, 
en  prenant  sin®  pour  module  (07). 


Celui  des  logarithmes  ordinaires  étant  o ,4342q45 
(25),  on  a sin  ® = o,4342945|  d’où  il  suit  que  le* 
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asymptotes  de  l’hyperbole  dont  les  aires  donnent  les 
logarithmes  ordinaires,  font  entr’elles  un  angle  de 
os,  28801. 

no.  4'J.  226.  En  faisant  AC=a,  AP—x  et  PN=y>Jlg.  42 , 

lequation  du  cercle  ANE  seray =2ax—  x“;  et  la  diffé- 
rentielle de  son  segment  ANP  aura  pour  expression 

dx  y 2 ax  — xx , qui  se  transforme  en  — du  (a* — u*)  2 
* _ 1_ 
lorsqu’on  fait  x~a — u , puis  se  ramène  à du(aa — u2)  *, 

ou  — - - — , par  la  formule  (ZA  du  n°i7i , et  dont 
y a2 — u1 

l’intégrale  est 

— ï(«— *)V  2 ax — xx  -K a* -arc  Ç cos=l— 


lorsqu’on  remet  pour  u sa  valeur,  résultat  qui  s’éva- 
nouit parla  supposition  dex=o. 

Il  est  facile  de  reconnaître , dans  la  partie 
5 (a — x)  l/ 2ax — xx  ,* 


l’expression  de  la  surface  -du  triangle  PCN,  et  de  voir 
parconséquent  que 

\ a*,  arc ^cos=- ou-  AC. arc  AN 

est  la  valeur  du  secteur  ACN. 

En  supposant  x==2 a,  dans  l’expression  APN,  elle 
devient a* .arc  ( cos  — — 1 )=ta*  , en  désignant 
par  t la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon 
• est  1;  et  elle  appartient  alors  au  demi-cercle  : on  aura 
donc  le  cercle  entier  a2  =~a.za  ’ , ainsi  qu’on  le 
prouve  dans  les  Elémens  de  Géométrie. 

Le  développement  de  /d.r  y aexx  — xx  , trouvé 
dans  le  n°  179  , donne  des  valeurs  approchées  de  l’aire 
APN.  m 
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segment  elliptique  AMP  sera  égal  à - fàx  y aax — xx  ; 


627.  L’ordonnée  de  l’ellipse  étant  - \/ 2 ax  — xx,  le 

V 

et  comme  il  est  nul  en  même  temps  que  le  segment  cir- 
culaire AN  P , on  aura  AN  P AMP  ” a Z b\  car  il  est 
facile  de” conclure  du  n°  209,  que  quand  deux  différen- 
tielles sont  dans  un  rapport  constant,  ce  rapport  est 
aussi  celui  des  intégrales , si  ces  intégrales  sont  nulle* 
en  même  temps. 


D’près  ce  qui  précède,  l’aire  du  cercle  décrit  sur  le 
grand  axe  d’une  ellipse , pris  pour  diamètre , étant  à l’aire 
de  cette  courbe,  comme  le  grand  axe  est  au  petit,  celle-ci 
est  équivalente  au  cercle  décrit  sur  un  rayon  moyen 
proportionnel  entre  les  moitiés  de  ces  axes.  En 
effet , par  le  rapport  ci-dessus , l’aire  del’ ellipse  est 

•x a*  X - ou  rrab , et  cette  dernière  quantité  représente 

évidemment  l’aire  du  cercle  dont  le  rayon  serait  y ab. 

228.  L’hyperbole  rapportée  à son  axe  transverse  a 
pour  équation 

b * * 

J*  (20* + *“),. 

. et  on  en  conclut 

b » —————— 

AQR  = - fdx\/a,ax  -f-  x*. 


Cettè  intégrale  peut  s’obtenir  par  les  logarithmes  (161) 
ou  se  développer  en  série  ; mais  au  lieu  de  m’arrêter  à 
calculer  ces  résultats , je  m’occuperai  des  secteurs  el- 
liptiques et  des  secteurs  hyperboliques,  dont  les  expres- 
sions différentielles  se  présentent  souvent. 

\ » 

239.  Soit  ADab ,Jig.  4a>  une  ellipse  dont  le  demi-rm. 
grand  axe  AC=~  a,  le  demi-petitixe  RC~b  ; faisant 
CP  = x,  il  vient 
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PM  — y — -y'  a - — x3. 
a 

Il  est  évident  que  le  secteur 

ACM=  CMP  -J-  AMP , 

et  que 

d ACM  — A. CMP  + à.AMP,  ' 

CMP  — - CP  X PM=l  — t/a*— x* , 

2 2 a 

d . CMP  — - - (dxlÆ~ë ^-V 

3 a V V/a'-x’i 

d . AMP—  — - dx  l/  a’ x\ 

a 

La  dernière  de  ces  différentielles  est  affectée  du  signe  — 
parceque  l’aire  AMP  décroît  lorsque  x augmente  -,  et 
elles  donnent 

d.  ACM=  — L-  —à:T— 

2 a j/a“— x* 

Si  on  fait - — le  secteur  elliptique  ACM  se  chan- 
gera dans  le  secteur  AC  A,  'appartenant  au  cercle  AEae 
décrit  sur  le  grand  axe  Aa  comme  diamètre  ; on  aura 
donc 


A.ACN  = — - a’dr 


i adr 

„ . :-«X 7=—^.—  ; 

3 y ciA — x“  3 y a‘ — x* 


mais  ■ 


adx 


y a* — x* 


étant  la  différentielle  de  l’arc  AA, 


il  en  resuite , ainsi  que  de  -la  Géométrie  élémentaire  , 
ACN=-aX  AN=-ACxAAt, 

a 2 

et  puisque  le»  secteurs  ACN  et  ACM  ont  leur  origine 
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commune  au  point  A,  on  en  conclura  (p.q8)  que  lo 
secteur  elliptique 

7 ! 

ACM—  - ACN—  - BCX  AN. 
a 2 

s3o.  yans  l’hyperbole  XAx  décrite  sur  le# 
mêmes  axes  que  l’ellipse  ABab  , et  dont  l'équa- 
tion est 


le  secteur  ACR=  CQR — A QR , ce  qui  doîme 
d . A CR  = d . CQR  — dAQR  ; 


et  comme 


CQR==~ CQx 

d . A QR  = - d.r  \/  x“ — a* , 


on  aura 

• d .ACR 

• a a — a* 

d’où  on  voit  que  la  différentielle  du  secteur  hyper- 
bolique est,  aux  signes  près,  la  mette  que  celle  du 
secteur  elliptique, 

a3i.  Le  secteur  hyperbolique  jlCM , Jig.  4l  > eAtric. 
égal  à l’espace  asyniptotique  B CMP  ; car 

ACM  = B CMP  + ABC — AMP, 
et 


ABC  — 


AB'yc.BCyc.Cvn  B 


APxPMxûn  B 
= AMP. 


a3a-  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  voir  com- 
ment le  calcul  intégral  s’applique  à la  quadrature|jes 
courbes  \ cependant  je  ne  puis  quitter  ce  sujet 
sans  donner  quelques-uns  des  résultats  intéressés 


J 
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auxquels  les  Géomètres  sont  parvenus,  par  rapport  au* 
courbes  transcendantes.  * 

Dans  la  Logarithmique,  dont  l’équation  est  y — Le , 
on  a fydx  — f dxlx=xlx — x -j-  const.  (182).  La  partie 
variable  de  cette  expression  devient  nulle  lor^juex=o; 

car  en  faisant  x = — , elle  prendla  forme — — — , 

m r mm 

sons  laquelle  elle  est  nulle  quand  m est  infinie  (58)  : 

il  est  donc  inutile,  d’après  cela,  de  lui  ajouter  une 

constante , lorsqu’on  veut  avoir  les  segmens  à partir  du 

vie.  43.  point  A , fig.  43- 

En  y faisant  x-=.AE—\,  elle  donne  l'expression  de 
l’espace  asymptotique  cAEx,  qui  est  fini  et  égal  à — 1 . 

Si  on  prend  les  ordonnées  à la  place  des  abscisses , 
on  aura  /xdy=/dx  = x,  pour  l’espace  cOMX  , 
appuyé  sur  l’axe  des  ordonnées  AC , et  dont  l’expres- 
sion est  algébrique;  je  n’y  ai  point  ajouté  de  cons- 
tante , parcequ’elle  s’évanouit  en  même  temps  que  x. 
L’espace  cAEx , qui  répond  à x=AE—i , a,  par  cette 
formule,  la  même  valeur  que  par  la  précédente  , abs- 
- traction  faite  du  signe.  1 

J’ai  supposé  le  module  égal  à l’unité  ; s’il  était 
désigné  t par  M , on  aurait 

/dxlx=xlx — fMàx—x\x  — Mx  et  fxdy=jMxt 

aS5.  L'équation  de  la  cycloïde  étant 
ydy 


fiaient 


^ -T/'  C102)» 

y zay — y 
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il  serait  facile  d’intégrer  cette  expression,  par  les  arcs  de 
cerde  ; mais  on  peut  arriver  à un  résultat  plus  simple 
en  faisant  2a — y—z,  ce  qui  donne 


dy= — dz,  dx  = 


(an — z)  ds 
y'  ans  — z1 


\ 


En  effet,  z représentant  l’ordonnée  QM  ,Jîg-  44  > prise  FI0.  ii 
sur  la  ligne  CK , la  différentielle  de  l’aire  ACQM  aura 
pour  expression 


, (laz — z°)dz 

zax  — — 

y aaz — za 

donc  t 


d z y' 


ACQM  — — / dz  y'  2az — z*  -f-  const. 


En  C,  où  z=aa,  l’intégrale  / dz  [/aaz  — z*  est 
égale  à la  surface  du  demi-cercle  générateur  gmq , et 
e.lle  s’évanouit  au  point  K,  où  z=o;  parconséquent 
l’espace  A CK  est  égal  au  demi-cercle  gmqg.  Pour 
un  jîbint  quelconque  Q,  f dz[/ 9.az—z‘  donnera  l’aire 
du  segment  gmn  correspondant  kgn—  QM , et  on  aura 

ACQM=gmqg — gmn,  KMQ  —ACK — A C QM~=gm  n . 

* 

Le  rectangle  AK  ayant  sa  hauteur  IK—gq  et  sa  base 
AI— gmq , sera  quadruple  du  demi-cercle  gmqg  \ et 
retranchant  de  ce  rectangle  , l’espace  A CK  — gmqg  , 
il  restera  AM Kl  = 3 . gmqg.  Il  suif  de  là  que  l’espace 
AKLA , compris  entre  une  branche  de  la  cycloïde 
et  son  axe,  est  triple  du  cercle  générateur. 

234.  Il  me  reste  à parler  des  spirales-,  je  vais  m’oc- 
cuper d’abordde  celles  que  représente  l’équation  u-=atn 
(104),  dans  laquelle  t est  égal  à l’arc  ON ,fig.  45,ïic.45. 
«t  u — AM.  Les  coordonnées  étant  polaires,  la  diffé- 
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rentielle  de  l’aire  sera  — (ni);  mettant  pour  u sa 
a 

aa^an4-ï 

valeur , et  intégrant , il  viendra  + const.  mais 

en  doit  négliger  la  constante  lorsque  l’on  compte  le* 
aires  à partir  de  la  ligne  A O , sur  laquelle  .t  ~ o , et 

a*l*n  •+- 1 

parconséquent  la  surface  A CM  ~ ^ • Après  une 

révolution  du  rayon  vecteur , on  aura  l’espace 

ACMB—a  , t étant  la  demi-circonférence 

4rc-j-2 

du  cercle  OAr  ; puis  le  rayon  décrivant  reviendra  dans  la 
direction  AM,  et  déterminera  l’espace 

ACM  B CM'  = a5  - — . et  de  suite. 

Dans  la  spirale  à! Archimède  (io4),  — , A = 1 

fi  • 

et  ACM  — — - — , résultat  qui,  lorsqu’on  y fait  t=rav, 

24*’ 

donne  ACM  B =5,.  * 

Dans  la  spirale  hyperbolique,  où  n= — 1 , on  trouve 
' a* 

ACM  — + const. 

2 1 > 

L’aire  de  cette  courbç , qui  fait  autour  du  point  A une 
infinité  de  révolutions,  est  infinie  lorsque  t = o:  on  se 
conduira  donc  ici  c$mme  pour  les  hyperboles , et  1 aire 
comprise  entre  les  deux  rayons  vecteurs  correspondans 
à t—b  et  à t = c,  sera 

2 \b  .c) 

# Dans  la  spirale  logarithmique  enfin  ( n4)>  t—\u, 

du  „ „ uadt  , . udn 

dt  = — ; et  la  différentielle  devenant  — — » 
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U*  , 

donne  ACM=—.  L’aire  est  nulle  quand  u=  o,  mais 

4 

alors  f est  infini  ; car  la  courbe  proposée  fait,  comme 
la  précédente  , une  infinité  de  révolutions  autour  du 
pèle  A. 

a35.  La  différentielle  de  l’arc  d’une  courbe  rap- 
portée à des  coordonnées  perpendiculaires  entr’ elles, 
est  exprimée  par  {/à o^-f-dy*  (75)  ; en  y substituant, 
au  lieu  de  dy%  sa  valeur  tirée  de  l’équation  différen- 
tielle de  la  courbe  proposée , elle  prendra  la  forme  Xd  r , 
et  son  intégrale  donnera  la  longueur  de  l’arc  de  cette 
courbe.  Demander  la  longueur  de  l’arc  d’une  courbe , 
c’est  demander  sa  rectification , parceque  la  solution 
de  ce  problème,  lorsqu’elle  s’obtient  exactement,  met 
en  état  d’assigner  une  ligne  droite  qui  soit  égale  à l’arc 
dont  il  s’agit. 

a36.  Je  prends  pour  premier  exemple  les  paraboles 
des  divers  degrés,  représentées  par  l’équation  y=px", 
n étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire  : 
il  vient 

dy  = npx*~'àx , \/ dx“  -f-  dy'J  = dx  v/ 1 -f-  n1p’ix*n~!‘  ; 

l’arc  parabolique  sera  donc  exprimé  par 
/(  1 -f-  nyx'n—  ) ’dx. 

Cette  intégrale  s’obtiendra  sous  une  forme  finie  et  algé- 
brique , lorsque  l’exposant  an — a sera  égal  à l’unité  ou 
s’y  trouvera  contenu  un  nombre  exact  de  fois  (169). 

Soit  d’abord  an  — a = 1 , il  en  résultera  n=| , et 

■ 

/c  » + (»  p**  ) ■+• const- 


* 
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J 

la  courbe  proposée  sera  donnée  par  l'équation  y— px’, 
ou  y>=zp*xs,  et  sera  parconséquent  la  meme  que  la  pa- 
rabole du  troisième  ordre  , qui  est  la  developpee  de  la 
parabole  ordinaire  (99).  Si  on  compte  les  arcs  à partir 
du  point  où  x—o,  on  aura  " - 


8 

27  P' 


En  faisant  successivement  an — a = ;,=},  etc.  il 
viendra  n — f , £ etc.  ce  qui  montre  que  les  paraboles 
représentées  par  les  équations  y*~p*x?  , y6=psx7  etc . 
sont  rectiiiables ; à l’égard  dés  autres  on  ne  peut  obte- 
nir leurs  arcs  que  par  approximation. 

Pour  la  parabole  ordinaire,  dans  laquelle  n=  2,  on 

a/3x(i-f 4p*x*)'  • P31  formule  (Æ)  du  n°  171  , 
on  trouve 


/dx(.-Mp,^)’=Mi+4p1*T+  i 


'A 


dx 


V 1 +4p‘x* 


et  comme 


A 


dr 


V'i  +4p’x*  *P 

il  en  résultera 


— (lapx-f-y/  i-t-4p*.ra)-|-con.ft.(i62)J 


( 

fâx(i+/ip*x*y =^x(i+4p*x*y+~K2Px'+  V i+4?a^)+co/i^. 

2 p 

Telle  est  la  valeur  d’un  arc  quelconque  de  la  para- 
bole ordinaire  ; on  peut  y supprimer  la  constante  , en 
faisant  commencer  l’intégrale  lorsque  x = o. 

L’arc  des  hyperboles  données  par  l'équation^  —px~", 

1 ' 

a pour  expression  ^x— B— ’dx  (xa""M-f-7iap:‘)1  f et  ne 
peut  s’obtenir  que  par  approximation. 

a37. 


* rw 


4 


♦ 
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a37.  La  différentielle  de  l’arc  de  cercle  est  — — ~ —, 

V — x* 

lorsqu’on  part  de  l’équation  y*=.a'  — xa  (76),  et 

— - -- , quand  on  emploie  l’équation 

|/  aax  — xx 

y*=aax — x®  ; sous  l’une  et  l’autre  de  ces  forme», 
son  intégrale  ne  peut  s’obtenir  que  par  approximation , 
Ét  j’en  ai  déjà  donné  plusieurs  développeïhens  ( 179). 

a38.  Je  passe  à l’ellipse , et  je  prends  pour  équation 

de  cette  courbe^*  — — (a2— x*)  ; la  différentielle  de 

dx  l/ a 4 — (a“  — è“)x“  _ . 

son  arc  sera == — - — : taisant  pour  plus 

a y/  — x* 

de  simplicité  le  grand  axe  a = 1 , et  le  quarré  de  l’excen- 
tricité a*  — J*=s  1 — è1  = e* , l’arc  deviendra 

J 1 -e  Déjà,  dans  le  n°  180,  j’ai  rapporté 
J y 1 — x* 

une  série  qui  donne  la  valeur  approchée  de  cette  in- 
tégrale , lorsque  e est  très-petit,- et  qui  conviendra  aux 
ellipses  peu  aplaties. 

En  supposant  x = 1 dans  cêtte  série , et  met- 
tant ^ à la  place  de  l’arc  A qui  est  alors  de  t» , il 


1 / 1 1 . 1 . 1 .5  . 1 ■ t . 1 .5  5.5 

a a a. a. 4-4  a.a-4-4-^6 ' 


e6 — etc. 


développement  très-convergent  lorsque  e est  une  petite 
fraction. 

Cale,  intégr.  Y 
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a3g.  La  différentielle  de  l’arc  elliptique  s'exprime 
d’une  manière  très-simple,  au  moyen  de  l’arc  qui  lui 
a correspond  dans  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre.  Soit  EN—<p,fig.  , on  aura 

CP  = x = sin  ■ -■  = d<p 

y 1 — x* 

et  parconséquent 

d . DM  = dç  1 — e“  sin  <pa. 

*4o.  L’équation  de  l’hyperbole  étant 


Ax  \/ 1 j-nv  ti  j 
on  a - — pour  la  différentielle  de  son 

ay  x* — a* 

arc;  faisant  a — î , a*  -f-&*  = î -f-  ia  = e*,  cet  arc  se 

'’dxV'Vx* — î , , 

et  peut  , dans  le 


* ■ ' rd 

trouve  exprime  par J - ^/__ 

cas  où  e est  très-près  de  l’unité , se  développer  en  série 
•par  un  procédé  analdgue  à celui  du  n°  i8o. 

241.  Il  me  reste  à parler  des  courbes  transcen-» 
dantes.  L’équation  de  la  cycloide  étant 


dx_  y_ 


ày  ÿ a ay—y' 


(102), 


on  en  tira 


y'dx'+dy: 


dy  [/^â 


V * a— y 

différentielle  dont  l’intégrale  est 


= — a 4/20  ( aa  — y ) -f-  const. 
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Mais  il  est  évident  que  [/  aa  (2a — _y)  est  l’expression 
de  la  corde  m g,Jig-  44  » du  cercle  générateur;  etrio. ij}. 
conune  la  partie  variable  de  l’intégrale  s’évanouit  au 
point  K oùy  — üa,  il  s’ensuit  quelle  exprime  l’arc  MK  ; 
on  a donc  MK  z=  3m g,  AK  = nqs;  , et  parconsé- 
quent  AM—  AK  — MK  — 3 ( gq  — niQ  ) : ces  résul- 
tats s’accordent  avec  celui  du  n°  io3. 

- il 

a 43.  Pour  donner  un  exemple  de  l’usage  de  la  for- 
mule \/ u2dtu  -f-  du“ , qui  exprime  la  différentielle  de 
l’arc  d’une  courbe  rapportée  aux  coordonnées  polaires , 
(110),  je  prendrai  les  spirales  dont  l’équation  est 
u =s  atn  : et  j’aurai  à intégrer  la  différentielle 

d t )/a%iu  — aln~'  dt  ( t*  -f  n* )\ 

Lorsque  n—  1 , op  a seulement  udt  ( -+•  1 )a,  diffé- 
rentielle de  la  même  forme  que  celle  de  l’arc  de  la 
parabole  ordinaire  (206);  d’où  il  suit  que  c’est  à la 
rectification  de  cette  courbe  que  se  rapporte  celle  de 

la  spirale  d’Archimède. 

1 

Dans  la  spirale  logarithmique  on  a t=l«,  ce  qui 
donne 

V/rAk4-f-dî4*  = du\/a')  l’arc  cette  courbe  a donc 
pour  expression  u j/ a -f-  const.  ou  seulement  u \/ 9,  en  , 
partant  de  l’origine  des  rayons  vecteurs  ; et  pn  voit 
que  quoiqu’il  se  trouve  entre  cette  origine  et  un  point 
quelconque  de  la  courbe,  une  infinité  de  révolution*  • 
elles  ne  composent  cependant  qu’une  longueur  finie , 
égale  à la  diagonale  du  quai  ré  fait  sur  le  rayon  vecteur. 


34° 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


De  la  cubature  des  corps  terminés  par  des 
surfaces  courbes , et  de  la  quadrature 
de  leurs  aires  ; de  la  rectification  des 
courbes  à double  courbure. 

243.  Les  surfaces  courbes  que  les  Géomètres  ont 
considérées  les  premières , sont  celles  de  révolution  , 
parceque  les  différentielles  de  leurs  aires  et  des  vo- 
lumes qu’elles  comprennent  ont  une  expression  plus 
simple  que  leurs  analogues  dans  les  surfaces  courbes 
en  général. 


Soit  u le  volume  du  corps  engendré  par  le  segment 
i ,g-4g-  AMP  ,fig.  46  , d’une  courbe  quelconque  AZ , tournant 
autour  de  Taxe  AB  pris  dans  son  plan  , il  est  évident 
que  ce  volume  terminé  par  le  plan  circulaire  décrit  par 
l'ordonnée  MP,  est  une  fonction  d6  l’abscisse  AP— x. 
Si  on  prend  une  autre  abscisse  AP1 , que  l’on  mène 
une  seconde  ordonnée  M' P'  et  les  droites  MR  et  SM', 
parallèles  à PP" , on  verra  que  le  volume  u s’accroît 
de  celui  que  décrit  le  trapèze  curviligne  PMM' P ' , en 
tournant  autour  de  PP' , et  que  ce  dernier  corps  , 
compris  entre  les  cylindres  engendrés  par  les  rectan- 
gles MP1  et  M'P,  diffère  d’autant  moins  de  l’un  et  de 
l'autre  que  les  points  M et  M'  sont  plus  rapprochés  , 
ensorte  que  la  limite  des  rapports  de  ces  trois  corps  est 
l’unité  ; on  peut  donc,  lorsqu’il  s’agit  de  limites,  prendre 
le  cylindre  décrit  par  MP' , pour  le  corps  engendré 
'par  PMM  P . Ce  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle 
décrit  paf  le  rayon  PM=y,  son  volume  sera  ny'XPP, 
en  nommant  ir  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre -,  et  on  trouvera , par  le  raisonnement  du  n°  76, 


rry% , d’où  u = irjÿ*dx.  Lors  donc  qu’on  aura 


I 
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l’équation  de  la  courbe  AMZ , on  substituera  pour  y 
sa  valeur  en  x,  et  l’intégration  fera. connaître  le  volume 
d’un  segment  quelconque  du  corps  engendré  par  cette 
courbe.  * ' 

« 

0,44 • Pour  trouver  la  différentielle  de  l’aire  du  même 
corps  , il  faut  observer  que  son  accroissement  , où 
l’aire  décrite  par  l’arc  MOM'  qui  s’approche  sans  cesse 
de  sa  corde  MM' , tend  à se  confondre  avec  l’aire  du 
tronc  de  cône  droit  décrit  par  cette  corde  ; et  en  pas- 
sant aux  limites,  on  peut  prendre  l’un  pour  l’autre. 
Mais  l’aire  du  tronc  du  cône  droit  décrit  par-  MM' , 
aura  pour  expression 

| MM'  (2 vMP  -f-  2-rM'P’  ) 

= irMM ’ (MP  - f-  M'P'  ) ; 

et  en  la  comparant  à l’accroissement  de  l’abscisse  PP ' , 
on  obtiendra 

MM'. 

srS-C  MP  + M'P'ï; 

or  en  passant  aux  limites , M'P'  se  confond  avec  MP 
ou  y,  et  1 + (7$)  : donc  le  coef- 

ficient différentiel  de  l’aire  décrite  par  l’arc  AM  est 
égal  à . „ 


et  parconséquent  2 ny  \/ dx“  4-  dy2  est  la  différen- 
tielle de  cette  aire.  --  - 

On  parvient  sur-le-champ  à cette  expression.,  ainsi 
qu’à  celle  dun°  précédent,  en  regardant  la  courbe  AMZ 

Y 3 
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comme  un  polygone  ; car  alors  l’élément  du  volume 
est  le  cylindre  décrit  par  le  rectangle  MP'  , celui  de 
l’aire  est  le  tronc  de  cône  décrit  par  le  côté  MM' . 


245.  J’insisterai  peu  sur  les  applications',  qui  n’ont 
par  elles-mêmes  aucune  difficulté.  Si  on  prend  l’équa- 
tion à l’ellipse  y*  = ^ ( lax  — x*  ) , on  trouvera  que 

le  volume  du  corps  qu’elle  engendre  en  tournant  au- 
tour de  son  grand  axe , ou  l'ellipsoïde  alongé , est 

• , , . 4 ab*  • > j 

égal  a — ^ — - , puisqu  un  segment  de  ce  corps  a pour 

expression 

/tô1  , "TÔ5  / x3  \ , 

— — (aar — x’)dx=— — ( ox* J -f-  const.  (a43). 

Quand  c r=b , le  corps  propdsé  devient  une  sphère , et 
l’expression  de  son  volume  est  > ainsi  qu’on  le 
trouve  par  la  Géométrie  élémentaire. 


Si  l’ellipse  était  rapportée  à son  centre , ou  qu’on 
b1 

employât  l’équation  y r=—  ( «’—x1) , on  aurait  le 

même  résultat , en  observant  que  pour  embrasser  le 
corps  entier , il  faudrait  prendre  l'intégrale  depuis  x =a 
jusqu’à  x— — a.  Le  volume  du  segment  serait  alors 


f^a>-x^x=*±  (3a’x — x3 ) + const. 
et  on  aurait 


bdx\/ a*  ~ (n*  — ô*)x* 
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pour  l’expression  de  son  aire.  Ceîte  intégrale  se  rap- 
porte facilement  à l’aire  du  segment  circulaire  dont 

l’abcisse  est  x et  le  rayon  — ■ — ■ — • : lorsqu’on  sup- 

pose  a=b,  elle  se  réduit  à 

/2'rfldxr=2'Tax+  const.  # 

et  donne  , en  la  prenant  depuis  x = o,  jusqu’à  — a, 

4^ra%  pour  l’aire  totale  de  la  sphère. 

246.  Je  considère  maintenant  les  surfaces  courbe* 
en  général , en  les  rapportant  à trois  plans  perpendi- 
culaires entr’eux,  au  moyen  des  trois  coordonnées 
AP  = x,  I PM'  —y,  M'M=z,  fig.  47.  ne. 

Le  segment  APGMM'  Q , ayant  sa  base  AMPQ  suq£ 
le  plan  des  x,y,  et  terminé  parles  deux  plans  PM'  HÏGy  ' 
f)  M 'MH,  respectivement  parallèles  à ceux  de9  y,  z,  et 
des  x , z,  et  par  la  surface  courbe  proposée , est  néces- 
sairement une'fonction  des  deux  variables  indépendantes 
x ety  ; il  peut  s’étendre  successivement  dans  le  sens  da  • - 
chacune , ou  varier  par  rapport  à toutes  deux  simultané- 
ment. En  effet,  si  on  suppose  quey  demeurant  constant, 
x se  change  en  AP-\-Pp , ce  segment  s’accroîtra  de  la 
tranche  PGMM'm'mpg,  etde  la  tranche  QHMM'n'nqli, 
si  l’on  fait  varier  y seul  de  Qq  : enfin,  si  x ety  de- 
viennent simultanément  AP Pp , AQ  -f-  Qq  , le 
même  segment  aura  alors  pour  limites  les  plan* 
pN'Ng , qN'l\’h , et  différera  de  son  état  primitif  par 
les  deux  tranches  déjà  énoncées  , et  par  le  prisme 
M' m' N'  n'  nMmN , qui  n’est  autre  que  l'accroissement 
de  la  première  tranche , lorsqu’on  y fait  varier  y seul , 
et  celui  de  la  seconde  quand  , dans  cétte  dernière  y 
on  fait  varier  x seul. 
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Pour  abréger  je  désignerai  respectivement  par  Pm , 
Qn  et  M'N , les  deux  tranches  et  le  prisme  dont  je 
viens  de  parler;  puis  je  représenterai  par  u la  fonc- 
tion de  x et  de  y qui  exprime  le  volume  du  segment 

APGMM'Q.  Cela  posé  , le  coefficient  différentiel 

relatif  à la  variable  x , donnant  la  limite  du  rapport 

de  l’accroissement  de  la  fonction  à celui  de  cette*va- 

riable , sera  égal  à la  limite  du  rapport  de  la  tranche  Pm 

à l’accroissement  Pp  de  l'abscisse.  Si  on  fait  ensuite 

variery  seul  ou  AQ , ce  qui  changera  Pm  en  Pm-\-M'N, 

. Pm  , , , . , M'N 

le  rapport  , s accroîtra  de  la  quantité  '■  et  *e 

rapport  de  cette  dernière  avec  l’accroissement  Qq  de  y, 

d 

gm  . ...  dx  d!u 

«*ura  évidemment  pour  limite  — — ou 


on  con- 


dy  ''“dxdy’ 

naîtra  donc  ce  coefficient  différentiel , si  on  parvient  à 

déterminer,  en  fonction  des  variables  x ety,  la  limite  de 

M'N  . T * 

— .Prie  prisme  M'N  tend  sans  cesse  vers  le  pa- 

PpXQq  , 

rallélépipède  formé  sur  la  base  M'm'N'n'  et  l’ordonnée 
MM',  et  peut  en  approcher  aussi  près  qu’on  voudra;  niais 
en  prenant  l’un  pour  l’autre  , puisqu’il  s’agit  de  limites , 
on  substitue  M'm'xM'n'xM'M , au  prisme  M'N  ; et 

M'N 

comme  M'm'  —Pp' , M'n'  = Qq',  le  rapport — 

/ Pp  X Qq 

se  réduit  à M'M=zz.  Il  résulte  de  là  que  ^ — — =.s: 

dxdy 

et  que  pour  obtenir  le  segment  APGMM’  Q , il  faut, 
par  l’intégration , remonter  du  coefficient  différentiel 

r-y-  à la  fonction  u, 
tlrdy 
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2 4?-  Quoique  le  coefficient  différentiel  soit  re- 
latif à deux  variables , on  peut  néanmoins  parvenir 
à la  fonction  dont  il  dérive  , par  les  méthodes  données 
pour  l’intégration  des  fonctions  d’une  seule , parceque 
chacune  de  ces  variables  est  regardée  comme  cons- 

.dii 
ddf 

dy 


dau 


dxdy  ' 


tante  à son  tour.  En  effet , à cause  de 

, da 
ddr 

on  aura  — d_y  = z d^  ; et  prenant  l’intégrale  da 
chaque  membre , en  ne  considérant  comme  variable 
que  y seul , il  viendra  ^ = fz,ày , d’où  on  tirera 

^ dx  = dxfzdy  : 

* 

intégrant  de  nouveau,  mais  par  rapport  à x seulement, 
on  trouvera  u= f dxfzdy.  «- 

En  ne  considérant  cette  recherche  que  du  côté  pu- 
rement analytique,  il  e9t  évident  que  la  constante  qu’il 
faudra  ajouter  pour  compléter  la  première  intégrale  , 
peut  renfermer  x d’une  manière  quelconque  : que  celle 
qu’on  mettra  à la  suite  de  la  seconde  intégrale,  doit 
être  considérée  comme  une  fonction  quelconque  dey, 
et  cela,  parceque  toute  fonction  dé  x seul  doit  dis- 
paraître comme  une  constante  lorsqu’on  ne  différencie 
que  par  rapport  à y , et-  qu’il  en  est  de  même  de 
toute  fonction  de  y , lorsqu’on  ne  différencie  que  par 
rapport  à x. 

L’ordre  des  intégrations  est  indifférent  ( 122  ).  En 
s’occupant  d’abord  de  la  variable  x,  on  aurait  eu 
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. du 


* — — ; et  de  là  on  aurait  tiré  successivement 
dxuy  dx 


du  -, 

— —fzÀx, 

dy 


u= fàyfzàx. 

Ce  résultat  et  le  précédent  s’écrivent  comme  il  suit  : 

u — ff  sdydx , et  u = ff  zdxd_y , 

en  faisant  passer  les  deux  différentielles  sous  le  der- 
nier signe  /,  ce  qui  est  permis,  lorsqu’on  observe  que 
chaque  signe  n’est  relatif  qu’à  l’une  des  variables  en 
particulier. 

Pour  éclaircir  et  confirmer  ce  qui  précède,  soit 

z = — — '■ — - ; il  viendra 

* +jy 


dx 


ry - ' J x*-\~y*  J •'Jï’+Z 

La  'première  succession  d’intégrales  donne 

/5+7=î 'rc('“8=i) +x'' 

résultat  dans  lequel  A"  représente  une  fonction  arbi- 
traire de  x,  ajoutée  pour  compléter  l'intégrale;  en 
intégrant  de.  nouveau  par  rapport  à x,  et  faisant 
fX'àx  = X , on  trouve 

arc  (“"5  =î) + A"1 

=/?"c('"6H 0+x 

L’intégrale J*  ~ arc  ^tang  — ^ s’obtient  en  série  , 
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en  mettant  au  lieu  de  arc  ^tang  = son  dévelop- 

{Wfcônt^  — + -^5  — etc.  (176)  ; et  comme  il 

faut,  après  cette  intégration  , ajouter  une  Fonction 
arbitraire  de  y , en  la  désignant  par  Y , on  aura 


enfin 


qx3  a5x5  4.9x7 


En  opérant  dans  un  ordre  inverse,  d’après  la  se-* 
conde  succession  d’intégrales,  on  trouvera 

/î^p=5“c(“"8=|)  + 1"- 

= /%  Q "c(>"6  = j)  + >"] 

=fàj™(™s=f)+r- 

mais  si  l’on  observe  que 


arc 


(tang  = p = ^-arc(tang=^); 


on  aura,  après  la  .dernière  intégration  et  l’additioo 
d’une  fonction  arbitraire  de  ùc , 

VT 

et  comme  on  peut  comprendre  le  terme  - 1 y daqs  la  * 

fonction  arbitraire  Y,  ce  résultat , qui  se  changera  par 
là  en  v 
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ff^y= x + V-Pj  m (“ne  = i)  ' 

sera  le  même  qne  le  précédent,  ainsi  qu’on  peut  s’en 
convaincre  en  mettant  pour  arc  ^tang  =‘~.^  son  dé- 
veloppement. 

248-  Lorsque  l’on  regarde  ffzdxdy  comme  expri- 
mant le  volume  d’un  corps , ij  faut  avoir  égard  aux 
limites  entre  lesquelles  doit  être  prise  chaque  intégrale, 
« et  qui  tiennent  à la  nature  des  surfaces  par  lesquelles 
le  corps  proposé  est  terminé  latéralement. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  corps  est  fermé 
par  quatre  plans  , parallèles  deux  à deux  aux  plans 
coordonnés  CAD,  B AD.  En  supposant  que  les  pre- 
miers répondent  aux  abscisses  x = a,  x — a',  et* les  se- 
conds aux  abscisses  y — b , y ■=  b' , on  prendra  l’inté- 
grale fzdx , depuis  x=a,  jusqu’à  x — d,  en  y regardant 
d’ailleurs  y comme  constant  ; et  nommant  P le  ré- 
sultat obtenu, -il  restera  à prendre  l’intégrale  fPdy , 
depuis  y — b , j usqu’à  y = V . 

, Lorsque  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement 
, par  des  surfaces  courbes,  les  valeurs  extrêmes  de  l’une 
des  variables  sont  liées  avec  celles  de  l’autre  , ainsi 
qu’on  va  le  voir  dans  l’exemple  suivant,  où  il  s’agit 
de  trouver  le  volume  d’une  sphère  dont  le  centre  est 
en  A , et  dont  le  rayon  est  égal  à r. 

On  a et  parconséquent 

ffzdxdy  — ffdxdy  [/  P — ar* — y2  ; _ 

en  trouve  d’abord,  en  supposant  y constant  (161,  et  173) 

* fzdx  — fdx  \/ r* — x* — y*=^x\/  r*  — x* — y2 

arc  ^sin  3= 


^ 

Vc—y*' 


i 
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Ici  la  valeur  extrême  de  x est  représentée  par  QF , 
ordonnée  du  cercle  BFEC , suivant  lequel  la  sphère 
rencontre  le  plan  BAC\  et  si  le  volume  cherché  doit 
être  terminé  du  côté  opposé  , par  le  plan  CAD  , il  est 
évident  que  l’intégrale  ci-dessus  devra  être  prise  de- 
puisx=o.,  jusqu’ax=i  QF.  Mais  QF  est  liée  avec  A Qt 
car  en  faisant  z = o,  on  trouve  x“  -j-y*  = r*  pour  l’équa- 
tion du  cercle  BFEC,  d’où  il  suit  que  -QF=V^ r3 — AQ  ; 
et  parconséquent  , pour  une  valeur  quelconque  de  y, 
les  valeurs  extrêmes  de  x sont  x = o et  x = y r“ — y *. 


Le  résultat  obtenu  plus  haut  se  réduit  à - (r3 — y*}, 

i 


puisque  arc  (sin=  î ) =-^- , et  l’intégrale  fdy  fzdx 
devient 


Cette  dernière  doit  être  prise  depuis  la  plus  grande  va- 
leur de  , qui  dans  le  cas  actuel  est  AC—r , jusqu’à  la 
plus  petite,  que  je  supposerai  nulle,  en  fermant  de  ce 
coté  le  corps  par  le  plan  B AD  : le  volume  du  seg- 
ment AB  CD  , qui  est  la  huitième  partie  de  la  sphère, 

sera  donc  — ; et  parconséquent  le  volume  de  la  sphère 

4-rr3 

3 ‘ 


entière  séra- 


il est  à propos  de  remarquer  qu’on  peut  obtenir 
immédiatement  le  volume  de  tout  l’hémisphère  supé- 
rieur au  plan  BAC , en  prenant  la  première  intégrale 
depuis  x=  -f-  \/  r* — y3,  jusqu’à  x = — \/ F — y3;  car 
<jans  ce  cas  les  valeurs  extrêmes  de  x se  terminent 
de  part  et  d'autre  à la  Circonférence  du  cercle  BFEC , 


t 


/ 
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dont  AC  est  le  diamètre,  et  on  a la  valeur  complète 

de  fzdx  = - (riy  — -y1) . Prenant  ensuite 


fàyfzÀx=ZÇry—:L'), 

\ 

depuis  y = r,  jusqu  a^  = — r,  c’est-à-dire,  depuis 
l’extrémité  C du  diamètre  du  cercle  BFEC , jusqu’à 
l’autre  extrémité  qui  tombe  derrière  le  plan  B AD  , 

on  trouve  —g— , et  en  doublant  on  a , comme  ci-dessus. 


4»r5 

~3~ 


pour  la  sphère  entière. 


a^g.  En  considérant  les  différentielles  comme  les 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables  ou  des 
fonctions  dont  elles  dérivent , il  est  évident  que  la 
valeur  complète  de  d_y/zdx  est  l’expression  de  la 
tranche  FHQqhf,  comprise  entre  deux  plans  parallèles 
au  plan  ABD  des  x et  z ; mais  fz dx  étant  l’aire  de 
la  section  FHQ  , il  s’ensuit  que  }a  tranche  infiniment 
mince  FHQqhf  peut  être  regardée  comme  égale 
à FHQ  X Qq  , c’est-à-dire,  à l’aire  de  la  courbe  qui 
lui  sert  de  base  , multipliée  par  l'épaisseur  Qq.  On 
voit  enfin  que  fiyfzdx  exprime  la  somme  de  toutes 
les  tranches  semblables  comprises  dans  le  volume 
cherché. 

a5o.  En  général , s'il  faut  déterminer  la  portion  du 
corps  proposé , terminée  Latéralement  par  le  cylindre 
48.  élevé  perpendiculairement  au  plan  ABC  ,fig.  48,  sur 
la  courbe  donnée  E'N'G' , on  prendra  l’intégrale  fzdx , 4 

depuis  x — AP,  jusqu’à  x = Ap,  afin  que  l’expression 
dyfzdx  devienne  celle  de  la  tranche  MM'IS'Nnnm’m . 

Les  lignes  AP  et  Ap , respectivement  égales  à QM' 
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et  QN',  seront  données  en  fonction  de  AQ  — y , par 
l’équation  de  la  courbe  E'N'G'  dont  elles  sont  les  abs- 
cisses; en  les  représentant  par  F(y~)  et  f(y} , on  de- 
vra prendre  fzdx,  depuis  xz=F(y)  , jusqu’àx=y(_y), 
ce  qui , comme  l’on  voit , introduira  de  nouvelles  fonc- 
tions de  y que  z ne  renfermait  pas , et  pourra  aug- 
menter ou  diminuer  la  difficulté  de  la  seconde  inté—, 
gration.  Pour  obtenir  ensuite  dans  celle-ci  la  valeur 
totale  de  l’espace  cherché , ou  la  somme  des  tranches 
dont  on  a déjà  l'expression  générale , il  faudra  prendre 
fdyfzdx , depuis  y =2  AF  jusqu’à  y—AH,  valeurs  qui 
répondent  aux  limites  E'  et  G',  de  la  courbe  E! N' G' 
dans  le  sens  des  y (80). 

Il  pourrait  arriver  que  le  contour  E'N'G',  au  lieu 
d’être  une  courbe  continue,  fût  l’assemblage  de  plu- 
sieurs portions  de  courbes  différentes  ; l’application  des 
principes  précédens  à ce  cas  est  trop  facile  pour  qu'il 
soit  besoin  de  s’y  arrêter.  • 

s5i . On  parvient  à l’expression  générale  de  la  dif- 
férentielle de  l’aire  d’une  surface  courbe,  en  imaginant 
cette  surface  partagée  en  zon^jÉèlles  que  EGge,Jig.  47>F,°-  47» 
par  des  plans  parallèles  à l’un  des  plans  coordonnés, 
et  en  concevant  que  chacune  de  ces  zones  soit  décou- 
pée en  portions  quadrangulaires  MmNn  , par  des  plans 
parallèles  à un  autre  plan  coordonné.  A l’inspection 
de  la  figure  on  voit  que  l’aire  ÜGMH  que  je  repré- 
senterai par  s , s’accroît  du  quadrilatère  curviligne 
GMmg  , quand  x augmente  de  Pp , et  que  ce  quadri- 
latère s’accroît  de  MmNn , quand  y yient  ensuite  à aug- 
menter de  Qq.  Un  raisonnement  semblable  à celui  du 

n°  246 , fera  voir  que  la  limite  du  rapport  de  = — = • 

* ' ^ PpXQq 

•st  égale  au  coefficient  différentiel  p. 


t 


• j 


Dlgitized  by  Google 


( 


S5a  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

Pour  parvenir  à cette  limite , eu  observe  d’abord 
que  les  quatre  plans 

m M et  TS  ’n  , n'M  et  N'm, 

parallèles  deux  à deux  aux  plans  des  x,  z et  des  y,  z, 
qui  déterminent  le  quadrilatère  courbe  MmNn  , dé- 
no. 4g.  terminent  aussi,  sur  le  plan  tangent  au  point  M,  Jig.  4g, 
un  parallélogramme  MXYZ  , dans  lequel  toutes  les 
lignes  tiréesdu  point  M,  seraient  tangentes  aux  diverses 
sections  que  feraient  dans  le  quadrilatère  courbe, 
des  plans  menés  par  l’ordonnée  MM' , et  auraient  avec 
les  arcs  de  ces  sections  un  rapport  tendant  sans  cesse 
vers  l'unité  (74);  on  peut  donc  dans  la  limite  cher- 
chée , substituer  au  quadrilatère  courbe  MmNn , le  pa- 
rallélogramme MXYZ , qui  est  égal  à la  racine  de  la 
somme  des  quarrés  de  ses  projections  sur  chacun  des 
plans'  coordonnés  (*)  : or  ces  projections,  formées  par 
des  ligne  "parallèles  entr’elles,  sont  nécessairement  des 
parallélogrammes.  Celle  qui  se  trouve  sur  le  plan  de 
x , y , est  le  rectangle  M'm' N'n'  exprimé  par  drdy. 
En  menant  FJ  ® et  ZZ^arallèles  à M'n  et  à m'N',  on 
formera  la  projection  *À'Z"F®  sur  le  plan  des  x ; Z, 
égale  à MY"X.M'm';  et  comme 

MY"  = n'Y  — M'M  = ^ dy , 

«y  J a 

on  aura 

MXZ"Y"=^  drdy. 

On  trouvera  d’une  manière  semblable  que  la  projec- 
tion sur  le  plan  des  y , z , est  7—  dxd_y  : on  aura 


(’)  Cette  proposition  est  démontrée  n°  Ci  du  Complément  des 
_ Élément  de  Géométrie. 

donc 


/ 
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dope 

MXZV=  drdy  1 + J?  + ^ ^ 1 +P*+<?“  i 


- . dz 
en  faisant  -=- 
dr 


q ; et  il  viendra 


M,YKZ  _ d V 


Ceci  montre  que  l’aire  est  donnée  , cortime  le  vo» 
înme  , par  un  coefficient  différentiel  du  second  ordre , 
et  qu’on  obtient  l’un  et  l’autre  par  le  même  mode  d’in- 
tégration ; ensorte  que  dv/dx  [/ 1 -f-  -J-  q*  représente 

l’aire  'de  la  zone  FHhf,Jig.  47 , et  qu’on  a 


s =/dy/dx  y/  i.-t-  pa+  9*  —ffdxdy  y/ 1 -f  p*+  </“. 


a5a.  L’application  de  l’Analyse  à la  Mécanique  con- 
duit souvent  à des  intégrales  de  la  forme  fffF'dxdydz , 
qu’on  appelle  intégrales  triples , par  analogie  avec  celles 
de  la  forme  ffFdxdy , désignées,  sous  le  nom  d’inté- 
grales doubles.  Dans  les  premières,  la  fonction  V 
peut  renfermer  les  trois  variables  x , y , z,  considé- 
rées comme  indépendantes  les  unes  des  autres , en- 
sorte  que  chaque  signe  d’intégration  ne  tombe  que 
sur  une  d’elles  en  particulier.  Il  est  aisé  de  voir  que 
tes  intégrales  proviennent  de  la  détermination  d’une 
fonction  u , dépendante  de  trois  variables  x , y , g , 
et  dont  ori  ne  connaît  que  le  coefficient  différentiel 


d3u  , ,,,  . d3u 

-,  donne  par  1 équation 


dxdydi  * “ r“‘  1 * dxdydz  ’ c0r  oa 

tire  de  là en  opérant  comme  dans  le  n°  247 , 1*.  en. 
regardant  x et  y comme  conitans. 


Cale,  intégr. 


Zr 


Digitized  by  Google 


354  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


d3u 

dxdydz 


d*« 

drdy 


=fFàz+T!, 


T"  étant  une  fonction  arbitraire  de  x et  de  y ; 2“.  en 
regardant  x et  z comme  constans, 


d^=d  E=d^d,+^'  ^Wrte+r+s', 

T'  désignant  la  fonction  arbitraire  de  x et  de  y , résul- 
tante de  fT"dy,  et  S' une  fonction  arbitraire  de  a:  et  de  a ; 
3°.  enfin  , en  regardant  y et  z comme  constant , 

dx = du  = àxfâyJFâs,  -J-  T'Ax  -f-  S'dx 
—JdxfdyfFdz  + T+S  + R, 

T et  S représentant  des  fonctions  arbitraires  résultante* 
de  fT'dx  et  de  fS'dx,  et  R étant  une  fonction 
arbitraire  de  y et  de  z : l’intégrale  complète  renferma 
donc  trois  fonctions  arbitraires , savoir  : une  de  x et 
de^ , une  de  x et  de  z , et  une  dejr  et  de  z.  En  réu- 
nissant les  différentielles  sous  le  dernier  signe  d’intégra- 
tion , fdzfdyfVAx  devient  fff  J'dxdyàz  , et  a,  sous 
cette  dernière  forme,  la  même  signification  que  sous  la 
précédente. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  on  re- 
viendra du  coefficient  différentiel  d’un  ordre  quel- 
conque d’une  fonction  de  plusieurs  variables,  à cette 
fonction  elle-même.  Les  fonctions  arbitraires  intro- 
duites ici  n’ont  rapport,  comme  dans  le  n°  247, 
qu’au  cas  où  les  intégrales  sont  prises  entre  des  limite* 
pour  lesquelles  les  variables  x, y et  z,  sont  indépen- 
dantes les  unes  des  autres  ; mais  il  arrive  le  plus  sou- 
vent que  l’intégrale  relative  à * doit  être  prise  de- 
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puis z—  F( x,  y)  jusqu’à  zs=f(x,  y) , Fet/étant 
de?  fonctions  données,  l’intégrale  relative  À y , depuis 
y — Fi  (x)  jusqu’à  y ==/’, (x) , et  enlin  l'intégrale  re- 
lative à x,  depuis  x=a  jusqu’à  x—d. 

% 

De  V intégration  des  équations  différen- 
tielles à deux  'variables. 

De  la  séparation  des  variables  dans  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre. 


a53.  Dans  ce  qui  précède,  j’ai  supposé  que  les 
coefiiciens  différentiels  étaient  exprimés  immédia- 
tement par  le  moyen  de  la  variable  d’où  dépend  leur 
fonction' primitive  ; mais  le  plus  souvent  on  n’a  qu’tme 
équation  différentielle  qui  renferme  ces  diverses  quan- 
tités. Pour  le  premier  ordre  , l’équation  différentielle , 
lorsqu’elle  est  du  premier  degré  par  rapport  à dx  et 
à dy,  a nécessairement  la  forme  MAx  -f- iVdy  = o , et 
elle  exprime,  ainsi  qu’on  l’a  fait  voir  n°  38,  une  re- 
lation entre  la  variable  x,  la  fonction  y et  son  coefft- 

ày 


cient  différentiel 


Le  moyen  qui  s’est  offert  le  premier  aux  Analystes  , 
pour  découvrir  l’équation  primitive  dont  celle-ci  tit« 
son  origine,  a été  de  chercher  à séparer  les  variables, 
c’est-à-dire,  à ramener  l’équation  iWdx-f-lVdy=o  à la 
forme  Xdx-f-Fdyr=o , X étant  une  fonction  de  x seul, 
et  Y une  fonction  de  y seul.  En  effet,  lorsqu’on  est 
parvenu  à ce  point,  les  termes  Adx  et  Fdy  s’intégrent 
par  les  méthodes  enseignées  précédemment;  et  on  a 
fXàx  -\-fYày  = C,  C désignant  une  constante  ar- 
bitraire. •’ 

Z 3 


) 
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254.  Pour  donner  un  exemple  des  cas  où  l’équa- 
tion différentielle  se  présente  immédiatement  sous  la 
forme  ci-dessus,  soit  x“dx-f-y<ty=o  ; on  trouvera 

sur-le-champ  ' - ■ ■ — = C. 


Si  l’équation  proposée  était  ylx  — xdy  — o , la 
séparation  serait  facile  à effectuer,  car  on  voit  qu'en 

divisant  par  xy,  on  trouverait^  — ^=0;  prenant 

séparément  l’intégrale  de  chaque  terme  de  cette  der- 

* X 

nière,  on  aurait  lx — ly  = C,  ou  \-—C  : et  puisque 
l’on  peut  regarder  la  constante  arbitraire  comme  un 
logarithme,  on  en  conclurait  1^  — le.  En  passant  aux 

X 

nombres,  il  viendrait  - = c,  ou  x = cy. 

Après  cet  exemple,  on  reconnaît  sans  peine  que  la  sé- 
paration des  variables  s’effectuera  de  la  même  manière 
dans  les  équations  Ydx — Adys=o,  ÀY,dx — KX,dy=o  ; 
car  la  première  donne 


dx  dy 


et  la  seconde 


JVdx  Ydy  _ 


X, 


Y, 


o. 


En  général,  si  lorsqu’on  prend  la  valeur  de  ^ dans  l’é- 


dx 


quation  proposée , on  trouve  ^ = XY,  il  est  facile 
d’en  tirer 


D.E  CALCUL  INTÉGRAL.  35? 


et  parconséquent 

A*»*r f-y=a 

a 55.  Il  y a encore  un  cas  très-étendu  où  l'on  sé- 
pare facilement  les  variables,  c’est  lorsque  M et  N 
sont  des  fonctions  homogènes  de  x et  de  y.  Ons’appuye 
pour  cela  sur  ce  que  , si  dans  une  fonction  algébrique 
des  quantités  x,  y,  z,  etc.  où  la  somme  des  exposons  de 
chacune  de  ces  lettres  est  laméme  pour  tous  les  termes,  et  v 
égalé  à m,  on  substitue  Px  à y , Qx  à z , etc.  le  résultat 
Sera  divisible  par  xm.  En  effet  un  terme  quelconque  de 
cette  fonction  étant  de  là  forme  Axny?zi  etc.  deviendra 

par  la  substitution  indiquée  AP^Qi x»+p-+v+£>‘-  - 

mais  par  l’hypothèse  on  a dans  tous  les  ternies 
n -f- />- \~q  -f-  etc...,  m , donc  x”  sera  façteur  com- 
mun. Il  suit  de  là  que  si  la  fonction  proposée  était 
égalée  à zéro , ou  bien  qu’elle  fût  une  fraction  ayant 
pour  numérateur  et  pour  dénominateur  deux  polynômes 
homogènes  du  même  degré , la  quantité  x disparaîtrait 
entièrement  du  résultat. 

D’après  ce  qui  précède , il  suffît  de  faire  y=  xz , 
pour  séparer  les  variables  dans  l’équation  Màx-\-  Ardÿ=o; 
en  effet,  les  fonctions  M et  Apprennent  la  forme  Zxm, 
Z,.x m,  Z et  Z,  ne  renfermant  que  la  nouvelle  va- 
riable z,  et  comme  djr  = zdx  -f-^dz  , il  vient,  en  di- 
visant par  xm,  Zdr-f-Z,(zdx-j-xdz)=o,  résultat  qu’on 
peut  mettre  sous  la  forme 

dr  , Z, dz 

~x+Z  + *’Z,~  ^ 

et  dont  on  tire 

Ziâ 

\ 

H 

% 
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Z,dz 


/t+/i 


= C. 


J 1Z  -f~  zZt 

J’appliquerai  d’abord  cette  transformation  à l’équa- 
tion 

xdx  -f-_ydy  =jnydx , 

qui  devient 

(x — ny)dx+ydy=ro; 

en  passant  tous  les  termes  dans  un  membre , j’aurai 

’dx  . C zdz 


. „ C dx  r zdz 

= 1 — nz , Z,  — z et  / (-  / 

J x J 1 — nz,' 

u lx  4-  f — — = C.  L’intégrale  Ç- — , . 

V i — nz  + z3  6 J 1 — nz  + z* 


;,+  z“ 
zdz 


peut  simplifier  en  observant  que 


zdz 


î azdz — ndz  , 1 ndz 
+ ~: 


i — «z-f-z*  a i — nz-J-z*  ' a 1 — nz  + z3’ 

car  il  vient  alors 

ndz 


]x  + Il(l_„*  + za)+i/_= 


= C. 


-nz-f-z* 

L’intégrale  qui  reste  à obtenir  dépendra  des  loga- 
rithmes si  - > î , des  arcs  de  cercle  si  — <T  î , et  sera 

algébrique  si^=  î.  Je  ne  rapporterai  que  le  résultat 

/»  n(j\z 

— — - devient  alors  ; 

1 — nz  + z* 


/’  adz  a 

(î— z)»==ï— z’  1 (i— «z+z*)=l  (î— fc), , 
et  on  a parconséquent  lx  + l(i — z)-J ? — = C,  ou 

/’ 
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1 (x— y)  -j — C,  en  remettant  pour  i sa  va- 

x—y 

leur  z =2 . • ■ 1 

x 

OC 

Le  terme  - — - peut  être  changé  en  un  logarithme , 

en  observant  que,  par  là  définition  des  logarithme! 
népériens,  une  quantité  quelconque,  u,  est  le  logarithme 
du  nombre  e“;  et  d’après  cette  remarque,  on  écrira 
l’équation  précédente  sous  la  forme 


L 


dont  on  déduit  successivement 

X _è_ 

l.(x— _y)  e*~ ^=lc,  et  (x — -y)  eI— r = c. 

Il  est  à propos  de  faire  attention  à cette  manière  de 
passer  des  logarithmes  aux  nombres , parcequ’oû  l’em- 
ploie souvent. 

Soit  encore  à intégrer  l’équation 

xdy — ydx  — dxV'x*-\-y*. 

En  faisant  y — xz,  et  divisant  par  x tous  ses  termes 
réunis  dans  un  seul  membre,  oü  trouvera 


dxy^  !•+■**  — xdz  = o. 


ce  qui  donnera 


dx 


dz 


: O. 


On  obtiendra  ensuite , par  l’intégration  de  chaque  terme 
en  particulier, 

x 


lx — l(z-f- 1/ 1 -f-i*)iî=lc , 


ou 


z 4 


c : 
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et  remettant  pour  z,  sa  v aleur  il  viendra 

x 

x*  • 

7_- - =C,  , OU  — Y + I/o.’  4-  ya  = C , 

y+y/x*+y‘  j i w -TJ  , 

en  multipliant  les  deux  termes  du  premier  memhre 

par  y — y/x*-j-y‘  : faisant  disparaître  le  radical,  on 
aura  enfin  ■ra=c"-f-2 cy. 

a56.  L’équation 

(a  -f-  mx  -f-  hy ) dx  -f-  (b  -f-  px  -f-  qy)  dy  = o, 

peut  facilement  être  rendue  homogène.  En  substi- 
tuant t-f-a,  à la  place  de  a?,  et  u+0  à celle  dey  , 
on  a dx=4^,  dy  = du,  et  * 

(G-b'mr-f-nÆ-f-mt-f  nu)dt+  (b+pa-j-  q&-\-pt-\-qu)àu.=o  ; 

on  fait  disparaître  les  termes  constans , en  posant  le» 
équations  a+mit-j-n/S=o  , b-\-pa.-\-q!h—Q , au  moyen 
desquelles  on  détermine  les  quantités  a.  et  fi,  et  il 
reste  alors  l’équation  différentielle 

(mt  -f  nu)  dt  -f-  (pf -f-  qii)  duz=o, 

% 

homogène  par  rapport  aux  nouvelles  variables  u et  t. 

La  transformation  précédente  est  la  même  que 
celle  dont  on  se  sert  pour  changer  l’origine  des  co-r 
ordonnées  sur  un  plan  ( Trig . 116);  elle  ne  donne 
aucun  résultat  quand  mq — np=  o,  cas  auquel  les  va- 
leurs de  a et  de  fi  deviennent  infimes  ; mais  alors  oq 

a q — — , et  parcorfséquent 

f)X  + qy  = ^(mx+ny)i 

i-  ■ 


» 
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l'équation  proposée  se  changeant  en 


cdx-f-  bdy  + ("»'+  ny)  ^dx  + ~ ) — °> 


il  suffit  de  faire  mx  ^-ny  = z,  pour  y séparer  les  va-» 
riables. 

En  substituant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  de  dyr, 
qui  en  résulte,  et  dégageant  dx,  on  trouve 


dx  -j- 


(bm  -f-p2;)dg 

anui  — ? brtiA  ( ’mn  — pm)z 


l'intégrale  de  cette  équation  renfermera  des  logarithmes, 
excepté  dans  le  cas  de  mn  — = o,  où  elle  sera 


. a bmz  + pz*  __ 

a(cmn — ém’) 

La  transformation  employée  dans  ce  dernier  cas  a 
changé  l’équation  proposée  en  une  autre  qui  ne  con- 
tient plus  qu’une  des  variables  ; et  il  est  facile  de  voir 
que,  quelle  que  soit  l’équation  sur  laquelle  on  ait  produit 
cet  effet,  on  pourra  lui  donner  la  forme  djc-$-Zdz=o, 

Z étant  une  fonction  de  z seul,  et  qu’on  en  ti-  v 
rera  x -f-  / Zàz  = C. 

v 

257.  La  séparation  des  variables  s’opère  d’une  ma-  - 
nière  très-simple  sur  l’équation  dy  -+-  Pydx  — Qdx  , 
dans  laquelle  P et  Q désignent  des  fonctions  quel-? 
conques  de  x.  En  y substituant  Xz  et  zdX  -f-  A'dz,  au 
lieu  de  y et  de  dy- , elle  devient 


zd-Y  -f-  Xdz  + PXzdx  = Çdx. 


La  quantité  X étant  considérée  comme  une  fonction 
Indéterminée  de  x,  il  est  permis  d’en  disposer  pour 


I 
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partager  l’équation  précédente  en  deux  autres  où  le* 
variables  puissent  se  séparer;  or  il  est  facile  de  voir  que 
cette  condition  sera  remplie  si  on  fait  Xd  z -}-  PXzdr=o 
ce  qui  donne  zdX=QcLr.  En  divisant  la  première  de 
ces  équations  par  X,  elle  se  réduit  à dz  -f-  Pzàx  — o ; 
* . dz 

on  en  tire  — -f-  Pdx  = 0,  Iz  -f/ALc  — o , et  en 

passant  aux  nombres  z = e~fpdx  : on  néglige  ici  la 
constante  arbitraire , parcequ’il  suITira  d’en  ajouter 
une  a*  la  fin  de  l’opération.  Prenant  ensuite  la  valeur 
de  dX  dans  la  seconde  équation , après  y avoir  sub- 
stitue celle  de  z que  l’on  vient  de  trouver , on  aura 

dX=z  efPJlQdx , X=fefPdxQdx  + C , 
et  parconséquent 

y =ï  t~SPdx  (fefPJxQàx  -f -C). 

L’équation  dy  -|-  Pydx  — ÇdLr  est  remarquable 
parceque  la  variabley  et  sa  différentielle  ne  s’y  trou- 
vent qu’au  premier  degré';  et  on  l’appelle,  à cause  de 
cette  circonstance , équation  linéaire  du  premier  ordre, 
i dénomination  que  j’ai  cru  devoir  changer  dans  celle 
d équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  (*). 

o58  Les  premiers  Analystes  qui  se  sont  occupés  du 
Calcul  intégral , classaient  les  équation*  différentielle* 
par  le  nombre  de  leurs  termes.  Dans  celles  qui  n’en 


(’)  Le  mot  linéaire  est  impropre  ; il  est  relatif  à la  Géométrie, 
«t  en  l’appliquant  aux  équations  , on  a eu  en  tu*  la  ligne  droite, 
dans  l’équation  de  laquelle  l’ordonnée  et  l’abscisse  ne  se  trouves! 
qu’au  premier  degré  : on  ne  sanrait  donc  regarder  comme  Kncaim 
des  équations  tglles  que  d r + Pydx  s=  Qàx , qui  appartienne  t le 
plus  souvent  * des  courbes  transcendantes. 
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«nt  que  deux  et  dont  la  forme  est  parconséquent 
liu£zhàz  — atii*z/du  , les  variables  se  séparent  sur- 
le-champ  , puisqu’on  en  tire  Bzh~^àz  = eeit'- *du  ; 
mais  il  n’en  est  pas  de  meme  des  équations  à trois 
termes,  comprises  dans  la  formule 

yu‘zkdz  -f-  /3u«z*dn  = *.u‘zfûu. 

On  peut  lui  donner  une  forme  plus  simple  en  divi- 
sant tous  ses  termes  par  yu'zf-,  elle  deviendra 

zk~fàz  -f-  - uB~'zk~fdu  — - u'— ‘du  ; 


supposant  ensuitê 


t,k~f dz  = 


on  aura 


et 


k-f+i  ’ 


= • 


ur-<du=  ■ 


dr 


g— t+1’ 
= x\ 


i y+  dr  = S=m?  4*  : 

J ffir— i+Ov7  (g — 1 H-0> 


*-/ 

, 

(g— *+Oy 

en  faisant  pour  abréger 

' (*-/+Q0 

(g—*-f 0> 

W 

k—f+i 


= b. 


ig—t+Oy 
e— g . 
g—  *+» 


: m. 


il  en  résultera  l’équation  dy-f-éy"dar=ax!"dx. 


259.  Le  cas  le  plus  simple,  après  celui  qui  rentre 
dans.l’équation  du  premier  degré , est  celui  où  n=a.  On 
tombe  alors  sur  l’équation  Ay  -f-  by* dx  = axm dx , 
traitée  pour  la  première  fois  par  Riccati , Géomètre 
italien,  dont  elle  a conservé  le  nom. 


3$ 4 traité  élémentaire 

Les  variables  se  séparent  immédiatement  dans  cette 
équation,  quand  m=o;  elle  devient  dj+^ysdx=odr, 
et  donne 

d*=— fr- . =^r^—+—£. .1 

a — ty  a v/aLv/a+j y b )/ a— -y^H-T 
On  trouve,  en» intégrant , 

z\/  ab  \^\/ a — y [/ b ) 

Pour  chercher  à rendre  la  même  équation  homo- 
gène , on  fait  y = z*  ; elle  se  change  en 

. &z*_,dz  + bz‘k  dx  ==  axmdx , 

et  prendra  la  forme  demandée , si  k — î = a k — m,  çe 
qui  donne  /(,==  — A , et  suppose  qu’çn  ait  m = — a ; 
il  vient  alors 

dz  bdx odx 

~Z*  ' Z*~  'xr: 

&6o.  Je  ne  m’arrêterai  point  à l’intégration  de  cette 
dernière  équation  ; mais  je  passerai  à une  transfor- 
mation plus  générale,  celle  qui  résulte  dey—Axf-{-x^z. 
On  trouve  dans  cette  hypothèse 

d y — (pAx?~'  -f-qx’-'Odx  + x’dz 
_y*dx  = ( A'x'r  -f-  a Ax^z  -f  x**za  ) dx  , 

et  parconséquent 

ar’dz  -f-,  ( qx?~'  -f-  abAjf+*  -4-  bx^z  ) zdx 

-J-  (pAxP~‘  -f-  bA^x3’’)  dx=  axmd'x. 

Cette  équation  se  réduira  elle-même  à trois  termes, 
si  on  a les  suivante». 
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p— i=ap,  pA+bA*x=o , q—i—p-t-q  , q+abA=o. 

La  première  et  la  troisième  s'accordent  à donner  p— i , 

on  tire  de  la  seconde  et  de  la  quatrième  A = ^,  a , 

yaleurs  qui  conduisent  àv  = -r — 1-  — . 
n J bx  ^ or*  ’ 

ar^dz  -f-  ix-^z’djr  =*=  axmdx , 

dj? 

ou  dz  + iz*  — = ex’^dx. 

X 

Par  ce  moyen  l’équation  proposée  sera  réduite  à l'ho- 
mogénéité , si  m= — a;  et  il  montre  de  plus  qu’ott 
pourra  séparer  les  variables  si  m = — 4,  puisqu’on 
aura  dans  ce  cas 


dz+(bz>-a)^  = o,  on^-  , ^ 


, dx 

b=0' 


dx 


Si  dans  l'équation  dz  -j-  bz*  — — ax"+adx  on 
• x*  1 

fait  z = —, , il  viendra 

y 

—ày'+b  ^ ^üy'V+’dx,  fin  d/-f-fly «x^dxrrrè  ~ ; 


posànt  ensuite  x"+sdx  : 


dx' 


, on  trouvera 
m-M 


’ m-£3 

x”+3=x',  dx=— L^-^dx', 

dy  ~jy,!“dx'  = - b--  X'*^ 

m-f-3-7  m-f3  " ' 

puis,  faisant  pour  abréger 


1 
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Tll  -f-3 


:b', 


t+3 


~ d et  — 


H» '+4. 

m + 3 


on  tombera  sur  l’équation 

d/  + ty  “dx'  = ax’m'àx' 

semblable  à la  proposée , et  parconséquent  suscesprtible 
des  memes  transformations  : la  séparation  des  variables 
y'  et  d sera  donc  possible  , après  la  substitution  de 


Si  cette  condition  n’avait  pas  lieu , on  ferait  çncore 
dans  la  transformée  en  a'. 


t'H-3 


— i"  — 

— r-  **  1 t 


m'+ 3' 


=a\ 


m'  -}■  3 


la  similitude  de  ces  expressions  avec  les  précédentes , 
conduit  nécessairement  à l’équation 


dy  + b"ÿ" dx"  =Æ“xm"dx", 

encore  semblable  à la  proposée , et  susceptible  de  la 
séparation  des  variables,  Quand  4- 

En  poursuivant  de  cette  manière  , on  parviendrait  à 
une  équation,  séparahle  » si  dans  la.  suite  des  exposans 


Ht -f-4 
n^-j-3 


Ht"  4-4 

m"4-3’ 


etc. 


m'  4“  4 
m'4-3’ 


il  s’en  trouvait  un  égal  à — 4-  En  supposant  succes- 
sivement que  ce  soit  m,  m , m",  m",  etc.  on  obtient 
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pour  m,les  nombre»  — 4>  — s»  — X'  — "V*  > e*c-  Colu-* 
pris  dans  la  formule 

4* 

i étant  un  nombre  entier  positif  quelconque. 

Ces  cas  ne  renferment  pas  encore  tous  ceux  que 
l’on  sait  déduire  des  transformations  précédentes.  Pour 
en  trouver  une  nouvelle  série , il  suffit  de  commencer 

par  faire  dans  la  proposée  y — y,  ce  qui  donnera 


et  posant 
xm+1  =;  x' 


dy  -j"  qy'“xmdx  = bàx , 
„ h 

b' 


m 


m + i 


m +i 


m -f*A 
il  en  résultera 

d/  + b'/'àx'  = a'x'm'àxf. 

Cette  nouvelle  équation , étant  semblable  à la  propo-  ■ 
sée,  est  aussi  susceptible  des  mêmes  opérations;  c’est- 
à-dire  qu’en  y faisant 

, i . s' 

y ~bj/  + j/*> 

et  continuant  comme  on  l’a  indiqué  sur  la  page  pré- 
cédente, on  parviendrait  à une  transformée  séparable, 
si  le  nombre  m'  était  quelqu’un  de  ceux  que  com- 
prend la  formule J—,  et  par  conséquent,  si  l’on 

avait 

m 4' 


On  tire  de  là 


m 4-1 


a i — 

-JL. 

21  + 1 ’ 


Z* 
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et  donnant  à i les  valeurs  i , 2 , 3 , etc.  il  vient  la 
suite  des  nombres  ' 


1 

s> 


— t» 


1 a 
1 > 


etc. 


Il  suit  donc  de  tout  ce  qui  précède  , que  l’équation  de 
Riccati  est  séparable  , quand  l’exposant  m= — 2,  et 

lorsqu’il  rentre  dans  la  forme ■ . 

2izp  i 


On  pourrait  multiplier  davantage  les  exemples;- 
mais  toutes  ces  équations  particulières , d’une  forme 
bizarre  le  plus  souvent,  ne  se  rencontrant  jamais  dans 
les  applications,  n’offrent  aucun  intérêt:  je  passerai 
donc  à une  autre  méthode , due  à Euler. 


Recherche  du  facteur  -propre  à rendre 
intégrable  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre. 

0 

281.  Il  faut  se  rappeler  qu’une  équation  différentielle 
n’est  pas  toujours  le  produit  immédiat  de  la  différen- 
tiation d’une  fonction  de  deux  variables  , mais  qu’elle 
résulte  en  général  de  l’élimination  d’une  constante 
arbitraire,  entre  l’équation  primitive  dont  elle  tire  son 
Origine  , et  la  différentielle  immédiate  de  cette  équa- 
tion (43). 

L’élimination  s’effectue  sur-le-champ,  lorsque  l’équa- 
tion primitive  est  sous  la  forme  u = c ,u  désignant  une 
fonction  quelconque  de  ’x  et  de  y ; car,  en  différen- 
tiant,  on  a du  =0.  Si  la  fonction  du  n’a  aucun  fac- 
teur par  lequel  elle  ait  pu  être  divisée,  elle  conser- 
vera 
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Yera  toujours  la  forme  de  différentielle  complète  à deux 

variables;  et  l’équation  (laa)  fournit  le 

moyen  de  reconnaître  cette  forme  : car  quand  on  a 


du  = Màx  -f-  ATdy , 


il  en  résulte 


du , du r d3u  d M dîV 

di  A — d7  ~ dJ* 

et  parcwnséquent 

d M-  d N 
dy  dx" 

Il  faudra  donc  que  toute  fonction  Màx  -f-  A'd_y  , 
lorsqu’elle  sera  une  différentielle  complète , rende  iden- 
tique l’équation  ci-dessus  ; et  lorsque  cette  condition 
sera  remplie  , il  sera  facile  de  remonter  à son  inté- 
grale, puisqu’alors  on  aura  M — AT;=g^,-  et  que 

l’on  en  déduira  la  valeur  des  différentielles  partielles. 
En  prenant  celle  de  la  différentielle  relative  à x,  par 

exemple,  il  viendra^  dx=Mdx  , et  parconséquent 

u—fMàx-\-Y.  On  ajoute  dans  ce  cas,  comme  dans 
celui  du  n°  a47,  une  fonction  arbitraire  de  y , puis- 
que l’intégration  n’a  eu  beu  que  par  rapport  à l’une 
des  variables  ; mais  ici  cette  fonction  se  détermine  , 
parce-  que  la  fonction  u doit  satisfaire  à l’équation 

w=£. 

dy  ' . , v 

L’équation  u=fMàx  -J-  Y donne 

du  d/Md  J , d Y 

3y  dÿ  d^  ’ 

Cale,  irttégr.  A a 
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représentant  fJUàx  par  v , on  aura 

du du  d Y ‘ „ 

dp-d^+d7-A' 


d’où  on  tirera 


et  en  intégrant, 


*l=n-^ 

ày  d y' 


*-/(*-£) 


dy; 


on  trouyera  donc 


di/ 


u=fMAx+f(N-^yy;. 

telle,  est  l’intégrale  de  la  fonction  proposée. 

Ce  résultat  fait  voir  que  la  fonction  N — jjd  ne 

doit  renfermer  que  la  seule  variable  y , sans  quoi 
il  ne  serait  pas  vrai , comme  on  l’a  supposé , que  3/dx 
et  Ady  fussent  les  différentielles  partielles  d’une 
même  fonction  u \ et  en  le  développant  il  conduit  à 

. . ...  d M AN 

1 équation  de  condition  -j—  = -g— , trouvée  précédem- 
ment par  une  considération  inverse. 

Il  est  évident  que  pour  obtenir  ^.—^fMAx  .j 

ày 

substituer  y -f-dy,  pour  y,  dans  la  fonction  /3/dx, 
qui  deviendra  alors 

j ' ^3f -f-  dy  -j-  etc.^  dr = /3/dx  -f- 

f-^àxày  + etc-  rj-  àyj'  ~dx  + etc. 
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puisque  le  signe  / n’est',  relatif  qtj’à  la  variable  x ; 
on  aura  donc 


dfMdx  _ rdM^ . 
ày  —J  dy 


substituant  cette  valeur  de  , clans  Y—J'^N — ~^dy, 


il  viendra 


r=f(N-f^)dy- 

\ 

En  prenant  les  dilïer'entielles , d’abord  par  rapport  à y , 
on  trouvera 


ï=w-rd-£  dx- 
<!y  J <!y 


et  différentiant  ensuite  par  rapporta  x , on  aura  enfin 

d N à3f 

dT— ÇT=°<  > 

« — 

(*)  L’éqnatioa  — dx , renferme  le  théorème 

donné  par  Leibnitz  pour  différentier  sous  le  signé  J*.  Il  appelait 
ce  procédé  differentiatio  de  curud  in  curvam , pareeque  dans  la 
question  qu’il  se  proposait  de  résoudre,  il  passait  d’une  courbe  à 
une  autre  de  la  même  espèce , en  faisant  varier  une  constante. 

Le  théorème  de  Leibnitz  peut  sc  déduire  immmédiatement  dt 

l’équation  ~ = J~TJ“  » puisque  si  l’on  fait  «r/ ifcfdx , on  aura 


du  _r 

t*=m> 


d’u 


ànr 


dxtlf  (ije  ‘ 
et  eu  intégrant  par  rapport  à x,  on  trouvera 
/'d’u  , _/d’«  . 


du 


d.W 
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262.  La  fonction^^.  étant  écrite  ainsi 

du=^ÿdx-^Tÿày 


donne  successivement 


■/,N=. 


d M x*—ÿ  _d N 

ày  (x1  -ty'^T  dx 
/3Ar 

=fyAx—=  / -y— 

J*+jr  J >+$ 


fMdx 

• • ••  = arc^tang=ï^, 

d’où  u = arc  (tangj^  -f  Y. 

Différentiant  et  faisant  tout  varier,  Ai  trouvera 

" d„=rfe=^  + dr;  . 

comparant  avec  la  fonction  proposée , on  aura 
d Y—  o , d’où  Y=  const. 

et  parconséqucnt 

, J yAx  ~yypy-  =B  arc  ^tangï^  4.  const.  (*) 


(*)  Je  me  suis  arrête  sur  celte  intégration , parcequ’elle  sert  de 
base  il  une  démonstration  très-élégante  du  principe  de  la  compo- 
sition des  forces,  donnée  par  LapJace  dans  sa  Mécanique  cétcita. 
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Soit  encore  l'équation 


dr  (-y»dx  ydy  | (ydjf—xdy)  y/x^  + y»  dy 

x j?  x1  x3  2y 

En  la  comparant  avec  la  formule  Mdx  -f-  7\ÿ_y  = o f' 
on  a 

j/=^+ÿS;  Y--y-v^+? . » r 

ar  * x*  ‘ ty 

et  on  trouve 

dÆf oy  -(-  l/x“  -f-_ya  , y*  , 

‘!y  *■  hx3v/^r+ÿ> 

diV ay-|-2V/x“+^*  x 

~ ^ 

ces  valeurs  étant  égalées  entr’elles  et  réduites,  donnent 

d M diV ay  xa  + 2ja 

dy  dx  x3  -f-y1  * 

et  parconséquent  l’équation  proposée  peut  s’intégrer 
immédiatement.  On  obtient  d’abord 

JMdx  = Ix  - JL  +yf'£  V*  +ÿ 

„ui, 

+ tlfci±VZ±S: 


X 

Aa  3 
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donc 
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/3/dx=:lx — 


y_ 

ax* 


yVj^+yl  ’ 

ax1 


. ±YZ±Z) 

‘ X 

On  trdüye  ensuite 


v . 


v_  dv  _ y**+  y*  , y1 

dy  üx'  ta  x'ÿx'+y* 

_j 1 _i_  _L  — _L  • 

- a V/ x* -\-y*  2y  zy* 
et  enfin  ï'=fl_y,  d’où  il  résulte 

y V x*  h- va 

ax* 

+ il(-vl±2££±E)=, 

La  forme  de  cet  exemple  était  trop  compliquée  pour 
qu’on  put  y reconnaître  , par  la  seule  inspection  , une 
' différentielle  complète  ; et  dans  tous  les  cas  semblables 
il  Faudra  commencer  par  s’assurer  si  l’équation  pro- 
posée satisfait  ou  non  à la  condition  d’intégrabilité. 

sG3.  Lorsque  l’équation  primitive  n’est  pas  sous  la  » • 

forme  u ■=  c , ou  que  la  différentielle  du  = o renferme 
des  facteurs  qui  disparaissent,  l’équation  du  premier 
ordre  qui  en  résulte  n’est  plus  immédiatement  inté- 
grable. Si  on  avait,  par  exemple,  u=y  — cx=o,  on 
trouverait  du  = dy  — cdx  = o , et  éliminant  c , il  vien- 
drait xdy  — ydx  = o , équation  qui  ne  satisfait  pas  à 
la  condition  d’intégrabilité,  puisqu’elle  donne 


f 
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]if y X — 1 1 

dy-  *»  dx  • 


375 


Mais  si  on  dégage  la  constante  c,  on  aura-L  = c,  et  en 
• . *vdx 

diflférentiant , — - — -f- — = o;  sous  cette  forme 


M y.  n~-  — JL' 

x*‘  x’  dy  “ x1  dx  ' 

on  voit  donc  que  l’intégrabilité  de  l’équation 

xdy — _ydx=o  tient  à la  restitution  du  facteur  ~ , qui  a 

disparu  après  la  différentiation  et  l’élimination  de  la 
constante  arbitraire. 

En  général , toute  équation  différentielle  , dans  la- 
quelle dx  et  dy/  ne  "passent  pas  le  premier  degré  • ne 
peut  résulter  que  de  l’élimination  de  la  constante  c , 
dans  une  équation  de  la  forme  P -f-  cQ  = o,  P et  Q dé- 
signant des  fonctions  quelconques  de  x et  de  y.  On 
trouve  par  cette  élimination  QdP  — PdÇ  — o , tandis 

p 

qu’en  differentiant  l’équation  — = — c,  on  aurait  obtenu 

OdP-PdQ  , .,  ..  *,  .. 

— — = o : la  première  mamere  d operer  fait 

donc  disparaître  le  facteur  ■ et  avec  lui  -s’en 

vont  aussi  tous  les  facteurs  qui  peuvent  être  communs 
aux  deux  quantités  QdP  et  PdÇ.  - . 

Il  suit  de  ce  qûi  précède , que  lorsque  l’équation 

Mdx  -f-  A'dy/  = o 

* Aa  4 


diV 
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r.e  satisfait  pas  à la  condition  d’intégrabilité  , c’est  que 
la  différentiation,  et  l’élimination  de  la  constante  arbi- 
traire contenue  dans  l'équation  primitive  , ont  fiait  dis- 
paraître un  facteur  qui , s’il  était  connu  et  restitué  , 
rendrait  le  premier  membre  de  l’équation  proposée 
une  différentielle  complète  à deux  variables.  Soit  z ce 
facteur;  on  aura  donc  zMdx  -}-  ziVdy  — du , u étant 
une  fonction  primitive  de  x et  de  y ; et  parconséquent 


d . zM d . zN 

dy  dx 


En  développant  cette  dernière  équation,  on  trouvera 


,,d a , d M . Tdz  , diV 

Mïy  + ‘ d7  = iVdî  + * 


dx  • 


dz  dz  /d M iN\  , . 

wç-AdïHdF'_dr)t=0'''<5- 


Si  l’on  pouvait,  en  général , tirer  de  cette  équation 
me  valeur  de  z,  l’intégration  des  équations  différen- 
tielles quelconques  du  premier  ordre  s’effectuerait 
par  le  procédé  du  n°  261  ; mais  l’équation  ( A ) est 
presque  toujours  plus  difficile  à traiter  que  la  pro- 
posée , puisque  la  fonction  z qu’elle  renferme  dépend 
de  deux  variables , et  a deux  coefficiens  différentiels , 
et  qu’ejje  est  parconséquent  de  l’espèce  de  celles  dont 
la  formation  a été  indiquée  n°  i3i.  Je  ne  saurais 
pour  le’  moment  entreprendre  sa  résolution  , qui  , 
comme  on  le  verra  dans  la  suite , ramène  au  point 
dont  on  est  parti  ; mais  je  vais  faire  connaître  quelques- 
unes  des  propriétés  du  facteur  z.  ' * 

264.  Il  est  toujours  facile  de  trouver  le  facteur  z , 
lorsque  l’on  connaît  l’équation  primitive  correspon- 
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dante  à l’équation  différentielle  proposée  , et  qu’on 
peut  la  mettre  sous  la  forme  u—c,  c étant  la  cons- 
tante arbitraire.  En  différentiant , on  trouve 


et  comparant  avec  zMdx  -f-  zNày  = du}  il  vient 


z~- 


du 

Fx 


Mdx 


du 


le  quotient  est  indépendant  des  différentielles  dx  etdy. 
On  obtient  encore  le  facteur  z,  en  égalant  entr’ elles 

les  valeurs  de  ^ , tirées  des  équations 


ai  ** + dj/  d-y — 0 » Mdx + Ard.y — 0 » 

du  • . ' • • 

dx  jyf 

ce  qui  donne  g-  —jÿt  et  fait  voir  parconséquent  quq 

5ÿ  x - 

. * • - 
si  M et  N n’ont  aucun  facteur  commun , z sera  le  plus 
grand  diviseur  commun  des  coefficiens  «différentiels 

> du  du 

dietd/ 

Connaissant  une  valeur  de  z , on  en  déduit  une  infinité 
d’autres,  en  observant  que  si  on  multiplie  les  deux 
membres  de  l’équation  zMàsc  -f-  aiVdy  = du , par  un* 
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fonction  quelconque  de  u,  que  je  désignerai  par  $ (u) , 
les  deux  membres  du  résultat 

! 

z<p  (u)  3/dx  -f-  zç  (u)  i\  dy  = ç (u)  du , 

seront  aussi  des  différentielles  complètes';  ainsi  a étant 

un  facteur  propre  à rendre  intégrable  l’équation , 

MAx -f-  Ady=  o , le  produit  zp  (u)  jouira  de  la  même 
propriété. 


b65-  Il  y a des  cas  où  le  facteur  a ne  doit  renfermer 
que  l’une  des  variables  x ou  y , et  alors  il  est  aisé  d’en 
obtenir  l’expression  au  moyen  de  l'équation  (jf).  Sup- 

dz 

posant  en  effet  dans  cette  équation  o;  elle  de- 

viendra 


«t  on  en  tirera 


dz  1 /A M diV\  , 

T=7vVd7~  dl-;dx- 


ày 

équation-qui  aura  lieu  si  la  quantité 
1 /AM  dAr\ 

se  réduit  à une  fonction  de  x.  En  représentant  cette 
fonction  par  X,  et  en  intégrant,  on  trouvera 

lî = fXàx , ou  z — ef^x. 

Cette  formule  s’applique  à l’équation 

dy  -f-  Pyâx  z=  Çdx  : 


il  vient 

M—Py — Q, 


„ 1 /AM  AX\ 

N=':  îv Vd7~ d^/= 


p, 
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et  parconséquent  atase-^*  . Multipliant  ensuite  l’é- 
quation dy+-Pydx — Çdx=  opare-^>clx,  o'n  trouve 
eJp^cdy  -J-  ( Py  — Q ) d x = o ; intégrant  le 

terme  efPAx  à y,  par  rapport  à y,  on  obtient 

u = yefPAx  + X,X  étant  une  fonction  de  x , déter- 
minée par  l’équation 

de  laquelle  on  tire 

g==_e/PdxQ)  X=-fefP^Qdx, 

et  parconséquent 

yefpdx  — fefPd*Qàx=:  C , 
ou , comme  dans  le  n°  257 , 

y=e  Spix  ( fefpàx  Çdr  + C) . 

Je  ne  m’arrêterai  point  au  cas  où  le  facteur  a ne  de- 
vrait renfermer  que  la  variable  y ; on  voit  aisément 
que  son  expression  serait  alors  , en  faisant 

y_  1 ( dJV  dAT\ 

M\dx  ày  J’ 

et  que  ce  cas  n’aurait  lieu  qu’ autant  que  Y serait  abso- 
lument indépendant  de  x. 

266.  Il  existe , entre  une  fonction  homogène  et  ses 
coefficiens  différentiels,  des  relations  particulières  qui 
facilitent  beaucoup  l’intégration. 

Si  V désigne  une  fonction  homogène  de  x,  y , etc. 
et  qu’on  y substitue  tx,  ty,  etc.  au  lieu  de  x ,y , etc. 
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elle  prendra  nécessairement  la  forme  lmV , m étant 
la  somme  des  exposans  des.  variables  dans  chaque 
terme  (s55).  Supposant  ensuite  que  t devienne  t~\~g, 
on  aura  ( t -f-  g)™V  au  lieu  de  V , ou  ( 1 -^rg'Y'V , en 
faisant  t = 1 . Dans  la  même  hypothèse  x ,y , etc.  se 
changeront  respectivement  en 


x + gx>y+gy>  etc. 

et  mettant  gx  pour  h , gy  pour  k , dans  la  formule 
du  n°  121 , on  parviendra  à cette  équation 


y,  àr  àV 

r+  + d 


, i (à* y 1 1 

I d^  ^+a  axa -yt?xy+7ÿ  er+etc- } 

-f-  etc. 


-j-  etc. 

&V 


En  développant  le  second  membre , et  comparant  en- 
semble les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de 
l’indéterminée  g,  on  aura 


AV  _i  ^ * 
dTx  +dj^  + etc’ 


mV 


à’V  . , d 'V  . à'V  , 

d7“x+2d^'^+d^^==7nCm- 

etc. 


■0  r 


267.  Au  moyen  de  ces  relations,  le  facteur  a se 
présente  pour  ainsi  dire  de  lui-même  dans  les  équa- 
tions différentielles  homogènes.  Si  Æ/dx-f-iVdy=o  est 
une  équation  de  ce  genre , et  que  la  somme  des  expo- 
sans de  x et  de  y dans  M et  dans  N soit  égale  km,  en 
supposant  que  a soit  aussi  une  fonction  homogène  du 
degré  n,  et  faisant  zMàx zNày  ■=.'Au , il  résulte 
du  théorème  démontré  numéro  précédent,  que 
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zMx  -f*  *iyy= (m+n+ 0“i 

puisque  le  degré  de  la  fonction  u sera  nécessairement 
plus  élevé  de  l’unité  que  celui  des  fonctions  zM  et  zN. 
Eu  divisant  la  première  équation  par  la  seconde  , il 
viendra 

Màv  -f-  Ardy  , i du 
Mx  -f-  ÎVy  m-f-n-f-i  ' u * 

et  comme  le  second  membre  de  ce  résultat  est  une 
différentielle  complète , il  faudra  que  le  premier  membre 

en  soit  pareillement  une  ; d’où  il  suit  que  ^ ■ 

sera  un  des  facteurs  propres  à rendre  intégrable  l’équa- 
tion Mdx  -f-  Ardy  = o. 


Des  équations  du  premier  ordre , dans 
lesquelles  les  différentielles  passent  le 
premier  degré . 

• 

268.  Par  la  génération  des  équations  différentielles  , 
dont  j’ai  donné  plusieurs  exemples,  n°  43,  on  voit 
qu’il  peut  s’en  présenter  dans  lesquelles  les  différen- 
tielles passent  le  premier  degré.  La  formule  générale 
de  ces  équations  est 

dy#  -f  Pdy*~ ’dx-f-  Çdj"—,dr®. T’dydx"-1  -f-  Vàx"  =0; 


si  on  la  divise  par  la  plus  haute  puissance  de  dx,  elle 
deviendra 


en  la  résolvant  par  rapport  au  coefficient  différea- 


m 
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tiel  ^ , et  désignant  par  p,  p',  p",  etc.  ses  racines 


on  aura 


à: 

dx 


— p" —o,  etc. 


résultats  qui  pourront  tous  se  traiter  par  les  méthodes 
précédentes,  puisque  les  différentielles  ne  s’y  trouvent 
qu’au  premier  degré.  L’intégrale  de  chacun  d’eux  sera 
aussi  l’intégrale  de  l’équation  proposée  , qui  sera  encore 
satisfaite  par  les  valeurs  tirées  de  l’équation  formée 
du  produit  de  toutes  ces  intégrales.  , 

En  effet , la  proposée  étant  équivalente  à 


sera  vérifiée  par  toutes  les  équations  qui  annulleront 
un  de  ces  facteurs.  De  plus,  si  on  considère  qu’une 
équation  primitive  de  la  forme 

MNP...—  o. 


n’a  lieu  que  par  l’anéantissement  successif  de  chacun 
de  ses  facteurs,  on  en  conclura  que  la  différentielle 
immédiate  de  son  premier  membre , savoir  : 

àM.NP.  ...-h  d N. MP. . . .-f  etc.  = o, 

se  réduit  toujours  à un  seul  terme;  car  si  on  prend  , par 
exemple,  M-=. o,  il  ne  restera  que  àM.NP  . . o,  ou 
seulement  dM  — o : l’équation  MNP . . . =o  vérifiera 
donc  l’équation  différentielle  à laquelle  satisferait  l’é- 
quation M = o.  ■ r , i 

Les  deux  exemples  suivans,  quoique  très-simplet, 
éclairciront  toutes  les  difficultés  que  pourrait  renfer- 
mer l’énoncé  ci-dessus. 
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i*.  Soit  d ly“ — csda.“=o;  cette  équation  se  décom- 
pose en  dy-f-udx— o,  dy — odx=o,  dont  les  inté- 
grales sonty-f-ax=c  ,y*—  ax=c-,  et  il  est  facile  de  voir 
que  chacun  de  ces  résultats  satisfait  à la  proposée. 

L’équation  (y -fax — c)  (y — ax  — c')=o  y satisfait 
aussi,  car  elle  donne 

(y-f-ar — c)  (dy — adx)  -f  (y — ax — c')  (dy-f-adx)=o  ; 
d’où 

* j £(y-J-ax— c) — (y — ax — c')]adx 

dyBS  ay-Cc+O  : 

mettant  successivement,  au  lieu  de  y,  ses  valeurs 
c — ax,  c'  + ax,  on  trouve 

d ly  = — adx , dy  =-f-  adr.  j 

L’intégrale  (y-f-ax — c)  ( y — ax  -f-c')  ~o  ren- 
fermant deux  constantes  arbitraires  et  irréductibles  , 

• paraîtrait  plus  générale  que  celles  des  autres  équations 
du  premier  ordre  qui  ne  comportent  qu’une  constante  ; 

, mais  il  faut  bien  faire  attention  que  chacun  de  ses 
facteurs  doit  être  considéré  isolément,  et  qu’on  n’en 
tire  pas  d’autres  lignes  que  celles  qui  résulteraient 
d’une  intégrale  renfermant  une  seule  constante , dont 
cette  équation  est  aussi  susceptible.  Cette  dernière 
intégrale  s’obtient  en  faisant  dy  = mdx  dans  l’équa- 
tion différentielle  dy“ — a'^dx^  — o , qui  se  change  en 
m1 — aa= o,  ce  qui  détermine  la  quantité  m,  dont  il 
faudrait  ensuite  substituer  la  valeur  dans  l’intégrale 
de  dy=mdx,  qui  est  yz=zmx-\-c.  Il  suit  de  là 
que  l’intégrale  de  la  proposée  est  le  résultat  de  l’éli- 
mination de  m,  entre  les  équations 

y = mx  -f-  c , m1 — aa  = o; 
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et  si  on  effectue  cette  opération,  il  viendra  • 

(■2L5£)î"tel=o- 

Cette  équation  primitive  étant  du  second  degré,  donne, 
pour  chaque  valeur  particulière  de  la  constante , deux 
lignes  droites,  mclinées  dans  des  sens  différens  , par 
rapport  à l’axe  des  x ; c’est  aussi  tout  ce  que  fournit 
l’autre  intégrale  {y  -f-ax  — c)  (y — ax  — c'  ) = o , 
excepté  que  chaque  facteur  ne  représente  que  les  lignes 
inclinées  dans  le  même  sens  ; mais  comme  en  donnant 
séparément  à c et  k d toutes  les  valeurs  possibles  , 
ces  quantités  passeront  nécessairement  par  les  mêmes 
degrés  de  grandeur , en  assemblant  les  droites  corres- 
pondantes aux  mêmes  valeurs  des  constantes  c et  c't 
on  retombera  sur  les  solutions  comprises  dans  l’in- 
tégrale ^ — a*=o,  bornée  à la  seule  cons- 
tante c.  x 

J’observerai  que-  toute  équation  qui  ne  renferme 
que  dy , dx  et  des  quantités  constantes , peut  être 
intégrée  en  y faisant,  comme  ci-dessus,  dy=mdx, 

3°.  Je  considère  encore  l’équation  dy’ — axdx*=o; 
on  en  tire  ày-j-dx\/ax  = o,  dy — d x\/ax=o,  et 
en  intégrant,  on  aura 

1 3 JL  - 

y-f-*a’x* — c — o,  y — fa’x* — c'  = o. 

Ces  équations,  ainsi  que  leur  produit,  pourront  être 
considérées  séparément  comme  des  intégrales  de  la 
proposée  ; mais  ce  cas-ci  diffère  du  précédent , en  ce 
que  les  radicaux  que  contiennent  les  deux  intégrales 
obtenues , forment  entr’ elles  un  lien  qui  permet  de  les 

comprendre 


/ 
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comprendre  toutes  deux  dans  une  même  équation  ( et 
avec  une  seule  constante.  En  effet , si  on  fait  dispa- 
£ raître  le  radical , dans  l’équation 


y + jV'ax? — c=m  o, 


on  obtient  (y — c)*=i«x®.  Ce  résultat  est  encore 
l’intégrale  de  l’équation  proposée , à laquelle  il  con- 
duira immédiatement  par  l’élimination  de  c.  Il  appar- 
tient à une  espèce  de  paraboles  , dont  chacune  dae 
équations  irrationnelles  ne  représente  qu’une  branche; 
et  le  produit  de  ces  équations  ne  répondrait  qu'à  des 
groupes  de  branches  appartenantes  à des  courbes  diffé— 
lentes,  mais  qui  étant  assemblées  deux  à deux  pour 
les  memes  valeurs  des  constantes,  ne  donneraient  rien 
de  plus  que  l’intégrale  rationnelle. 


a6g.  Quoique  ce  qui  précède  ne  fasse  dépendre 
l’intégration  des  équations  où  les  différentielles  passent 
le  premier  degré,  que  de  la  résolution  des  équations 
algébriques , voici  néanmoins  quelques  cas  dans  lesquels 
cette  intégration  s opère  plus  facilement  avec  le  secours 
d artifices  analytiques  appropriés  aux  circonstances  et 
qui  éludent,  au  moins  en  partie,  les  difficultés  que 
présente  la  résolution  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée,, par  rapport  à 


Quand  cette  équation  qe  contient  que  l’une  des  deux 
variables , x , par  exemple , on  en  tire  iramédiate- 
dv  ,,  ' 

meDt  dx^  X’  doù y-fXdx-,  mais  s’il  est  plus  fa- 
cile de  la  résoudre  par  rapport  à x que  par  rapport 
au  coefficient  que  je  représenterai  pour  abréger 

par  p , et  qu  on  ait  xi/3,  P 'désignant  un|  fonction 
Cale,  intéfçr,  g g. 
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Quelconque  de  p , on  observera  que  1 équation  g— — p, 

ou  dv  —pàx,  donne  y = px — fxdp  ; mettant  pour  x 4j, 
sa  valeur  P , il  viendra  y ==  Pp  — fPdp  : l'intégrale 
demandée  sera  donc  le  résultat  de  l’élimination  de  p , 
entre  les  deux  équations  - 1 ' . 

sx  — P,y=Pp—fPàp. 


• Soit , par  exemple , xdx  -+•  ady  — b\/ dx“  + dja , 
ou  x + ap  = b v/i  +p*,  en  écrivant  p au  lieu  de 
Cette  dernière  équation  donne  immédiatement 

t 

x — — ap  -f  b l/ 1 +p%  fP^z—ap+bÿ L+p‘, 

• • 

et  parconséquent 


y = bp\/i-hp*  — iap'  — bfàpV'i-l-p!‘. 

270.  Je  traiterai  encore  le  cas  où  les  deux  variables 
entrent  en  même  temps  dans  l’équation  proposé^  ; mais 
en  supposant  que  l’une  d elfes,  y , par  exemple  , n 
monte  qu’au  premier  degre.  On  obtient  alors  y égal 
une  fonction  de  x et  de  p,  ensorte  que 

dy  = Rdx  Sdp  , 

et  parconséquent 

* ‘ pàx  — Rdx  + Sdp  ou  ÇR  — p)  dx  -f-  Sdp  = o. 

Si  l’on  parvenait  à intégrer  cette  dernière , on  aurait 
entre  p,  x et  une  constante  arbitraire  , une  relation , au 
moyen  de  laquelle  chassant  p de  l’équation,  proposée , 
on  obtiendrait  une  équation  primitive  , qui , renfermant 
une  constante  arbitraire  , serait  l’intégrale  cherchée. 
Voici*une  formule  très-étendue  et  tres-remarquable , 


«I 
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comprise  dans  le  cas  général,  et  dont  l'intégration  s’exé- 
cute facilement. 

Si  l’équation  proposée  peut  être  mise  sous  la  forme 
y = px  -f-  t que  P ne  renferme  que  le  coefficient  p , 

on  aura  dy = pâx  -f-  ^x  -f-  dp  • et  puisque  dy=pdx, 

il  restera  l’équation  (x  -f-  dp  = o,  qui  sedécom- 

d P 

posera  en  deux  facteurs  x -f- = o,  dp  = o.  Elimi- 
nant p entre  le  premier  et  l’équation  proposée , on  aura 
une  équation  primitive  qui  satisfera  à la  proposée , mais 
qui  , ne  contenant  point  de  constante  arbitraire , ne 
sera  que  particulière.  Le  second  facteur  s’intégre  et 
dopne  p = c , ou  dy  = rdx  et_y  £=  ex  -f-  c . Les  cons- 
tantes c et  c'  ne  sont  pas  arbitraires  toutes  deux  ; car 
en  faisant  d«fns  l’équation  proposée  p = c',  on  a 
y = cx-f-C,  C étant  ce  que  devient  P dans  la  même 
circonstance , et  on  tire  de  là  c“  -=c  C : l’intégrale  de 
la  proposée  est  donc_y  = ex  -f-  C , et  s'obtient  en  chan- 
geant p en  c. 

Soit  pour  exemple  l’équation 

^dx  — xdy  = b / dx“  -f-  dya. 

Elle  se  met  d’abord  sous  la'  forme 


y=px+n  V i +/>*; 
en  la  difierentiant  on  trouve 

r.pip 


dy  — pdx  -f-  xdp  -f- 


l/i  +Pa 


et  à cause  que  dj  = pif , il  restera 


Bb  a 
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«d,+-^=  = o. 

Vi+p 1 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  facteur* 

r + -r^--=°'  et  àP  — °> 

Vi+p% 

le  second  conduit  à p—c,  et  l’intégrale  demandée  est 

y=.cx+  y' i + c*.  . 

Le  premier  facteur  donne 


P~— 


y/n'  — x? 


, v^+?=-?= 


X 

« 


■ ** : 


substituant  dans  l’équation  proposée,  on  a 

équation  qui  ne  renferme  point  de  constante  arbitraire , 

qui  n’est  point  comprise  dans  1 intégrale 

y — ex  -j-  nV  ‘“H0*  » 

et  telle  néanmoins  que  les  valeurs  de  y et  de  dy , qui 
s'en  déduisent,  satisfont  à l’équation  différentielle  pro- 
posée , dont  elle  offre  parconséquent  une  solution  par- 
ticulière. Je  reviendrai  dans  la  suite  sur  oe  genre  de 
solutions. 

De  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles dit,  second  ordre  et  des  ordres 
supérieurs. 

371.  La  difficulté  d’intégrer  les  équations  devient 
d’autant  plus  grande  que  ces  équations  sont  d’un 
ordre  plus  éleVe;  et  l’on  n’y  réussit  guère  que  par 
rapport  à un  .petit  nombre  d’équations  très-limitées. 
On  a déjà  vu  dans  le  n°  A2o , •omment  il  faut  traiter  le* 
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équations  de  la  forme  X désignant  une  fonc- 

tion de  x\  c’est  pourquoi  je  passerai  tout  de  suite  i 
celles  qui  ne  renferment  que  deux  coelEciens  diffé- 
rentiels. 

Dans  le  second  ordre , ces  équations  ne  contiennent  que 
^ et  ; et  lorsqu’on  y fait  pour  abréger  , c® 

donne  , elles  conduisent  k—^z=  P , P 


qui 


dx  ' 


__dP 


étant  une  fonction  de  p.  On  tire  de  làdr=-p-,  et 

, Pdp  , 

parconsequent  x = / ~~k~\  mettant  pour  dx  sa  va- 
leur dans  l’équation  dy  = pàx , on  trouve  aussi 
y=f-t-  il  ne  s’agit  plus  que  ^'éliminer  p entre 

les  deux  équations  x—C-f-  J'-jT 

pour  avoir  l’intégrale  en  x et  y.  Elle  sera  complète , car 
elle  rênfermera  deux  constantes  arbitraires;  et  il  suit  en 
effet  du  n°  44,  que  l’intégrale  de  toute  équation  du  second 
ordre  n’en  peut  contenir  qu'un  pareil  nombre.  L’élimi- 
nation de  p ne  pourra  se  faire  que  lorsqu'on  aura 
effectué  les  intégrations  indiquées  ; mais  par  les  qua- 
dratures on  construira  la  courbe  cherchée. 


Soit  pour  exemple  l’équation  ^ — a-  En 

mettant  pàx  pour  dy,  et  dpdjP  pour  d*y,  on  changera 

, . (î-f-n’Vdx  „ . 

cette  équation  en  ~ — = «,  et  on  en  tirera 


3go 


dr 
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= _aàp_  •dy^pdx==_fPàp_^ 

O+PT 


o+p‘ÿ 

L'intégration  donnera 


sp=  C-f- 


ap 


)—C- 


t/i-hp1’  J V/i+p1’ 

éliminant  p,  il  viendra  (x — £)*+  (_y — C')a=a*. 

L’équation  différentielle  proposée  n’est  autre  chose 
que  l’expression  générale  du  rayon  de  courbure,  égalée  à 
une  constante  a (qq)  -,  et,  comme  on  devait  s’y  attendre , 
l’intégrale  est  l’équation  du  cercle  ayant  cette  constante 
pour  rayon. 

272.  Il  est  à piypos  de  remarquer  que  les  équa- 
tions et  y=zC-\- satisfont, 

chacune  en  parti cùlier,  à l’équation  différentielle  P, 

et  qu’en  supposant  les  seconds  membres  intégrés  { elles 
ne  seraient  que  du  premier  ordre  : il  y a donc  dans  ce 
cas  deux  équations  de  cet  ordre  qui  satisfont  à l’équa- 
tion proposée  du  second,  et  qui  en  sont  parconséquent 
les  intégrales,  tandis  qu’une  équation  du  premier  ordre 
n’a  qu’une  seule  intégrale.  Il  est  facile  d’appercevoir  la 
raison  de  cette  difFé rende. 

Soit  L=o , une  équation  primitive  entre  x,y  et  deux 
constantes  C et  C : si  on  différentie  deux  fois  de  suite 
cette  équation,  on  p^irra  éliminer  entre  U = o, 
dï/=ô,  d“L—  o,  les  deux  constantes,  et  arriver  ainsi  à 
une  équation  du  second  ordre  qui  en  soit  indépendante; 
mais  la  combinaison  dès  équations  U = o et  dt/=o, 
conduira  à deux  équations  différentes  du  premier  ordre  : 
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l’une  résultera  de  l’élimination  de  C , et  1 autre^de  celle 
de  C.  Je  les  désigne  p*r  V—o,  F^—o\  il  est  éydent 
que  l’on  parviendra  à 1 équatioq  du  second  ordre  , en 
éliminant  Centre  F==o  et  d/r=o,  ou  bien  C entre  F'—o 
et  AF'— O',  chacune  des  équations  F—o,  F'—o  , est 
donc  l’intégrale  de  celle  du  second  ordre. .On  les  appelle 
intégrale#  premières , pour  les  distinguer  de  J’équation 
primitive  U—  o , qui  est  Y intégrale  seconde. 

Il  est  facile  de  voir  que  l’on  déduira  l’équation  ll=o, 
des  deux  équations  V—  o et  Ff=o,  en  éliminant  entr’ elles 

le  coefficient  différentiel  = o , et  que  parconséquent 
a.r 

on  aural’intégrafe  Seconde,  on  l’équation  primitive  d’une 
équation  du  second  ordre , lorsque  l'on  connaîtra  se< 
deux  intégrales  premières,  et  qu’on  pourra  en’  chas- 

dy 

ser 

dx 

Ces  remarques  s’étendent  aux  équations  de  tous  les 
ordrés.  Pourle troisième, parexemple,  l’équation  primi- 
tive doit  contenir  trois  constantes  arbitraires  (44)  > e* 
l’on  pafvient  à l’équation  différentielle  de  cet  ordre , 
en  éliminant  ces  constantes  entre  les» équations 

77  = 0,  dt/=o,  d*t/=o,  d3t/==o; 

• • 

inais/i  on  ne  chasse  que  deux  constantes  , on  aura  trois 
équations  difPfcentielles  du  second  ordre,  puisqu’on 
pourra  conserver  chacune  des  trois  constantes  à son  tour. 
Les  équations  qu’on  obtient  ainsi , sont  des  intégrales 
premières  del’équation  différentielle  du  troisième  ordre , 
qui  résultera  nécessairement  de  l’élimination  de  la  cons- 
tante qu’elles  renferment.  Les  intégral & secondes  sont 
ici  les  équation  s du  premier  ordre  qoe  donne  1 élimination 
de  chacune  des  constantes,  entre  les  équations  V=o 

„ . . : Bb 4 
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et  dî/=o,  et  l'équation  primitive  U= o est  l 'intégrale 
troisiifne.  Sans  pousser  plus  Joirf  ces  considérations,  on 
doit  en  conclure  qu’une  équation  différentielle  de 
l'ordre  n a un  nombre  n d’intégrales  premières,  et 
comme  ces  intégrales  sont  de  l’ordre  n — 1 , elles  ne 
renferment  que  . les  n — 1 coefiiciens 

àn~ÿ . 
dr"-1  ' 


à2. 

àxl 


d*y 


si  donc  on  peut  les  éliminer , on  aura  l’intégrale  nmr, 
ou  l’équation  primitive  qui  répond  à l’équation  diffé- 
rentielle proposée. 

273.  On  ramène  en  général  à l’intégration  des  fonc- 
tions d’une  seule  variable , les  équations  d’un  ordre  quel- 
conque, dans  lesqu^les  un  coefficient  différentiel  est 
exprimé  par  celui  de  l’ordre  immédiatement  inférieur. 

' ...  . d'y 

En  effet,  si  l’on  avait,  par  exemple,  gjj  en  fonc- 
tion de  , on  ferait  = q , d’où  il  résulterait 
= ^2;  et  parconséquentl’équation  proposée  serait 

transformée  en  ~ — Q , Q représentant  une  fonc- 
tion donnée  de  q.  On  conclurait  de  cette  dernière 


équation 


d.  = |. 


.—P1 


+ C-, 


de  g 


■q,  on  tirerait  successivement 

7-  CriA  ~r  — 

dx 


y = + C-, 
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l’intégrale  demandée  serait  donc  le  résultat  de  l’éli- 
mination de  q entre  les  deux  équations 

*=/!+<■  +*)+*•' 

et  il  y aurait  trois  constates  arbitraires  dans  le  ré- 
sultat. On  étendrait  facilement  ce  procédé  à un  ordre 
quelconque. 

274.  Je  m’occuperai  dans  cet  article  de  l’équation 
=5  Y,  Y désignant  une  fonction  quelconque  de_y. 

Si  on  fait  dy  xzpdx,  on  peut  en  tirer  dx-=z-^-t  ce  qui 

donne  = : substituant  dans  la  proposée, 

il  en  résulte  pdp  = Ydy  ; et  en  intégrant,  on  trouve 
pî=2/Fdy+  C,  d’où  il  suit 

p=&=  ï/C+afYdÿ  et  x=f  _JL===  -f  C 
\ d*  > J - J J y' C+ s fYày 

Il  est  bon  d’observer  qtfe  l’intégratitm  ci-dessus  peut 
s’effectuer  en  multipliant  la  proposée  par  dy  ,.  car  il 

vient alors^.T^=rdy , et  comme  ^=rd  .^, 
dx'  dx  J dx  dx 

Z%‘~^¥ày  + C’  ™%.=V*c+*fYdy. 

f 

Si  on  applique  ce  procédé  à l’équation  » 
d^y  S^~ôy  =dxa,  • 


on  a 


on  aura 


day* 1 dy  ÿy dy 

di*1  r ^ Qy  d-U  dx  Qy 
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QC 

en  intégrant.  Changeant  C en  — — , on  tirera  de  là 

Va 

= - 7^r-: 

ûx  va  t/a  Vc+y/y 

♦ ' 

faisant  ensuite  c+  yy  = z,9 il  viendra 
d.r  (z — c)dz 


Va 


V* 


:(z“ CZ  *)dz, 


et  enfin 


-f—  =§  z*  — o.rJ  c'  = f ( Vy—c)  Vc  + V y + c'. 

Va  -J 

nj5.  La  méthode  suivie  dans  le  n°  précédent  ra- 
mène en  général  à l’intégration  des  fonctions  d’une  seule 
variable,  les  équations  d’un  ordre  quelconque,  dans 
lesquelles  un  coefficient  différentiel  est  donné  par  ce- 
lui de  l’ordre  inférieur  de  deux  unités.  Si  l’on  avait, 

par  exemple,  en  fonction  de  on  représen- 

. d5y  ,,  , . 

terait  jgj , par  q , d ou  il  suivrait 

d'y dq  d'y  d ,q  _ 

d V ' dx  ’ ' dx*  dx“  ’ 

et  la  proposée  serait  transformée  -en 

ÉÜ-  o 

dr»  ” ’ 

1.1  f * , <* 

Q désignant  une  fonction  donnée  de  q.  En  multipliant 
alors  les  deux  membres  pac  dq , il  viendrait 
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p.p.  = çdg; 

• dj;  dx,  v 1 • • 

H i ' 

d’où  on  tirerait,  comme  dans  le  n8  precedent, 

‘;a£=/W.  g = /./çd,+c. 


rlr  = ^ — 

4 l/a/Çdq-f-C 


^ i/  a /*(idq"-f-6' 


■ . d2y 

mais  de  = g . on  conclut  successivement 
dx1  7 1 

= fqàx  ~ r — — + C* , 

dx  7 J ^/ufQAq+C 

y—fdxffdx=z  + 

J V/  a/Çdq-f-CV/  ya/Çd^+C  / 

l’intégrale  serait  parconséquent  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  q,.  entre  les  deux  équations 

x=f—=J2===.  + C,' 

..y  Va fQtq+C  , . 

■ V = r ^ f f-  <7d(7  4-r* Vr- 

’7"  J \ZafQdq+C\J  ÿzfQdï+CW  / V 

contenant  quatre  constantes  arbitraires.  On  traiterait 
de  même  les  équations  analogues,  dans  les  ordres  plus 

élevés.  * • 

• , * 

27S.  On  a vu  dans  le  Calcul  différentiel  (n5), 
que  passé  le  premier  ordre la  foiyne  des  équations  dif- 
férentielles changeait,  suivant  qu’on  prenait  x ou  y , 
ou  même  une  fonction  de  ces  quantités,  pour  variable 
indépendante  , et  que  cela  revenait  à regarder  suc- 
cessivement connue  constante  dx  , ou  d_y , ou  une 
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fonction  donnée  de  ces  différentielles  et  de  leurs  vjtria- 
bies;  il  est  donc  nécessaire,  lorsqu’on  se  propose  d’in- 
tégrer tine  équation  qui  passe  le  premier  ordre , de  savoir 
dans  laquelle  de  ces  hypothèses  elle  a été  calculée.  Les 
exemples  précédens  répondaient  tous  à la  supposition 
de  y égal  à une  fonction  de  x , et  parconséquent  de 
dx  constant;  mais  il  sera  facile  de  reconnaître  parmi  les 
équations  relatives  à d’autres  hypothèses,  celles  qui 
peuvent  s’y  rapporter. 


Il  est  d'abord  évident , qu’en  désignant  par  Q une 
fonction  quelconque  de  ^ , toute  équation  de  la 

forme  = Ç , et  dans  laquelle  dy  est  regardé 
comme  constant , se  traitera  de  m€me  que  celTedun®  271, 
en  faisant  ^~q,  et  ~=  On  peut  encore  la  ra- 


dy*  dy 


Ay~t 


mener  immédiatement  à la  forme — P,  en  passant, 

par  le  procédé  du  n*  116 , à la  supposition  de.dx  cons- 

. . . , dxd“y  , , 

tant , ce  qui  se  fera , par  la  substitution  de  — - ^3  , a la 


place  de 


Si  l’équation  proposée  eût  été  prise  dans  1 hypothèse 
de  l/dx*+dy  constant , et  gu  elfe  ne  renfermât  que 
dx,  dy,  d^y,  ou  dy,  dx,  d*x,  elle  rentrerait  encore 
dans  le  *cas  du  n°  271  , après  qu’on  l’aurait  transfor- 
mée en  une  autre  dtas  laquelle  dx  fût  constant. 

277.  Je  passe  maintenant  aux  équatio.ns  qui  con- 

/ • dy  d2y  » 

tiennent  les  deux  coefüciens  différentiels  ^ , et  la 


f 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  intégral:  3,97 

Tariable  indépendante  x.  Il  est  évident  que  ces  équations 
se  «amènent  sur-le-champ  au  premier  ordre , par  la  sub- 
stitution de  pdx  et  de  dpd  r , au  lieu  de  d_y  etde  d*y.  Si 
on  peut  intégrer  la  transformée , et  que  l’on  parvienne  à 
en  tirer  l'expression  de  p en  x , on  obtiendra  y par 
l’équation  y =/ pdx  ; et  si  cette  transformée  donnait  x 
en  p,  on  ferait  usage  de  la  formule 


y=px  — /xdp(aGg). 


Je  ne  m’arrêterai  prtint  à détailler  le»  différens  cas 
intégrables  que  présentent  les  équation»  proposées;  ils 
se  découvriront  aisément  par  l’application  des  divers 
procédés  enseignés  précédemment  pour  intégrer*le» 
équations  du  premier  ordre. 


Si  les  équations  proposées  étaient  entre 


dy  d^y 

dx’  57» 


et  y. 


on  les  ramènerait  au  cas  précédent , en  prenant  d_y  cons- 
tant , au  lieu  de  dx  ,*ou  bien  en  chassant  dx , au  moyen 

de  sa  valeur  tirée  de  l’équation  dy  =pdx;  et  on 

aurait  ainsi 

d»y  dp  pdp 

dx»  ÉLc  5ÿ  " ‘ - 


la  transformée  ne  renfermerait  alors  rfhep, -dp  etdy. 
Si  elle  pouvait  s’intégrer»,  et  qu’elle  donnât  p en  y. 


on  trouverait  x par  la  formulé  x=J><^,  et  par  «la  for- 
mule x=r^  lorsqu’on  aurait^  en  p. 


6oit,  par  exemple , l’équation  différentielle 
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X désignant  une  fonction  donnée  de  x seul  ; cette 
équation  se  transforme  en  . • 


(1  +pJ)*dx 


dp 


,X, 


ÔX 

Y 

En  intégrant  il  vient 
%dx 


àp 


0 +PT 


f 


+ c=— 

-*■  Klfp1 


je  représente 

V 


P- 


esente  / — 

• y-wfÿB 


-f-  C par  V , et  il  en  résulte 
Vdx 


\/\  — V- 


V* 


Il  n’est  pas  difficile  de  remarquer  que  les  procédés 
de  cet  article  et  du  précédent , ramèneraient  à l’ordre 
inférieur , toute  équation  d’un  ordre  quelconque , où 
il  n’entrerait  qu’une  des  variables  et  les  coefficient 
différentiels  de  l’une  ou  de  l’autre. 

278.  Il  existe  encore  dan^le  second  ordre , d’autres 
formes  d’équations  dont  on  peut  obtenir  les  équations 
primitives,  oirau  moins  kl  réduction  au  premier  ordre; 
mais' elles  sont  trop  particulières  pour  trouver  place 
ici.  O qu’il  y a de  plus ‘remarquable  dans  cet  ordre 
et  dans  les  suivans , ce  sont  les  propriétés  des  équations 
du  premier  degré,  équations  formées  d’après  celle  du 
n°  257 , et  dont  le  caractère  est  de  ne  contenir  la  fonc- 
tion cherchée  et  ses  différentielles  qu’au  premier  degré. 
La  forme  de  ces  équations  est  dans  le  second  ordre 

da_y  -j-  Pdydx  -f-  Qydx*  /idc*. 
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dans  le  troisième 


d3y  -f-  Pd’ydx  -f-  Qdydx*  -j-  flydi3  = .Sdjc3, 

« ' 

et  en  général 

d"y  -j-  /M"— '_ydx  4-  Çd"“ ^ydx*. . . .-j~Lydxn=p'dxn 

les  lettres  P , Q, U et  V , désignant  des  fonc^ 

tions  données  d*  x. 

■ * , j 

L’équation  du  premier  degré  et  du  second  ordre 

• day  -f-  •■Pdydx  -f-  Qydr2  = Rdx' , 

»e  ramène  à l’équation 

d*z  -f-  Pdzdx  -j»  Qzdx*  = o , 

par  la  même  transformation  qui  a servi  dans  le  n°  357 
à faire  dépendre 

d y -f-  Pydx  = Çdx , de  dz  -}*  Pzdx  o. 

En  effet,  la  supposition  de  y = Xz  donne 

dy  = ATdz  4-  zdX, 
dy=  Xd*z+  zdXàz  4.  zd*X, 

et  change  l’équation  proposée  en 

£ X (d*z  4"  Pdzdx  4-  QzcLr*  ) 

4-  ad-Xilz  4“  PzdXdx  4-  zd’X  = üdx“. 

Si  on  fait  • 

daz  4-  Pàzdx  4-  Çzdx*1  = o , 

et  qu’on  parvienne  à tirer  de  cette  équation  la  valeur 
de  j en  r,  on  aura  pour  déterminer  la  fonction  À’ , 
l’équation 


?.dXdz  PzdXdx  -f-  zd^.Y  = Iïdx* , 

qni , par  .rapport  aux  variables  x et  X , rentre  dans 
celles  du  n°  377  ; et  faisant  dY=  A'cLr,  elle^e  chan- 
gera en 

aX'dz  -f  PzX’àx  + zdX'  = Rdx, 
ou  dY'  + (P  + Y'dx  =* 

Cette  équation  n’étant  que  du  premier  degré  et  du 
pre/uier  ordre  par  rapport  à X , conduit  ( 357)  à 


r=ritw'+ 

résultat  qui  devient 

-JPàx 

A"  = ^r~  [ fe^Rzdx  + Ci , 
en  observant  que  • 


on  aura  ensuite 

X—fX'dx  + C,  'y  — zfXàx-\%'z. 

279.  Il  faut  bien  remarquer  qu’il  n’est  pas  nécessaire 
d’avoir  l’intégrale  complète  de  l'équation. 

d’z  -f-  Pdzdx  -f-  Qzdr1  = o , 

mais  seulement  une  valeur  particulière  de  z , qui  y sa- 
tisfasse ; car  les  constantes  arbitraires  sont  comprise* 
implicitement  dans  l’expression  de 

' Le 


» 
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Le  calcul  précédent  fait  voir  encore  que  de  cette 
valeur  de  z on  déduirait  aussi  l’intégrale  complète  de 
l’équation  eu  z ; car  si  l’on  fait  H — o , l’equation  en  y 
deviendra  semblable  à celle-ci , on  aura 


X=fX'dx+C-, 


et  y — zfX’dx  -f - Cz 

sera  l’intégrale  complète  de  l’équation 

da_y  -j-  /’dydjc  -J-  Qydx*  = o , 
z étant  alors  une  valeur  particulière  de  y. 

280.  L’équation 

• d2z  -j-  Pdzdx  -j-  Qzd-c*  = o 

se  ramène  3\i  premier  ordre  , en  faisant  t dé* 

signant  une  nouvelle  variable  ; car  on  a par  ce  moyen 

dz  = e^tdxtdx , d 3z  — e^tdr{  fàx?  -}-  dldx ) ; 

la.  fonction  e^ldx  devient  facteur  commun  de  l’équation 
proposée  qui  se  réduit  à 

t*dx*  -j-  dtdx  -f-  Plàx*  -f-  Çdx“  = o , 
ou  à dt  -f-  (t*  -j-  Pt  -f-  Q~)  dx=p  o (*). 

Lorsque  les  coefficiens  P et  Q sont  constans,  je  les 
désigne  par  A et  B : l’équation 

dï  -f  ( t»  + Pt+  Q)  dx  = o 


(*)  II  est  bon  de  remarquer  que  la  transformation  effectuée  ci- 
dessus  ramènera  en  general , au  premier  ordre  toute  équation  du 
second,  homogène  par  rapport  aux  quantités  z , dz,  d Jz , consi- 
dérées comme  des  variables  distinctes. 

Cale,  intégr. 


Ce 
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devient 

dt  + (P  + At  + B)  dx  = o , 
et  se  trouve  séparée  en  lui  donnant  la  forme 

dt 

(t*  + Jt  + + Ax  ~ °’ 

mais  comme  on  n’a  besoin  que  d’y  satisfaire , on  ap- 
perçoit  facilement  que  si  l’on  fait  t—m,m  étant  une 
constante  , on  aura  df  = o,  et 

jri'  -J-  Am  -f-  B = o. 

Cette  dernière  équation  donne  en  général  deux  valeurs 
pour  m ; si  on  les  représente  par  m et  m" , on  aura  aussi 

pour  e^uix  deux  valeurs,  savoir  : 

/mtU=e*'*l  efm"dx  = e""*;  # 

on  aura  donc  en  même  temps  deux  valeurs  particulières 
de  z , savoir  • 

z = cm'x  et  z — en"*. 

» 

On  pourrait  avec  l’une  de  ces  val eurs  trouver , comme 
il  a été  indiqué  plus  haut,  la  valeur  complète  de  z ; 
mais  dans  les  équations  du  second  ordre,  de  la  forme  de 
celles-ci , on  obtient  sur-le-champ  la  valeur  complète 
de  la  fonction,  lorsqu’on  en  a deux  valeurs  particu- 
lières z'et  z",  en  prenant 

z — Cz'+Cz", 

C et  C désignant  deux  constantes  arbitraires  ; car  si 
l’on  substitue  cette  valeur  et  ses  différentielles , et  qu’on 
rassemble  les  termes  multipliés  par  la  même  constante, 
on  trouvera 

C (d *z'  -f-'/’da'dx  -j-  Çz'djr’) 

-j-C  (dV  -f  iWdx  -f-  Çz"dx‘  ) , 


v 


+■ 
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résultat  qui  s’anéantit,  indépendamment  des  constante* 
C et  6 , puisque  les  quantités  qui  multiplient  ces  cons- 
tantes s évanouissent  en  meme  temps  que  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée. 

281.  Quand  les  valeurs  de  m sont  imaginaires,  et 
parconsequent  de  la  forme 

m' ==a-h^\/ ~ 1 , m"  = ee — 

on  a 

2 =»  ce**+?*y~  4.  Cé**~e*V- ~ 

~e  ( Ce@x  1 _j_  £tg—fcx  1 /_  . 

on  rend  ce  résultat  réel  , en  exprimant  les  exponen- 
tielles imaginaires  , par  le  moyen  des  sinus  et  des  cosi- 
nus. Il  vient  ( 164) 

= Cos  (Sx  -f-  y/ — x sin  ^ 

6 —cos /Sx — y/ — isin&c, 

2 = e^C(C+  C ')  cos  fias  + (C-C)  /HT  sin/g  x-, . 
et  faisant 

* - »*  * l 

C+C  = c> 

on  a'  * - 

z~e**(.c cos £c  + c' sin /âr  ) ; 

ou  bien 

• *-pe  sm  (tSx  + n), 
en  prenant  vy 

c~ p sin q , cT-pcôsq, 

d.t°,rs,':Yaci”*  *»'  *■?,  >• 

’ Ce*'*  + Ce""  = (0+0^", 

Ce  a 
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devient  incomplète  ; il  faudrait  dans  ce  cas  se  servir  de 
la  valeur  particulière  z — em'x  pour  obtenir  l’intégrale 
complète  , suivant  le  procédé  du  n°  279  ; mais  on  y 
parvient  plus  facilement  par  des  considérations  ana- 
logues à celles  du  n°  56,  en  supposant  que  rn  diffère 
de  m d’une  quantité  très-petite.  ' 

Soit  en  général  m'  — m'  -f-  k ; il  en  résulte 
z-=z  Cem'x  -f-  C em'x+hx  = em'x  ( C + Ce**)  ; 
développant  eAx  suivant  les  puissances  de  k ^on  a 

* = em'z  (C  + C + Ckx'+  + etc.) 

. = ërjx  Çc  + ex  -j-  c'  ~f-  etc.  ^ 

en  posant 

C + C = c,  Ck  — c'. 

Cette  dernière  expression  . qui  satisfait  à la  proposée 
pour  toutes  les  valeurs  de  k , convient  encore,  si  k ~o, 
on  m”  — m' , et  se  réduit  alors  à 

z — em'x  (c  -j-  c'x'). 

282.  Soit  maintenant  l’équation  plus  générale 
d^y  -f-  Aàyàx  Bydx%  = /îdor*. 

On  a pour  l’équation 

d^y  -f-  Pdydx  -f-  Qydx*  = /îdx‘, 
d’après  les  formules  du  n°  278, 
y —z/X'dx  -f-  Cf  z 

= C z -f-  z J - — — — dx  Rzdx  -f-  C)  ; 
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cette  expression  , renfermant  deux  constantes  arbi- 
traires , est  complète , ensorte  qu’il  ne  l’agit  plus  que 
d’y  substituer  une  valeur  particulière  de  z.  Inéquation 
proposée , dépend  de 

à*z  -f-  Adzdx  -f-  Bzdx"  = o ; 


et  comme  les  coefficiens  A et  B sont  constans,  on 
satisfait  à cette  dernière  èn  supposant  z = emx  , 


• m%  A- Am  4- B —o  : 

9 

on  aura  donc,  à cause  de  P—A ^ 

y=Cemx  -f  emlfe~{1^m>àx{fé'A+m)xRàx  + C) 
—(AJrm)x  * 

—Ce1**——-— -+e’"*re-{'*+™)xdxre(A+m)xRàx< 

A -f-  a ni  * J 

En  intégrant  par  parties,  on  trouvera  que 

fB-{A+3m)rdxfe^+m'/rRdx 

_ -e-(j*+™)xfe(y,+m>Rdx  +fe-mzRàx^ 

~ . A.+  a m ( } 5 

si  on  substitue  cette  valeur  dans  l’expression  de_y,  et 
qu’après  les  réductions  on  mette  n à la  place  — {A  -f-  ru) 
il  viendra  ' • 

Ce"* 

y— Ce™* — 

J m — n 

emzJe-nxRdx—enxfe-nxRdx 


m — n 


(*)  La  formule  h intégrer  ici  revient  S 

JàU/rdx  = UJhàx -JUCAx  (ut). 

• Ce  3 


I 


O 
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ou,  changeant  la  forme  des  constantes  arbitraires, 

, emzfe~mx Ràx  — eMJ/e'-“rfidx 

y~cemz  -4-  c emx  -) . 

J m — n 

Il  est  facile  de  voir  que  la  quantité  n est  la  seconde 
racine  de  l’équation  m1  -f*  -dm  -f-  Z?  = O,  puisque , par 
l’hypothèse  m -f-  n 3=  — A. 

Lorsque  ces  racines  sont  imaginaires  , on  transforme 
l’expression  de  y par  le  moyen  des  sinus  et  descosinus, 
comme  dans  le  n°  281  ; ou^bien  en  supposant  dans 
l’expression  général  de_y , 

z — e*1 cosQx,  ou  z = sin (3x , 

valeurs  particulières  qui  résultent  de  la  seconde  expres- 
sion complète  de  z,  dans  le  n°  cité,  lorsqu’on  faitc=o, 
ou  c =0,  et  en  intégrant  par  parties , on  trouve 

y = e“'T  [ p cos  /Sx  -f-  q sin  (Sx] 

, e<,x£sinj8x/ie  a>7îdxcos0x — cosjSx/è  ‘trfidxsin(Sx] 

+ l ' 

Dans  le  cas  où  l’on  am~n,  l’expression  trouvée  plus 
haut  pour_y  devient  incomplète , comme  dans  le  nQ  déjà 
cité , et  la  seconde  partie  dé  cette  expression  se  pré-- 
sente  alors  sous  la  forme  £ ; mais  on  élude  cette  diffi- 
culté en  observant  que  A devient  égal  à — 2 m,  et  que 
dans  cette  hypothèse  l’équation 

y — Cem*+  emzfe~{A+'xm')Tàx  (feiA+m}xRdx  + C) 
se  réduit  à •• 

y = Cemx  -f  emxfdx  (f&-",zRàx -f  C)  : 
en  intégrant  on  trouve  ‘ m 
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DE  CALCUL  INTtCRIl,  fa 

y~C  emz  -f-  emx(Cx  -f-  xfe~mxRdx  — fe~n*Rx dx  ) , 


y—e**(Cx  + C)+emx  (xfe~mxRdx  —famxRxdx). 

On  rencontre  fréquemment  , dans  les  application* 
de  l’Analyse  à la  Physnjue  céleste , l'équation 


S.+<r=*.  ‘ 


pour  laquelle 


m—  a \/  — \ i ou  «t  = o et  /S  = a; 
son  intégrale  sera  donc 

y =p  cos  ax  -f-  q sin  ax 

, sin  àxfRdx  cos  ax  — cosarfRàx  sin  ax 
a 

La  fonction  R a ordinairement  la  forme 

A + B cos  fa  -f-  C cos  yx  -f-  etc. 

A,  B,  C,  etc.  étant  des  coefficiens  constans , /2 , y,  etc.  dé- 
signant des  nombres  entiers  ; et  les  intégrations  indiquées 
^effectuent  par  le  procédé  du  n°  ig6‘. 

a83.  L’intégration  de  l’équation 

d’z  -f-  Pdzdx  -f-  Çzdx4  îsï  o , 

peut  rarement  s’effectuer,  lorsque  les  coefficiens  P et  Q 
sont  variables  ; on  y réussit , par  exemple  , lorsque 


u ’-f-  bx  ’ 


(a-f-éx)*’ 


On  a (280) 
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dt  + 0 *+r^+^+"ii)ï)dx=oî 

faisant 

(a  -j-  bx)  t =7Ji , 


il  vient 


(a  -{-  bx ) dm-f-  (m*-f-  (y/*—  i)  m -{-  Z?)  drr=c 
On  satisfait  encftre  à cette  équation  en  prenant 
dm  = o et  m5  + (-^  — b)  m-\-  1}  — O , 
d’où  on  tire  deux  valeurs  de  t , %avoir  : 

/ U 

t 771  ^ 771 

u -f-  bx  * a -J-  bx* 


mais  puisque 


y^md.r 

a + bx  — 


{a+bx)h , 


on  aura 


* = C ( a + bx)  b -f  C ( a -f  ix)'r, 
o8 4-  L’équation  générale 

d,|y-f-Pd',— 1 jdx-f-  Çdl,~*yd  rm. . . . -f-L’ydx''=?’dx*, 

jouit  de  propriétés  analogues  à celles  que  je  viens 
d’exposer  sur  "l’équation  du  premier  degré  et  du  se- 
cond ordre. 

i°.  Lorsque  le  terme  V dx"  y manque , ou  quelle  est 
de  la  forme 


d"s  -f-  Pd’  ’sdx  -f-  Çdl,—asdx1 . ...  -f-  f zdx"  = o , 
il  suffit  de  connaître  un  nombre  « de  valeurs  parti- 


/ 


i 
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culières  dez,  pour  obtenir  sur-le-champ  l’expression 
générale  de  cette  fonction , ensorte  que  si  on  désigne 
par  z,,  Zt,  z 3 , z„,  ces  valeurs,  on  aura 

î = C,z,  -f-  C,z»  -f-  C3Z3 -f-  C„zn , 

Cy,  Ci, Cn,  étant  des  constantes  arbitraires. 

Cette  proposition  est  facile  à prouver  ; car  il  est  évi- 
dent que  chacune  des  équations 

CI(d”zI-4-/>d',—,z1dr-{-Qd,’— îz,dx*. . . -(- üz,dx*)=0 
C,(d"z»-f-Pd'*-1sîdx-f-Qd"— ‘Zjdx1. . .-t-L'zadx")=o 


C„(d'’z«-f-^>d’l—,z„dx-f-Çd"— “zBdx*. . . + L'z„dxn)~o  , 

étant  identique , par  l’hypothèse,  leur  somme  donnera 
une  équation  identique  qui  sera  précisément  celle  qu’on 
obtiendrait  en  mettant  dans  la  proposée,  à la  place  des 
et  de  ses  différentielles,  les  valeurs  qui  résultent  de 

l’expression  générale  de  z. 

, " . — * 

a0.  On  peut  faire  dépendre  l’intégration  de  l’équa- 
tion , 

d"y  4- /M“— ’ydx  -f-  Qd'1~^yAra . . . -f-  ï/ydx*=  /'dx* 
de  celle  de  l’équation 

dnz  Pàn~ ’zdx  -j-  Çd*- 1 “zdx*  ; , . -f-  Uz dx*  = o.' 

Cela  se  prouve  facilement,  en  supposant  que  la  va- 
leur dey  soit  de  la  même  forme  que  celle  de  z , mais 
que  les  quantités  Cj , Cx,  C3 . |u  lieu  d’être  cons- 
tantes comme  ci-dessus , soient  des  fonctions  de  x. 

Pour  fixer  les  idées,  je  prends  l’équation  proposée  du 


/ 
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troisième  ordre  seulement:  il  v i e n C,  z , 4-  Caz,4-  G3z5, 

expression  dans  laquelle  il  faut  déterminer  Clt  C\  et  C'j, 
'de  manière  qu'elle  satisfasse  à 

d3_y  -j-  Pâydx  -f-  Çdydx*  4-  L^àx’  = Vàx*. 

Si  on  formé  successivement  les  valeurs  de  d y , d*y 
et  d!_y , en  traitant  Cx,  C%',  Cs>  comme  des  variables; 
on  trouvera  d’abord 

d_y=  C,  ds,-f-  Cadza-j-  Csdzi+zfi  C,-f-z2d  C,4-z3d  Cj  ; 

mais  comme  on  a trois  quantités  à déterminer , et 
que  la  question  proposée  n’offre  qu’une  condition,  on 
en  peut  choisir  deux  autres  à volonté,  et  faire  en 

conséquence  • 

/ 

s, dC,  — f-  2,dC,  z3d C»  — o , 

ce  qui  donnera 

<3y  = C,dz,  + Cadza  -f  Cjdzj. 

En  différentiant  cette  valeur , il  viendra 
d^y=C1d*z,4-Cad*z>-j-C3d*zj^-d21dC,4-dzadC,4-dz3dC’j; 
posant  encore 

• . \ 

dî^dC,  4™  dzad(?a  4-  dzjd  é?3  — o , 

il  restera 

dy  — C, daz,  4-  C1» d“za  4-  Cjd**j  , 
d’où  on*  tirera 

<Fy  = C.d’z,  4-  Cgd’zj  4-  C^z-s 

4-d*z,dC,  4-d“z,dCa4-  d’zjdCj. 

' / 

Par  la  substitution  des  valeurs  de  y,  dy , d^y  *et  d^y  a 
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l’équation  proposée  deviendra 

C,  (d’z.-f-.Pd'z.dx-f-  Qdz.d  j*4-  t/z.dr3) 

-f-Ca(d  lza-f-/,d,zad  r-f-  Çdz2dr  J-J-  Lrz»d  x3) 

-f-  Cj(diz3  -(-Pd*z3dx -f-  Çd  z3dx*-f"  Uz^à  x3) 

-f-d^z.dC',-^-  d“zadCa-|_d2z3dC3 

et  se  réduira  à * 

d*z,dC,  -{-  d’zjdCj  -f-  d’z3dC3  = Vào^  , 

puisque  les  fonctions  z, , z*  et  z3 , satisfont  à l’équa-  g. 
tion 

d3*  -f"  -Pd*zdx  -f-  Qdzdx*  -f-  Uz dx3  = o : 

il  existera  donc  entre  les  différentielles  dC, , dC»  et 
dC3,  les  trois  équations 

z,dC,+  ZidCj-j-  z^dCf^o 
dz,dC,-f-  dzadCa  j--  dz3dC3z=o 
daz,dC’,-f-daz,d  Ca-f-d2z3d|C3=^'dx^ 

dont  on  tirera  les  valeurs  de  chacune  de  ces  diffé- 
rentielles, exprimées  en  x et  en  dx  , lorsque  celles 
de  z, , za,  z3,  etc.  seront  connues.  On  en  déduira  par 
* l’élimination  des  résultats  de  la  forme 

dC,  = yY,dx , dCa  = -Xgdn?  , dC3  =s  X3dx , 

ji  s 

d ou 

C,=fXtdx+Ci,  C,=/Xadx+Ca,  Cf=f X^dx-f-cj ; 
et  parconséquent 

y=z  1 ( /X.dx+c,)  -4-za{/.Yadx  f Ca)  -j-z3(  /X3dx-f  c3) 

sera  l’intégrale  complète  de  l’équation  proposée. 

3i  l’on  ne  connaissait  que  deux  valeurs  particulières 
• - 

* 
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de  z,  la  proposée  ne  pourrait  s’intégrer  qu’avec  le  se- 
cours d’une  équation  du  second  ordre.  En  effet,  on 
aurait  alors 

y ■ ' — | , dj  ~ C ,dz,  — 1"  é'adw,  ^ 

en  faisant 

z,dC,  + z,dC,  =o  ; 

mais  puisqu’on  ne  pourrait  disposer  que  d’une  seule  des 
quantités  C,  et  C\ , il  faudrait  employer  le  dévelop- 
pement complet  de  da_y , qui  serait 

d^y  = Cld'zL  -f-  CadJza  -f-  dz,dC,  -f-  dzadC, , 

ce  qui  donnerait 

d^y = C,d~z,  f t’„d  z,-(- ad’z,d C.-f-ad’zjd  Ct 

-f-dz  ,d“  C, -fdz.d'dV 

Substituant  dans  la  proposée,  et  réduisant  de  la  même 
manière  que  ci-dessuS,  on  obtiendrait 

dz,d2C’,-J-dz,daC,-f-3d,zldC,  -|-2dazadC.,  1 , 
-fPdz1dC1dx-H/,dzadCadxJ  dr’ 

équation  de  laquelle  on  chassera  dCt  et  d aC, , en  tirant  * 
leurs  valeurs  de  l’équation  z,dC,-J-z2dCa  = o,  et  de  sa 
différentielle;  la  résult&nte  ne  contenant  que  d*C, , 

AC, , et  des  fonctions  de  x,  se  Ramènera  au  premier 
ordre  (277). 

Enfin,  lorsqu’on  n’aura  qu’une  seule  valeur  de  z, 
on  tombera  sur  une  équation  auxiliaire  du  troisième 
ordre,  réductible  au  second  ; c’est  ce  dont  il  est  facile 
de  se  convaincre,  en  mettant  dans  la  proposée, 

C,z, , C.dz^z^C,,  C.d^-f-adzjdCi-f-z^C, , 
Ç,d3z,-}-3d:‘z,dCi4-3dzid1‘C,  -fz,d3C, , 

, ' 1 

M 
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au  lieu  de 

y,  ày,  àay  et  ày  * 

' ê 

l’équation  produite  par  ces  substitutions  pourra 
duire  à • 

z,d3C,-|-3dz1d1C1  +3d’z,dC,  \ 

-J-Pz,d'-C,dx  -fajPdi.dC.dx  ( — TWc3. 

» -f-Çs,d6',dx^  J 

Si  l'on  suppose  P"=o,  l’équation  en  y devient  la 

même  que  celle  qui  doit  donnera,  et  parconséqueutles 
calculs  précédpua  font  voir  comment  avec  deux,  ou 
seulement  une  valeur  particulièreale  cette  fonction,  on 
peut  parvenir  à son  expression  générale. 

La  méthode  appliquée  ci-dessus  à l’équation  du 
premier  degré  et  du  troisième  ordre*,  convenant  aux 
équations  du  meme  degré  dans  tous  les  ordres , on 
conclut  de  ce  qui  précède  , que  si  l’on  a un  nombre  n 
de  valeurs  particulières  de  7 , on  en  déduira  immédiate- 
ment r expression  générale  d_e  cette  fonction j et  l’on- 
parviendra  c.  la  meme  expression,  dans  le  cas  où  l'on, 
ne  connaîtrait  que  n— i valeurs  particulières , en  inté- 
grant une  équation  du  premier  degré  et  du  premier 
ordre:  cette  proposition  est  due  à Lagrange,  ainsi  que 
la  démonstration  que  je  viens  cl’en  douter. 

285.  L’équation 

d"z  -J-  Pd"-^Lr  + QdM~azàxt Uzdx*.  = o 

ne  peut  s’intégrer  dans  tous  lés  cas  ; ma'is  o y satisfait  en 
faisait  z=emz,  lorsque  les  coefiicie.is  F ,*0,. . . V , sont 
constans,  pareeque  dans  cette  hypothèse  elle  devient 
divisible  par  c"zdxn,  après  la  substitution  des  valeurs 
de  z,  ds,  à2z  , dnz,  qui  sont 

emz , emzmdx,  e’nzint  dx* emj7nndx*: 


4i3 
se  ré- 


( 
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on  trouve  alors 

mn  + Pm*-'  -f-  Qmn~* ,-f-  U=o. 

Si  on  désigne  par  m ,,  m2, . . . «.  .mn,  les  n racines  de 
cette  équation,  on  aura 

mtx  m,x  mHx 

z,  = e , z,  = e ,...z„=e  ; 

et  parconséquent 

, y-,  TT\\X  « 7Tt%X  . y-,  TÏÎ^X  _ T71nX 

z—Cte  -f-C2e  -j-  C3e  -f-CBe 

Telle  est  l’expressiorf  générale  de  z lorsque  les  ra- 
cines m, , m2>. . . . sont  toutes  inégales  et  réelles. 

Si , parmi  ces  rapines , il  s’en  trouve  d’imaginaires , 
comme  elles  vont  toujours  par  paires,  de  la  forme 

» 

*+Æv/— 1,  <*— SV  — i, 

S 

6n  pourra  faire  disparaître  les  V — 1 , en  changeant  les 
exponentielles  en  sinus  et  en  cosinus,  par  les  formules 
du  n“  164*,  et  si  m,  et  m,  sont  deux  racines  imaginaires 

de  la  même  paire,  les  termes*£’,e,,l‘X-f*  C2en'*'C  , 
qu’elles  fournissent  à la  valeur  complète  de  z,  de- 
viendront (281) 

+ Cj V+')x 

=e“J'CC ,C.+?0  cos/3x-f-(0, — Ca)  \/-—ï  sin  /Sx] 

— e‘r  (c,  cos0x  + ca  sin  /Sx)  —pe*z  sin  (Sx  q). 

Si  quelques-unes  des  racines  m, , m„  etc.  deviennent 
égales  entr’elles,  la  valeur  complète  de  z perd  de  sa  gé- 
néralité, parcequ’alors  plusieurs  des  constantes  6’,, 
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C,,  C3,  etc.  se  réduisent  à une  seule,  ainsi  qu’onl’a 
vu  pour  le  deuxième  ordre  (a8i).  Soit  d'abord m^=wa: 

les  deux  termes  C,em,V  -)-  C»eWiX  n’eh  donneront  qu'un, 

savoir,  (C,-)-<?1)eOT' C;  l’expression  de  z ne  renfermera 
plus  qu’un  nombre  n — 1 de  constantes  arbitraires  ; mais 
si  on  suppose  ma-==ml-^-k , on  trouvera 

CIcm-X+C,em“:C=em'a:(CI+C.e^) 

=em‘X[ci+C1(i  + T + rf  + etC)] 

ce  qui-,  en  changeant  en  c,,  et  Cak  en  c, , de- 

viendra 

m,x  / kx*  \ 

e rc.-J-CjÆ-f-c,— — f-etc 

et  em‘X(c,-4-rax'),  en  faisant  k~o. 

Substituantcette  quantitéàla  placedeClem,:r-}-C,em*:C, 
la  valeur  de  z reprendra  la  généralité  qu’elle  doit  avoir 
pour  être  l’intégrale  complète  de  l’équation  proposée  ; 
on  aura  donc 

m,x , . . _ m3x  . 

z=e  (c,-f-c»x) -f- C3e~^  -fetç. 

Pour  arriver  au  cas  où  m,  =ma  = m3 , on  fera  dan* 

le  résultat, précédent  m3  = m,  -j-  k' , et  il’deviendra  . 

mtx  k'x.  , 

z=e  (c,-l-rs/r-}-C3e  ) -f- etc. 


En  développant  e*'*,  on  trouvera 

a=em,IQt+C3-|-(ca-fC3r)x+C~  +cj~.+  etcf]  -f-etc. 
changeant  les  constantes  , 

^ t 

‘‘i  -f-  C3)  ca-f-C3k'  et  C} — , en  c,,  c,  et  c3,' 
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il  en  résultera 

m,r/  . . . k'j?  \ 

*— e ( c,  + c,x  + c3xî-f  c3-g--f-etc.j+etc. 

et  a = e7”|X(c1  -f-  cax  -f-  C3X1  ) -f-  etc.  lorsque  h'  = o. 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  si 
ml==m1  = m3  = mi  , 
l’expression  générale  de  z sera 

' z—en,X(^ci  -f-Cti’+cjA^  + c^ic3)  -f-  etc. 
et  ainsi  de  suite. 

286.  Si  l’on  a un  nombre  m d’équations  différentielles 
du  premier  degré,  renfermant  un  nombre  m -J-  1 de  va- 
riables , une  seule  de  ces  variables  sera  indépendante , et 
les  m autres  en  seront  des  fonctions,  truand  ces  der- 
nières et  leurs  coefliciens  différentiels  ne  s’élèveront  pas 
au-delà  de  la  première  puissance , dans  les  équations 
proposées , qui  seront  alors  du  premier  d^ré , on  pourra, 
par  la  méthode  indiquée  au  n°  119,  parvenir  à une 
équation  différentielle  du  premier  degré  entre  l’une  des 
fonctions  à déterminer  et  la  variable  que  l’on  regarde 
comme  indépendante  ; mais  on  peut  quelquefois  éviter 
les  calculs  de  Télimination,  en  intégrant  conjointement 
les  équations  proposées. 

D’Alembert  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  de 
l’intégration  immédiate  de  plusieurs  équations  différen- 
tielles, et  la  méthode  qu’il  imagina  dans  cette  occasion 
est  trop  ingénieuse  pour  la  passpr  sous  silence. . 

Soient,  1°.  les  équations 

du  -f-  (y/u  -)-  ) d t—  Tdt, 

dx-J-  ( J'u+  JTx ) d t = Tdt, 

où 
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où  l’on  regarde  les  variables  u et  x comfce  des  fonc- 
tions de  la  variable  indépendante  l\  si  on  multiplie  la 
seconde  par  un  facteur  9 , fonction  de  t,  et  qu’on 
l’ajoute  ensuite  à la  première,  il  viendra 

àu+Üàx+l(A-\-A'ü)u+(B+B'b)x-]àt—{T+V'))àt, 

résultat  qui  rentrerait  dans  l’équation  du  premier  degré 
et  du  premier  ordre , à deux  variables  seulement,  si 
l’on  avait 

du  + 6dx  = d(u+^±Aix), 

puisqu’en  faisant 

.fi  + M 

u+^Mr  = i’ 

on  trouverait 

ds  + (^  + v^8 ) zdt=  (T+  T'ô)  d f. 

Pour  que  la  condition  exigée  soit  remplie,  il  faut 
en  général  que 

. B + B'd  , B+B'Q 

S = Z+7-f  d-7+78=°: 


chassant.  8 de  la  seconde  équation , on  en  déduira  une 
relation  entre  les  coefficiens  A,  B , Ar , B'. 


Lorsque  ces  coefficiens  seront  constans,  elle  sera 
satisfaite  immédiatement,  en  supposant  8 constant;  et 
ce  facteur  sera  déterminé  par  la  première  équation  , 
qui  ne  monte  qu’au  second  degré.  Si  on  désigne  par  8, 
et  8a,  les  valeurs  de  8,  qui  seront  aussi  celles  de 
B | 

î Par  ai  et  °»  » celles  de  A -f-  A'ù  ; enfin  , 
T I 7*9 

par  T,  et  7»,  celles  de  ^ , on  trouvera  (a57) 

ces  deux  équations  primitives  : 

Cale,  intégr. 
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u 4-  fl.*  = e-"'r  {f^T.dt  +y.) , 
u + 6S*  = e-"*'  (fea‘lT.At  + >), 

desquelles  on  tirera  les  expressions  générales  de  u et 
de  x , et  où  y,  et  y a sont  des  constantes  arbitraires. 

Les  équations  proposées  ne  paraissent  pas  d’abord 
aussi  générales  qu’elles  pourraient  l’être,  parce  que 
toutes  les  différentielles  n’entrent  pas  à-la-fois  dans 
chacune  ; mais  si  l’on  avait  les  équations  suivantes  : 

Màu  -f-  jYdx  -f-  (Pu  -f-  Qx  ) df  = iîdt , 
il/'du-f-  iV'dx-f-  (P'u-f-  Q'x)dt  = /^df, 

on  les  ramènerait  facilement  aux  premières,  en  éliminant 
alternativement  dx  et  du  : on  pourrait  aussi  y appliquer 
immédiatement  le  procédé  ; mais  le  calcul  est  plus 
simple  dans  la  première  forme  , laquelle  d’àilleurs  se 
rencontre  le  plus  fréquemment  dans  les  applications. 
J’observerai  enfin  qu’on  aurait  pu  se  procurer  une 
indéterminée  de  plus,  en  multipliant  la  première  des 
équations  proposées  par  un  facteur  aussi  bien  que  la 
seconde  ; mais  cela  est  inutile  pour  le  cas  où  les  coefii- 
ciens  du  premier  membre  sont  constans  , le  seul  dont 
il  soit  à propos  de  s’occuper  ici. 

2°.  Soient  les  équations 

du  -f-  {Au  -f-  Bx  -f-  Cy  ) dt  = Tàt, 
dx  -f-  {A^u  -f-  B'x  + Cy)  d t = "Tàt , 

’dy  -f-  (A"u+  B"x+  C'y)  dt.=  T"àt, 

dans  lesquelles  les  coefiiciens  du  premier  membre  dé- 
signent des  constantes  ; on  multipliera  la  deuxième 
par  fl,  la  troisième  par  6';  on  les  ajoutera  ensuite  avec 
la  première  •,  ce  qui  donnera  un  résultat , qu’on  mettra 
aisément  sous  la  forme 


s. 
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du  -f-  f dx  + b'dy  -f- 


{A+A'l+A"V){u- 


B + B'e+B"#  C+Cè-fCb’ 


jTrsx- f 


’B+ÇV  ) j» 

'&+A"Ÿy\dt 


uî-^-st' è'  jt- 

=:(T,+  7va+7’V)d<. 


Pour  qu’il  puisse  se  changer  en  une  équation  du  pre- 
mier degré  et  du  premier  ordre  à deux  variables,  il 
faudra  que 


b B -f-  B'è  -f-  B"V  f,  _ C -f  C'9  + CW 

* — A+A'H  + A”V’  —A  + A'6  + A"ir 


Ces  dernières  équations , qui  déterminent  8 et  V,  con- 
duisent par  l’élimination , à une  équation  finale  en  8 
ou  en  6',  où  l’inconnue , après  les  réductions  conve- 
nables , ne  monte  qu’au  troisième  degré. 

Considérant , en  particulier,  chacune  des  racines  de 
cette  dernière , on  obtiendra  trois  équations  primi- 
tives de  la  forme 


u + e,x+  W,y  = e-*>‘  (fea-‘Txdt  + y.) 

u + 9,x  + 6\y  ==  e a,t  (fea'lT%dt  + >a) 

u -Ms*  + ô'sy  = e-^‘ (feaitT3dt  + 7,)l 

287.  D’Alembert  applique  aux  équations  du  pre- 
mier degré  d’un  ordre  quelconque,  ce  procédé,  qu’on 
étend  sans  peine  à un  nombre  quelconque  d’équations 
du  premier  degré  et  du  premier  ordre  ; et  pour  cela 
il  ramène  les  premières  aux  secondes.  Ayant , par 
exemple , deux  équations  de  la  forme 

d2u  -f-  (A  du  -f-  B dx)  dt  -f-  (C  u -f-  D x)  dt4  ==  T d£a , 
dax-f-  {A' du  -J-  ü'dx)  df  — f-  (Cf  u -{-  D'x)  d£a  = 7v dta , . 

il  fait  d«=pd£,  dx  = çdt;  et  il  a parconséquent  entre 
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les  cinq  vafciables  p,  q , t ,u  e tx,  les  quatre  équation* 

du*premier  ordre 

àp  -f-  (A p -f-  B q + C u -f-  D x)  dt  = T dt , 
dq  4.  (A' p 4 .lTq  + Cu  + Ux)  df  = Tdt , 
du  — ■ pdt  r=  o , 
dx  — qdt  — o , 

qu’il  traite  alors  par  la  méthode  du  n°  précédent. 

Cet  artifice  d’analyse  s’applique  également  aux  équa- 
tions du  premier  degré  de  tous  les  ordres  , quel  que  soit 
leur  nombre. 

Méthodes  pour  résoudre  par  approximation 
les  équations  différentielles  du  premier 
et  du  second  ordre. 

288.  Après  avoir  épuisé  les  moyens  connus  pour  in- 
tégrer une  équation  différentielle,  il  faut  chercher  à la 
résoudre  par  approximation  , c’est-à-dire,  à en  tirer  la 
valeur  de  y en  x , au  moyen  d’une  série.  L’idée  qui  se 
présente  la  première  pour  cela , est  de  prendre  pour_y 
une  série  à coefficiens  indéterminés , ordonnée  suivant 
les  puissances  de  x ; mais  il  faut  le  plus  souvent  des 
artifices  particuliers  pour  déterminer  les  exposans  , 
lorsqu’ils  ne  suivent  pas  la  progression  des  nombres 
entiers.  Quand  la  forme  de  cette  série  est  connue , 
on  parvient  à trouver  ses  coeiliciens , en  la  substituant 
ainsi  que  sa  différentielle , au  lieu  de  y et  de  dv , 
dans  l’équation  proposée. 

Si  on  avait,  par  exemple,  l’équation 

dy  -f-  _ydx  mxndx , 

en  supposerait 
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y — Ax*  - 1-  />’x*+  ' -f-  Cra”*’J  -f-etc. 

4# 

mettant  cette  valeur,  ainsi  que  cell^de  dy,  qui  en  ré- 
sulte, dans  dj-f-ydx— mx"dx , en  observant  d’assembler 
les  ternies  de  manière  qu’on  puisse  former  un  nombre 
suffisant  d’équations  pour  déterminer  les  exposans  et  les 
coefficiens,  sans  tomber  dans  des  contradictions,  on  aurait 

1 ) Z?x‘-K*  + 2)  Cx«+ 1 + (*  -f  3)Dx*+3+etc.  i _0 

+ A. »*+  5xst+*  + Cx^+’+etc.i 

équation  qui  deviendrait  identique  en  faisant  iv=& — î , 


ou  <t=7i-j- 1 , et  A——,  B= 

* Ct 

* 


;,C=- 


D 


a(*-r  O’-' 
m 


“(“+■)  (tt+3)  C*+3) 

et  on  trouverait 


, etc. 


x"+» 

("41)(«+a) 


x**3 

(»+OC«+a)  (»- f-3) 


Cette  valeurde  y est  incomplète,  puisqu’elle  ne  fen- 
ferme  point  de  constante  arbitraire,  et  il  en  sera  de  même 
pour  tous  les  cas  où  la  constante  ne  peut  etre  isolée  de 
la  variable  x,  dans  le  développement  de  l'intégrale; 
voici  comment  on  pourrait  e»  obtenir  une  qui  eût 
toute  la  généralité  que  comporte  une  intégrale  : / 


289 . Soit  f(.r,  y,  c)=o  l’intégrale  d’une  équation  diffé- 
rentielle quelconque  ; pour  en  déterminer  la  constante  c, 
il  faudrait  connaître  la  valeur  dé  y qui  répond  à une 
certaine  valeur  de  x\  savoir,  par  exemple  , que^y— ù, 
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quand  x=a:  au  moyen  de  cette  condition  on. au- 
rait f(«,  b , c)=o,d’où  on  tirerait  la  valeurdecen  aet  b. 
Il  est  évident  qu’on  remplira  le  mélhe  but  en  préparant 
l’expression  de_y  Réduite  de  l’équation  différentielle,  de 
manière  qu’en  y faisant  x = a , il  en  résulte_yr=i  ",  or  , 
c’est  ce  qui  peut  s’effectueren  posant  x=a-f-t , y—b+u, 
et  prenant  pour  représenter  u , une  série  dont  tous  les 
termes  s’évanouissent  quand  t = o. 

L’équation  dy -f  y»d.r  r=  mx'dx  devient  par  cette 
transformation  du  -f-  (i  4 u)  dt  — m (a40">  et  faisant 


u ==At*  4 Bl*+X  -f  Ct*+3  + etc. 
on  trAvera 

^‘“'rf^+OB^+C^+aJCr+'+etc. 
4 b + Al*  4 Bt*+’+etcJ 

n n(n — il  I 

— ma"' — m-  a—'t—m  — 'a»-V34etc. 

t i .a  . 


il  faudra  supposer  dans  cette  équation  a — i = o,  ou 
a = î , et  il  viendra  4 


A — ma" — b,  B : 


' — ma * 4 b 


mn(n  — i)on— 3 — mna”~'  4 mn"  — b 


etc. 

I 


sqo.  La  série  de  Taylor  s’applique  immédiatement  à 
la  même  recherche.  .En  regardant  b comme  une  fonc- 
tion de  « , cette  quantité  deviendra 


dit  d*i  t’ 

da  i da3  î . z 


d 3b  t3 

da3i.a.3+  etC 


lorsque  a se  changera  en  a 4*  5 et  on  aura  parcoa- 
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scquent 


4^3 


dé  t d *b  t*  tfb  t3 


+ etc. 


daa  1.2  ' da3  i.a.3 


Mais  puisque  a et  b sont  deux  valeurs  correspondantes 
de  x et  de  y , il  doit  y avoir  entr'elles  et  le  coeffi- 
cient , la  même  relation  qu’entre  x,  y et  ^ : on 

trouvera  donc  la  valeur  de  ^ . en  mettant  a et  b à la 
' da 

place  de  x et  de_y , dans  l’équation  proposée  •,  et  les  dif- 
férentielles successives  de  ce  résultat  donneront  les  va— 

. j daé  à'b  • . . . . 

leurs  de  etc.  par  un  calcul  absolument  sem- 

blable à celui  du  n°  fyx. 

Cette  série  sera  en  général  convergente,  lorsque  t sera 
très-petit  ; et  pour  s’élever  à des  valeurs  de  x plus  con- 
sidérables que  a+l , il  faudra  faire  a-f-t=a, , b-f-u  ~ b, , 
substituer  ces  quantités  dans  l’équation  différent]' elle 

dé, 
da,  * 


proposée , afin  d’en  conclure  les  coeiïiciens 

etc.  au  moyen  desquels  on  formera  une  nou- 
velle valeur  de^,  correspondante  à a,  -f- 1 et  dépri- 
mée par  une  série  semblable  à la  précédente.  On  fera 
usage  de  cette  dernière , tant  qu’elle  sera  convergente  , 
et  on  en  formera  ensuite  une  autre , comme  il  vient 
d’être  dit. 

* 

Ce  procédé  cesse  d’être  applicable  quand  quel- 
qu’un des  coefficiens  différentiels  devient  infini  ; mais 
cela  n’arrive  que  parceque  la  fonction  y est  réellement 
Infinie  quand  x=a,  ou  parcequ’alors  la  série  qui  ex- 
prime cette  fonction  doit  renfermer  des  puissances  frac- 
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tionnaires  de  Le  premier  cas  aurait  lieu , par 

» / cî.c  i».  , > 

exemple,  pour  l’équation  d^=^— - , dont  l’intégrale 


est  y — cl  (c — a)  ; il  faut  alors  prendre  la  première 
valeur  de  x,  differente  de  a.  Dans  le  second  cas,  il 
faut  déterminer  les  exposans  de  la  sérié  qui  doit  repré- 
senter y , et  lorsqu’on  les  connaît , on  peut  encore  se 
servir  de  la  série  de  Taylor.  Si,  par  exemple,  la  série 


m m 

procédait  suivantles  puissances  de  x",  on  ferait  x"=z  ; 
on  transformerait  en  conséquence  l’équation  différen- 
tielle proposée,  et  on  développerait  après  , suivant  les 
puissances  de  z;  au  reste,  on  adti  remarquer  que  le 
premier  moyen  ( 289  ) est  exempt  de  cet  incon- 
vénient. 

’aqi.  Ce  sont  encore  les  mêmes  procédés  qu’on  applique 
aux  équations  du  second  ordre  et  des  ordres  supé- 
rieurs. Le  plus  général  est.  celui  dans  lequel  on  prend 
pour  y'  une  série  dont  les  exposans  sont  indéterminés 
aussi  bien  que  les  coefficiens;  l’exemple  suivant  don- 
nera une  idée  de  la  manière  dont  on  obtient  la  valeur 
des  uns  et  des  autres. 


Slpit  l’équation' 

V 

d*_y  -f-  rz.r’y'fl  r*  — o ; 

si  on  suppose 


y — A z*  -f-  -f-  etc. 

et  que  la  suite  des  exposans  soit  croissante,  ou  que 
«f  soit  positif,  on  pourra,  en  supposant  x très-petit, 
concevoir  que  y se  rédnise'à  son  premier  terme , par- 
ce que  les  su i vans  sont  trop  petits  pour  être  compa- 
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râbles  à re  premier.  Dans  cette  byp’othùse  , on  pourra 
se  borner  à prendre  r 

yz=.Ax* , d,J'r=*(et — 1)  A X*  .^dx4, 

et  l’équation  proposée  deviendra 

<t  («t — i )Ax  -f-  aAx  — o. 

Il  ne  sera  pas  possible  de  déterminer  a pour  que 
les  deux  exposans  «—a  et  ot-f-n  deviennent  égaux  , 
excepté  dans  le  cas  particulier  où  n ~ — 2;  mais  l’ex- 
posant de  x étant  plus  considérable  dans  le  second 
terme  que  dans  le  premier,  on  peut  négliger  l’un  de 
ces  termes  vis-à-vis  de  l’autre,  et  l’équation  se  trou- 
vera vériliée , par  approximation,  de  deux  manières, 
savoir,  en  prenant  k=o,  et  a.=  i , parceque  l’urie  et 

l’autre  hypothèse  fait  évanouir  le  terme  «(at — 1 ) Ax*~*, 
qui  est  le  plus  grand  do  l’équation  : A reste  donc  in- 
déterminé , et  l’on  a deux  séries , l’une  commençant 
par  A , l’autre  par  Ax, 

En  prenant  successivement 

y = A -f-  Bx*  - f-  Cx*f  -f-  etc. 

’?  * 

y = Ax  -f-  Bx -f-  Cx etc.  / 

et  substituant  ces  valeurs,  ainsique  les  valeurs  corres- 
pondantes de  d^,  on  reconnaîtra,  en  ordonnant  les 
ternies,  que  41  doit  être  égal  à n;  et  déterminant  dans 
chaque  cas  les  coqJEciens  A , B,  C,  etc.  on  parviendra 
à ces  deux  séries  : 
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4aS 


aAxn+1’ <?AjAn^ 

(«rO  (n+2)  C«+OC'*+a)  (a«+3)Can+4) 

a3Ax3n+6 

C«+0(n+a)(an4-3)(an+4)C3n+.i5)(3«+b’)  +etC‘ 

aAxn+3 a*Ax*n+5 

X («+a)  («+3) + (n-f-a)  (n+3)  (271+4)  (sn-fo) 


alAx?n+7  

(»  + 2)(n-f  3)  (an+ 4)  (2/1+  5)  (3/1+6)  (3/i+7  ) 


+etc. 


Les  développcmens  rapportés  plus  haut  ne  sont  que 
particuliers,  puisqu’ils  ne  contiennent  que  la  constante 
arbitraire’^-,  mais  en  écrivant  dans  le  dernier  A,  à la 
place  de  A , et  prenant  ensuite  leur  somme , on  aura , 
à cause  de  la  forme  particulière  de  l’exemple  proposé , 
(379)  une  expression  générale  de  y. 

Tout  ce  qui  a été  dit  dans  le  n"  ago,  sur  les  équa- 
tions du  premier  ordre , peut  s’appliquer  à celles  du 
second  , avec  cette  seule  différence  que  le  second  terme 
des  séries  rapportées  dans  cet  article  doit  être  regardé 
comme  arbitraire,  puisque  l’équation  proposée  ne  donne 

que  le  coefficient  4-^  et  ceux  qui  le  suivent.  Pour  dé- 
da* 

terminer  entièrement  l’expression  de  y , il  faut  donc 
connaître  ce  que  deviennent  cette  fonction  et  son  pre- 
mier coefficient  différentiel , lorsque  a;  reçoit  une  va- 
leur particulière  a,  ou  bien  encore  avoir  deux  valeurs 
particulières  de  y , correspondantes  à deux  valeurs 
données  de  x\  mais  ce  dernier  procédé  n’est  appli- 
cable en  général  qu’à  l’intégrale  seconde  , exprimée 
par  un  nombre  fini  de  termes. 

393.  Les  procédés  approximatifs  fournis  par  la  série 
deTaj'lor , et  qui  s’étendent  à tousses  ordres  , font  voir 
que  les  équations  difFérentiêlles  à deux  variables  sont* 
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toujours  possibles  , c est— a-dire  qu*on  peut  toujours 
assigner  des  valeurs  soit  rigoureuses  , Soit  approchées  , 
de  la  fonction  qu’elles  déterminent  : la  même  chose 
se  prouve  aussi  par  des  considérations  géométriques. 
En  elTet , quand  il  s agit  d une  équation  du  premier 

ordre , on  en  tire  la  valeur  du  coefficient  ÿ—  qui  exprime 

la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  fait  avec  la 
ligne  des  abscisses , la  tangente  dq  la  courbe  relative 
à cette  équation  ; prenant  donc  le  point  M,fig.  5o,  cor- 
respondant aux  coordonnées  AP— ci,  PM— b,  on  mè- 
nera la  ligne  MT,  faisant  avec  MQ,  parallèle  à AB , 

l’angle  M'MQ , égal  à celui  dont  la  tangente  est  — ; 

da 

cette  droite  touchera  la  courbe  cherchée , au  point  M. 
En  regardant  la  courbe  et  sa  tangente,  comme  confon- 
dues ensemble,  dans  les  environs  du  point  de  contact , la 
droite  TM  déterminera  , pour  un  point  P' , infiniment 
proche  de  P,  1 ordonnée  P'M'  avec  laquelle  on  calcule- 
ra, par  l’équation  différentielle  proposée  , la  tangente  de 
l’angle  M" M' Q formé  au  point  M', par  la  tangente  T'M * 
consecutiveà  TM.  La  continuation  de  ce  procédé  donne- 
ra un  polygone  qui , a mesure  qu’on  en  multipliera  les 
cotes,  différera  d autant  moins  de  la  courbe  à laquelle 
appartient  1 équation  proposée.  Il  résulte  aussi  de  cette 
construction  , qu  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  représente  une  infinité  de  courbes  , puisqu’on  peut 
prendre  le  premier  point  M où  on  voudra. 

Dans  les  équations  du  second  ordre , qui  ne  donnent 

que  le  coefficient  , on  substitue  les  paraboles  os- 

culatrices  aux  tangentes.  Ayant  pris  arbitrairehient  un 
premier  point  dont  I abscisse  etl’ordonnée  soient  ,i'=r  a, 
y = b,  on  formera  l'équation 


ne.  5o. 
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r 

Des  solutions  particulières  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre. 

ng3.  Dans  le  n°  370  il  s’est  présenté  pour  une  équa- 
tion différentielle , une  solution  particulière  qui  ne  dé- 
rivait pas  de  l’intégrale  complète , et  l’on  n’est  parvenu 
dans  le  n°  388 , qu’à  une  valeur  de  y sans  constante 
arbitraire  ; ces  deux  circonstances  font  naître  les  ques- 
tions suivantes  : d’où  viennent  les  solutions  particu- 
lières? et  comment  distinguer  si  une  équation  primitive 
qui  satisfait  à une  équation  différentielle  proposée  , 
dérive  ou  non  de  son  intégrale  ? c’est  ce  dont  je  vais 
m’occuper.  # •- 

La  relation  qui  existe  entre  une  équation  diffé- 
rentielle et  son  intégrale  est  telle  que  cette  der- 
nière équivaut  à un  nombre  infini  d’équations  primi- 
tives , qu’on  obtiendrait  en  donnant  successivement 
à la  constante  arbitraire  toutes  les  valeurs  possibles, 
et  dont  chacune  satisferait  à l’équation  différentielle 
( 43  ).  On  désigne  ces  diverses  équations  primitives 
sous  le  nom  d’intégrales  particulières , puisque  ce 
sont  des  cas  particuliers  de  l’intégrale  complète.  Les 
solutions  particulières , dont  le  nombre  est  toujours 
limité  , sont  des  équations  primitives  essentiellement 
différentes  des  intégrales  particulières.  Ces  solutions 
sont  de  deux  sortes  ; les  unes  ne  sont  autre  chose  que 
des  facteurs  de  l’équation  différentielle  proposée , dans 
lesquels  dx  et  dy  n’entrent  point , qui  parconséquent 
étant  égalés  à zéro  donnent  des  équations  primitives, 
et  établissent  entre  x et  y des  relations  qui  rendent  la 
proposée  identique.  En  cherchant  les  diviseurs  com- 
muns des  fonctions  M et  N , on  trouvera  les  solutions 
de  cette  espèce , dont  est  susceptible  l’équation 

Mdx  -f-  iYdy  = 0.  ' 


\ 
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La  seconde  espèce  de  solutions  particulières  dont 
l’équation  ^dr  — xd_y  — n\S dx1  -f-  d_y“  (270) a fourni 
un  exemple,  est  liée  intimement  à l’équation  différen- 
tielle dont  elle  dérive  , quoiqu’elle  ne  puisse  rentrer 
dans  aucun  des  cas  de  l’intégrale  complète  , quelque 
valeur  que  l’on  donne  à la  constante  arbitraire , ainsi 
qu’il  est  facile  de  le  voir , en  comparant  les  équation» 
y =z  ex  -f-  n y/ 1 -f-  c2  et  x1  -J- y*  = n*. 

Voici  la  théorie  que  Lagrange,  en  1774,  donna  de 
ces  dernières  solutions  , regardées  avant  lui  comme 
formant  un  paradoxe  dans  le  Calcul  intégral  (*). 

ag4-  Les  solutions  particulières  , sans  être  comprises 
explicitement  dans  l’intégrale  complète,  peuvent  néan- 
moins s’en  déduire  , en  cessant  de  regarder  la  cons- 
tante arbitraire  comme  invariable.  En  effet , soit  U=  o , 
une  équation  primitive  renfermant  les  variables  x,  y , 
et  une  constante  c ; l'équation  différentielle  correspon- 
dante , que  je  désignerai  par  V = o , sera  le  résultat 
de  l’élimination  de  cette  constante  , entre  les  équa- 

: mais  si  on 

• 

suppose  que  c soit  une  fonction  quelconque  de  x,  on 
donnera  à l’équation  f/  = o une  extension  telle  qu’elle 

pourra  représenter  une  équation  quelconque  à deux 

/ 


TT  dC/  , , d V , , 

taons  C/=o,-^dx+-^rdj/  = o(43) 


(*)  Il  les  appela  intégrales  particulières  t et  donna  le  nom 
de  solutions  particulières  aux  différons  cas  de  l'intégrale  complète. 
Laplace,  qui  s’est  occupé  avec  succès  du  même  sujet  avant  La- 
grange, emploie  ces  .dénominations  dans  un  sens  inverse,  et  je 
l’ai  suivi.  Il  m’a  semblé  que  les  équations  primitives,  qui  résolvent 
les  équations  différentielles  sans  être  comprises  dans  leur  intégrale 
complète,  ne  s'obtenant  point  par  les  procédés  de  l’intégration,  tic 
devaient  pas  porter  un  nom  qui  rappelle  ces  procédés. 
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variables  , et  parconséquent  aussi  toutes  les  solution* 
particulières  de  l’équation  V—O.  Cela  posé,  eiwnettant 

• àU  , , 

1 équation  dx  -f- 

dy  — pdx  , on  observera  que  puisque  l’équation  V — o 
résulte  de  l’élimination  de  c entre  U ~o  et  dy  = pdx , 
elle  doit  demeurer  la  même  quelque  valeur  qu’on  donna 
à c,  et  qu’on  pourrait  parconséquent  supposer  c va- 
riable , pourvu  que  la  loi  de  sa  variation  fut  telle  qu’on 
eût  toujours  dyf=pdx;or,  quoiqu’en  regardant  c 
comme  variable  aussi  bien  que  é , il  vienne  en  général 
dy  = pdx  -f-  qdc , p et,  0 étant  des  fonctions  de  x et 
dec,  on  aura  néanmoins  dy=pdx  seulement,  si  q =o  : 
déterminant  donc  c par  cette  dernière  équation  , et 
substituant  dans  U = o la  valeur  qu’on  trouvera  , le 
résultat  satisfera  encore  à l'équation  différentielle  ÿ'—o. 


ày 


dy  = o , sous  la  forme 


Dans  ce  qui  précède , y a été  regardé  comme  une 
fonction  de  x et  de  c:  en  considérant  à son  tourx 
comme  une  fonction  de  y et  de  c , on  mettra  l’équa- 

■ dU  , 
tion  — : — dx  -f- 
dx 


t U 
¥ 


* 

dy  — o,  sous  la  forme  dx  = mdy  ; 


et  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  trouvera  que,  si  la 
valeur  de  dx,  prise  en  faisant  varier  c,  est  dx=mdy-f-  ndc, 
l’équation  résultante  de  l’élimination  de  c,  entre  n =o 
et  U—  o,  satisfera  aussi  à l’equation  différentielle 


Les  équations  primitives  que  donnent  l’un  et  l’autre 
des  procédés  que  je  viens  d’exposer,  sont  nécessaire- 
ment, ou  des  solutions  particulières  de  l’équation  V~Q> 
si  elle  est  susceptible  d’en  avoir,  ou  des  cas  particulier» 
Ale  son  intégrale  complète. 


On  peut  comprendre  ces  deux  procédés  dans  un 
«seul,  erf  faisant  évanouir  les  dénominateurs  dans  l’é-> 


43a  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

d<  = o , différentielle 

de  ’ 

de  U=o  , prise  par  rapport  à x , à y . et  à c.  Elle 
aura  alors  la  forme 

Mdx  -f-  2Yd_y  -J-  Mc  = o ; 

on  en  tirera 

MP  N P 

ày  = -Wàx--.dc,  àx——  — ày—~idç, 

et  si  les  fonctions  entières  M , N sont  algébriques,  o.u  » 
quoique  transcendantes , ne  peuvent  pas  devenir  infinies 
par  quelque  valeur  de  c,  le  coefficient  de  de  ne  dispa- 
raîtra que  par  la  supposition  dejP  = o,  qui  donnera 
ainsi  toutes"  les  solutions  particulières  de  f/'x=o. 

Lorsque  l’équation  P-=o  ne  renferme  que  c et  des 
constantes,  elle  donne  c constant  et  ne  conduit  par- 
conséquent  qu  a une  intégrale  particulière.  Quand  c 
ne  se  trouve  c^u’au  premier  degré  dâns  JJ , il  n’entre 
point  dans  P,  qui  ne  contient  alors  que  les  variablesx  ety  : 
mais  dans  ce  cas,  l’équation  P = o’ satisfait  elle-même 
à car  U = o étant  de  la  forme  Q -}-  cP  = o , 

y =o  devient  PdQ — QdP  — o.  Pour  s’assurer  alors 
si  P — o est  une  solution  particulière,  ou  seulement  une 
intégrale  particulière,  on  éliminera  une  des  variables  x 
ouy  , entre  U — o et  P — o ; la  résultante  donnera  c 
variable  dans  le  premier  cas,  et  c constant  dans  le  se- 
cond. Si  on  trouvait  c = J , il  en  faudrait  conclure  que 
l’équation  P = o , est  un  facteur  de  U = o , indépen- 
dant de  la  constante  c , et  parconséquent  étranger  à 
l’équation  différentielle  V—  o. 

295.  J’appliquerai  maintenant  cette  théorie  à l’équa- 
tion ydx — xdy  n \/ dx‘  -f-  dÿ“ , ayant  pour  intégrale' 

complète 


quation -g-  dx  + -g-dy  + 
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complète  y — ex =n\/  ( 270 ) ; en  faisant  va- 

rier c en  même  temps  que  x et^,  et  réduisant  tous 
les  termes  au  même  dénominateur,  on  aura 

cdx  v/7+F-dy  1/7+7+  (X  V/7+P+  ne)  de  =o  ; 
égalant  à zéro  le  coefficient  de  de,  il  vient 

nc  = o, 

d ou  on  tire  c = — Ce«e  valeur  change  l'équa- 

tion jy  — ex  = n \/ 1 + c“  en  x*  -£y*  = n*  et  donne  la 
solution  particulière  obÜnue  dans  le  n°  cité. 

Toutes  les  équations  de  la  forme^  = px+P  (270) 
dans  laquelle  se  trouve  comprise  la  précédente  , ont 
aussi  une  solution  particulière  analogue.  Leur  inté- 
grale complète , représentée  par  y = ex  -f  C,  C étant 
composé  en  c,  comme  P l’est  en  p , donne 

cdx  ~dy  + (x  + de  = o ; 

» . , dC 

et  posant  x -f  -g-  = o,  on  en  tire  la  valeur  de  c,  d’où 

dépend  la  solution  particulière.  Cette  solution  particu- 
lière s’est  montrée  lorsqu’on  a intégré  l’équation 
y =px-\-P-}  car  en  la  différentiant  on  est  parvenu 
à une  équation  composée  des  deux  facteurs 

, dP 

d^=n®»  et  dp=o, 

et  le  résultat  de  l’élimination  de  p entre 
Cale,  intégr. 


Es 


m 
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àP 

y=  px  -f  P etx  + -^=  o , 

ferait  le  même  que  celui  de  l’élimination  de  e , entre 

, dC 

y = ex  -f-  C , et  x -j-  ~ o. 

Les  équations^  = px  -f -P  ont  étéremarquées  d’abord 
par  Clairaut , tant  à cause  de  la  propriété  qu’elles  ont 
de  s’intégrer  facilement,  après  une  nouvelle  différen- 
tiation , que  par  rapport  à la  solution  particulière  que 
cette  différentiation  manifeste  sur-le-champ. 

Soit  encore  l’équation 

xdx  + jdy  — dy\/ x*  -f -y*  — a“ , 

dont  l'intégrale  est 

y/ x'-+y2 — a*=y  + c,  ou  x*  — scy  — c*  — al~o , 
en  faisant  disparaître  le  radical.  On  trouve 
xdx  — edj  — (j -f- c)  dc=  o , 
d’où  il  résulte 

_y  + c = o, 

et  parconséquent 

\/ x“  — à*  = o ; 

la  solution  particulière  est  donc  dans  cet  exemple 
x*-fy% — a*  = o. 

296.  Une  propriété  des  solutions  particulières  qui 
se  présente  facilement  sur  ce  dernier  exemple , et  qui 
est  générale  , c’est  que  i’ équation  différentielle  peut 

* 
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être  préparée  de  sorte  que  la  solution  particulière  en 
devienne  un  facteur.  En  effet,  si  on  pose 

\/ x*  +_y“  — a“  = u , 

on  aura 

xdx  -f-  ydj»  = udu , 
et  l’équation  proposée  deviendra 

udu  — uày  = o. 

Si  on  prenait  u = x*  *+■  y"  — aa , le  radical  testerait 
en  évidence  dans  la  transformée , qui  deviendrait 

du  — 2dy  l/u  = o ; 

en  la  différentiant  on  arriverait  à 

d*u  — ad°_y  \/  u — r=  o 

y u 

et  faisant  disparaître  le  diviseur , il  en  résulterait 

d’u  u — ad^yu  — d_ydu  = o , 

équation  qui  serait  encore  vérifiée  par  la  supposition 
de  u — ■ o.  Ces  transformations  pouvant  être  continuée* 
autant  qu’on  veut , il  s’ensuit  qu’il  y a des  manières  de 
préparer  toutes  les  différentielles  de  la  proposée,  pour 
que  la  solution  particulière  y satisfasse  aussi , ce  qui 
n’aurait  pas  lieu  sans  cela  ; car  si , quand  on  fait  varier 

la  constante  c et  qu’on  pose  —■  ~ o , on  a , pour  la 

solution  comme  pour  l’intégrale  complète,  dy=pdr, 
la  yaleur  de  d^y , devient  par  la  solution  particulière , 

Ee  a 
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àp 

dx 


dx+^t, 

dcdx 


tandis  qu’elle 


est  seulement 


dx 


plète  ; ce  n’est  pas  non  plus  au  meme  facteur  que  ces 
deux  valeurs  satisfont  en  general  : on  voit  meme  que 
l’équation 

d’n  \/  u — ud"yu  — dyd  u = o, 


serait  vérifiée  par  la  solution  particulière , indépen- 
damment des  différentielles  du  second  ordre. 


I.e  développement  et  les  démonstrations  des  circons- 
tances que  je  viens  d’indiquer  nie  mèneraient  trop  loin  ; 
on  les  trouvera  dans  un  Mémoire  où  M.  Poisson  a 
éclairci  avec  succès  plusieurs  difficultés  qui  restaient 
encore  sur  la  théorie  des  solutions  particulières  des  di- 
vers genres  d’équations  différentielles.  ( Voy.  le  Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique,  iZimi  cahier ). 

297.  Pour  reconnaître  par  ce  qui  précède  si  une  équa- 
tion primitive  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbi- 
traire , et  qui  satisfait  à une  équation  différentielle 
donnée,  en  est  une  intégrale  particulière,  ou  seule- 
ment une  solution  particulière,  il  faut  en  avoir  l’inté- 
grale complète  ; cette  circonstance  qui  n’a  pas  toujours 
lieu,  conduit  naturellement  à la  question  suivante  : 

Etant  donnée  une  valeur  y = X , qui  satisfait  à une 
équation  différentielle  , déterminer  si  elle  est  ou  non 
comprise  dans  l’intégrale  complète,  et  en  déduire,  s'il 
est  possible , celle-ci. 

En  supposant  qu’on  tire  de  cette  dernière  y V, 
la  fonction  V sera  nécessairement  composée  avec  la 
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variable  x et  la  constante  arbitraire  C,  de  manière  à 

se  changer  en  À",  par  une  détermination  convenable  de  C. 
Si  on  désigne  par  C cette  valeur  de  C,  et  qu’on  observe 
que  la  supposition  de  C=C  donne  V-=X  , ou  que  la 
différence  V — X s’évanouit  quand  C — C = o,  on  en 
conclura  que  , du  moins  par  son  développement , l’ex- 
pression de  V—  X doit  pouvoir  être  mise  sous  la  forme 

V—  X=V  (C — C f+  V"  ( C—  C )'  + etc. 

les  exposans  p,  r/etc.  étant  tous  positifs,  et  les  quan- 
tités V , V"  etc.  indépendantes  de  C — C . On  peut  pren- 
dre (C — C)  = h ; la  quantité  h demeurera  arbi- 
traire aussi  bien  que  la  quantité  C\  et  changeant  aussi 

- en  u,  il  viendra 
h 

V—  X — V'h  + V"t  + etc. , 

d’où 

V—  X + V'h  + etc. , 

expression  qu’on  pourra  regarder  comme  le  dévelop- 
pement de  la  valeur  complète  de  y. 

Cela  posé,  si  on  représente  par  dy=pdx,  l’équa- 
tion différentielle  proposée,  résolue  par  rapport  à dy  , 
cette  nouvelle  équation , à laquelle  satisfait  par  hypo- 
thèse l’équation  y X,  devra  èfre  vérifiée  indépen- 
damment de  //,  par  la  valeur  complète  de  y.  En  dé- 
signant jd’abord  celle-ci  par  A'  -J-  k , il  faudra  pour 
la  substituer  dans  dy —pdx , chercher  ce  que  devient  p , 
lorsqu’on  y change  y en  X -j-  k.  Soit 

P 4-  P'h"  -fr  P"kn  -f  etc. 

le  développement  de  cette  valeur  de  p , les  exposans 

Ee  5 
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77»,  7»,  etc.  que  je  suppose  rangés  dans  l’ordre  de  leur 
grandeur,  seront  nécessairement  positifs;  car  p ne  de- 
vient pas  infini  quand  k o,  puisque  l’équation  y — X, 
qui  ne  donne  pas  d y infini , rend  identique  l’equatiôn 
dy  = pàx , ensorte  que  dX  = Pdx. 

Lorsqu’on  fait  y — X -J-  k , on  a pour  résultat 
dX  -f-  dk  = ( P + P'km  + P«kn  -f-  etc.  ) dr , 
que  l’équation  dX  = Pdx  réduit  à 

« 

dk  = ( P’k"1  -J-  P"kn  -f-  etc.  ) dx  ; 
et  remettant  pour  k le  développement 

y h + V"}?  + etc. 

il  vient 

ÎP'hmdx{F'-{-F"hfi  '+etc.)m 
+ P"h"àx(F'+  VnhP-'+  etc.)" 

-j-etc. 

équation  d’après  laquelle  il  faut  déterminer  P'',  F" , etc. 
indépendamment  de  h.  En  ne  prenant  d’abord  que  le 
ternie  où  cette  quantité  a le  plus  petit  exposant,  on 
forme  l’équation 

hdV  — P'F'mhmdx, 

• qui  ne  peut  avoir  lieu,  quelle  que  soit  h,  que  quand 

77»  = î ; dans  ce  cas  h disparait  et  il  vient 

dF'—P'ydx,  F'  = efp’dx.  * 

Quand  m^>  i , on  ne  peut  plus  comparer  le  pre- 
mier terme  P'F'mhm dx  du  second  membre  au 
terme  hdF  du  premier  ; mais  on  fait  disparaître  ce- 
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lui-ci  en  posant  àV'~o , ce  qui  donne  F'~  comt. , 
ou  plus  simplement,  V—\\  puis  on  suppose  jx  — m, 
et  on  ad J'“—P‘Ax,  d’où  il  résulte  F“—fIyàx : 
et  sn  poursuivant  de  cette  manière  on  trouve  les  autres 
termes  de  la  série. 

Quand  m < 1 , il  n’est  plus  possible  de  satisfaire 
à 1 équation  {X)  en  aucune  manière , puisqu’on  ne 
saurait  comparer  le  terme  P'hm dx  ni  au  terme  h&V , 
ni  à aucun  de  ceux  qui  le  suivent , et  dont  les  ex- 
posans  surpassent  tous  l’unité;  l’équation  y — X,  ne 
pouvant  alors  admettre  une  constante  arbitraire  n’est 
pas  une  intégrale  particulière,  mais  une  solution  par- 
ticulière. » 


298  Ceci  fournit  un  procédé  pour  découvrir  immé- 
diatement les  solutions  particulières  des  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  , sans  connaître  leur  in- 
tégrale complète.  En  effet,  le  développement  de  p, 
quand  on  y change  y en  y -f-  k , serait  en  général , 
par  le  théorème  de  Taylor, 

% * 

et  lorsqu’il  prend  la  forme 


P -f-  P'k’1  -{-  etc. 


m étant  < 1 , le  coefficient  différentiel  devient  in- 
fini (55);  il  faut  donc  que  la  différentiation  par 
laquelle  on  passe  de  p à ce  coefficient  amène  un  divi- 
seur qui  s'évanouisse.  Il  résulte  de  là  ÿie  si  on  re- 

Ee  4 
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présente  ^ par  y , toute  solution  particulière  donnera 

L=o,  et  sera  parconséquent  un  facteur  de  L : et 
vice  versa  ; tout  facteur  de  L qui  ne  le  sera  pas  en 
même  temps  de  K,  et  qui  étant  égalé  à zéro,  véri- 
fiera la  différentielle  proposée,  en  sera  une  solution 
particulière. 


On  évite  la  résolution,  par  rapport  à dy,  de  l’équation 
différentielle  proposée , en  remarquant  que  si  Z = o 
désigne  cette  équation , Z étant  fonction  de  x , y , et 
v,  lorsqu’on  écrit  pdx  au  lieu  de  dy , on  a 


d’où 


d Z , . àZ  , . dZ. 

d7dx+  -dïày+-^dp=o‘ 


dp 


d Z 

dp  dy 

dy  ~dZ  * 

d P 


et  que  si  ona  préparé  l’équation-Zde  manière  qu’elle  ne 
contienne  ni  fractions  ni  radicaux,  il  suffira  pour  rendre 

d Z 
dp' 

On  n’ebtiendrait  ainsi  que  les  solutions  particulières 
dans  lesquelles  entre  y ainsi  que  x , niais  on  parvien- 
drait à celles  qui  ne  renferment  que  x,  et  qui  sont 
de  la  forme  x = const. , en  regardant  dans  la  propo- 
sée x comme  fonction  de  y. 

299.  Je  vais  chercher  par  cette  méthode , d’abord  les 
solutions  particulières  de  l’équation 

xdx  -f-ydy =dy  y x*  4-  y2 — «* 
du  n*  ag5.  Cette  équation  devient , après  l’évanouisse- 


^ infini , 

dy 


d’égaler  à zéro  un  facteur  de 


3KUt 
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ment  du  radical , 

x'dx4  -f-  axydxdy  -J-  (a1  — x4)  dy4  = o , 
ou 


x1  -j-  zxyp  -f-  (a1  — x* ) p*  — o , 
et  la  différentiation  donne 


44 1 


-^-  = 2 xy  + vp(a'—x'): 

la  solution  particulière  cherchée  doit  donc  être  telle, 
qu’à  l’aide  de  la  valeur  que  sa  différentielle  fournit 
pour  p , elle  vérifie  en  meme  temps  les  deux  équations 

x1  -t-axyp-\-  (a*  — x4  ) p4  = o, 
xy  -f-  (a4  — x4)  p = o. 

Il  suit  de  là  que,  sans  le  secours  de  sa  différentielle, 
elle  vérifiera  l’équation  résultante  de  l’élimination  de  p 
entre  les  deux  précédentes.  Cela  posé,  l’équation 


*y  + (as  — x4)p=o  * 

nfultipliée  par  p et  retranchée  de  la  proposée , con- 
duit à 

.T 

x4  -f-xyp=ro , d’où  p = — - -, 

et  substituant  cette  valeur,  de  p dans  la  première  , 
on  trouve  l’équation  # 


x*  -f- y*  — a*—  o , 

qu’on  sait  être  une  solution  particulière  de  la  proposée. 

L’équation  plus  générale  y ~ px  -f-  P , étant  traitée 

, , . ..  , . . àZ  . dP  , , 

de  la  meme  maniéré , conduit  a -3 — + -y—',  c est 

- * dp  1 dp 
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, àP  , 

X + -r-=0 

dp 

que  doivent  satisfaire  les  solutions  particulières;  et  elle» 
résulteront  de  l’élimination  de  p entre  celle-ci  et  l’é- 
quation différentielle  proposée. 

Enfin  pour  donner  un  exemple  des  solutions  parti- 
culières de  la  forme  y = const , je  prendrai  l’équation 

^.  = b(y-ar, 


de  laquelle  on  tire  immédiatement 

^ = mi  (y -«re- 
cette expression  ne  peut  devenir  infinie,  que  quand 
l’exposant  m — i est  négatif  , et  qu’on  a en  même 
temps  y — a , valeur  qui  ne  satisfait  à la  propo- 
sée que  lorsque  m est  positive  ; il  faut  donc  d'après 
cela  que  l’exposant  m soit  une  fraction  positive.  Dans 
ce  cas, y — a est  une  solution  particulière , tandis  que 
l’iutégrale  complète  ést 

( y-“)—-bx=const. 

i — m 

3oo.  En  général,  parmi  les  fonctions  algébriques,  il  n’y 
a que  les  radicaux  qui  acquièrent  un  dénominateur  par 
la  différentiation,  et  qui  puissent  parconséquent  donner 

- , lorsque  p a une  valeur  finie;  c’est  donc  dans 
dy  o 

les  radicaux  qu’il  faut  chercher  les  solutions  particu- 
lières , en  égalant  à1  zéro  les  fonctions  qu’ils  affectent , 
et  en  s’assurant  que  les  équations  résultantes  satisfont 
à la  proposée.  Par  ce  procédé , l’équation 


I 
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y’dx  +xdy  = dy  \/ x’-f-y* — dÀ 

donne  immédiatement  xa  -j-y — aa=o;  et  l’équation 

ylx  — xdy  = n \é dx“  -f-  dya , 

de  laquelle  on  tire 

dy  — xy  l/x“  -f-  y*  — na 
dx  /ia  — x‘~'  na  — x* 

conduit  à xa+y  — n2  = o , comme  on  l’a  déjà  trouvé 
de  plusieurs  manières. 

Résolution  de  quelques  problèmes  géomé- 
triques , dépendant  des  équations  diffé- 
rentielles. 


3oi.  La  mise  en  équation  des  problèmes  géométri- 
ques, dépendans  des  équations  différentielles  , ne  repo- 
sant que  sur  lçs  propriétés  des  tangentes , des  normales, 
des  rayons  de  courbure  , ne  présente  pas  plus  de  diffi- 
cultés que  les  autres  traductions  analytiques,  lorsqu’on 
connaît  les  expressions  des  lignes  qu’il  faut  considérer  ; 
aussi  n’en  donnerai-je  que  quelques  exemples. 


J’observerai  d’abord  que  l’intégration  des  équations 


différentielles  du  premier  ordre  s’appelle  aussi  Méthode 
inverse  des  tangentes,  parceque  toute  équation  différefc- 


. . dy 

tielle  de  cet  ordre  , donnant  l’expression  de  gi  en  x et  en 


y,  fait  connaître  la  relation  qui  existe  entre  les  coordon- 
nées et  la  soutangente,  ou  la  tangente,  ou  la  normale,  etc. 
dans  la  courbe  qu’elle  représente.  En  effet,  si  on  tire  de 


l’équation  proposée  ^ . ~P>  la  soutangente  aura  pour  ex- 


i 
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y y l/ 1 -4-  n " 

pression-,  ia  tangente- — —,  etc.  (65).  On  décou- 


vrit le  Calcul  différentiel  pour  mener  des  tangentes  aux 
courbes , c’est-à-dire , pour  résoudre  le  Problème  di- 
rect des  tangentes  on  s’occupa  ensuite  du  Calcul  inté- 
gral , pour  parvenir  aux  équations  primitives  des  courbes 
par  les  propriétés  de  leurs  tangentes  ; mais  les  progrès 
et  les  nombreuses  applications  de  ce  Calcul , ont  fait 
abandonner  la  dénomination  de  Méthode  inverse  des 
tangentes , qui  ne  convenait  qu’à  un  seul  de  ses  usages. 


Dans  les  premiers  temps  on  chercha  à déterminer  par 
les  aires  ou  même  par  les  arcs  de  quelques  courbes 
connues  , l’ordonnée  de  la  courbe  demandée  ; depuis 
on  a laissé  ces  constructions  de  côté , parceque , quel- 
qu’élégantes  qu’elles  fussent  dans  la  théorie,  elles  étaient 
toujours  moins  commodes  et  surtout  moins  exactes,  dans 
la  pratique,  que  les  formules  approximatives  qui  ont 
pris  leur  place. 

Une  équation  différentielle  ne  peut  se  construire  en 
général  que  lorsqu’on  en  a séparé  les  variables  , parce- 
qu’alors  l’expression  de  l’une  d’elles  ne  dépend  plu3 
que  de  la  quadrature  d’une  courbe  dont  l’équation  pri- 
mitive est  connue. 


3oa.  Je  prends  pour  exemple  la  construction  des 
courbes  dans  lesquelles  la  soutangente  est  égale  à une 
fonction  donnée  de  l’abscisse  x;  l’équation  différentielle 

de  cette  courbe  sera-^y  — X , X désignant  la  fonction 

donnée.  Les  variables  se  séparent  sur-le-champ  , dans 
cette  équation , qui  n’a  que  deux  termes  ; et  il  vient 

— = ^ Multipliant  alors  les  deux  membres  par  une 
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. , mdy  màx  ,,  . 

quantité  constante  m,  on  a— = — — -,  et  désignant 

par  Ly  le  logarithme  de  y , pris  dans  le  système  dont 
le  module  est  m,  l'intégration  donne 


En  construisant  d’abord  la  courbe  DN,  fig.  5 1 , telle  que 1 

l’ordonnée  correspondante  à l’abscisse  AP,  soit  PNz=i — t 

JL 

/m.*djc 

— — — . On  ré- 
duira cette  aire  à un  rectangle  FQ,  dont  l’un  des  côtés 

i..  . , . i /’m’dx 

soit  m , 1 autre  côte , A Ç) , exprimera  — / — — — ; de- 

TTl  J X 


crivant  ensuite  la  logarithmique  ER,  dont  les  ordonnées 
soient  perpendiculaires  à l'axe  AC , et  élevant  par  le 
point  Çla  perpendiculaire RQ,on  auraL7îÇ=i^Ç(ioi) 

ou  L.RQ=  ~ j'~Y~  '■  flÇ  sera  donc  égale  à l’or- 
donnée PM  de  la  courbe  cherchée  (*). 


Il  faut  bien  remarquer  que  cette  construction  n’exige 
pas  que  l’on  ait  l’expression  analytique  de  la  fonction -Y; 
on  pourrait  prendre  à sa  place  l’ordonnée  d’une  courbe 
quelconque  rapportée  à l’axe  AB , et  effectuer  sur  cette 
ordonnée  et  sur  la  ligne  arbitraire  m les  opérations  gra- 
phiques indiquées  par  les  formules  ci-dessus.  On  voit 
aussi  que  la  ligne  m n’a  été  introduite  que  pour  rendre 


(*)  Je  ne  me  sais  pas  arrête  à détailler  les  diffère  ns  moyens 
de  décrire  la  logarithmique,  qui  ne  sont  tous  qu’approximatifs  > 
parceqn’il*  est  plus  simple  de  la  construire  par  points,  an  moyeu 
des  tables  de  logarithmes.  On  pourrait  employer  aussi  les  espaces 
asymptotique»  de  i1  hyperbole  (aa5). 


ne.  Sa. 
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ces  formules  homogènes,  et  peut  etre  supposée  égale 

à l’unité. 

3o3.  Je  vais  encore  rapporter  la  solution  (l’un  pro- 
blème célèbre  dans  les  premiers  temps  où  l’on  s’est 
occupé  du  Calcul  intégral  , du  problème  des  trajec- 
toires. Il  a pour  objet  de  déterminer  la  courbe  qui 
coupe  toutes  celles  d'une  espece  donnée  , sous  un  angle 
donné.  On  entend  ici  par  courbes  d’une  espèce  donnée, 
les  diverses  courbes  particulières  qu’on  obtient  en 
assignant  successivement  à l’une  des  constantes  d’une 
équation  primitive  toutes  les  valeurs  possibles.  Si , par 
exemple , on  fait  varier  le  paramètre  d’une  parabole , 
il  en  résultera  une  suite  de  paraboles  rapportées  au  meme 
axe  , ayant  meme  sommet , et  dont  les  extrêmes  seront 
d’une  part  l’axe,  et  de  l’autre  la  ligne  qui  lui  est  per- 
pendiculaire et  qui  passe  par  le  sommet  : la  courbe  qui 
coupera  toutes  celles-ci  sous  un  angle  donné  en  sera  la 
trajectoire  (*). 

Soient  D t Nt,  DN , D'N' , etc .fig.  52  , les  courbe* 
coupées  et  MZ  la  courbe  coupante , ou  la  trajectoire 
cherchée  ; si  par  l’un  quelconque  M de  ses  points  on  lui 
mène  une  tangente  Mt , et  qu’on  tire  aussi  celle  de  la 
courbe  coupée  qui  passe  par  ce  point , l'angle  TMt , 
d’après  l'énoncé  (je  la  question,  doit  être  égal  à l’angle 
donné.  Je  désigné  par  je',  .y',  les  coordonnées  des  courbes 
coupées,  par  x,y,  celles  de  la  courbe  coupante  , et  para 
la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  constant  TMt, 
qui  est  égal  à la  différence  des  angles  MTP , MlP , 


(*)  On  donne  aussi  en  Mécanique  le  nom  d e trajectoire , à h 
combe  décrite  par  un  corps  sollicite  par  des  forces  quelconques  j 
mais  il  ne  saurait  être  question  de  celle  es[>èce  de  trajectoire  dans 
un  ouvrage  consacre  uniquement  à l’Analyse  et  à la  CàcoiucUie. 
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dont  les  tangentes  respectives  ont  pour  expression 

et^  (64);  la  relation 


tang  TMt  = tang  ( MtP  — MT  P ) , 


conduit  ensuite  à 


a = 


d.i.  de' 


1 + 


dy  dy 

dxdA 


( Trig.  26). 


Je  supposerai  ici  que  l’on  connaisse  l’équation  pri- 
mitive des  courbes  coupées  ; on  en  tirera  par  la  dif- 
férentiation dy  = pdx , et  l’équation  ci-dessus  de- 
viendra 

°0  +p5l)+P-Ë=0 ^ 


Il  faudra  écrire  partout  x et  y , au  lieu  de  xf  et  de  y' , 
parcequ’au  point  M la  courbe  coupée  et  la  .courbe  cou- 
pante ont  les  mêmes  coordonnées.  Cela  fait , si  on 
élimine  entre  l’éqnation  (A)  et  l’équation  primitive  des 
courbes  coupées , la  constante  dont  les  différentes  valeurs 
particularisent  chacune  de  ces  cçurbes,  on  aura  un  ré- 
sultat qui  embrassera  toutes  leurs  intersections  succes- 
sives avec  la  trajectoire  , et  en  sera  parconséquent  l’é- 
quation. 

Soit  pour  exemple  les  paraboles  ayant  même  axe 
et  meme  sommet,  et  dont  l’équation  est  y'n=ctx'm  ; il 

viendra  p = — — . On  pourra  chasser  immédiate- 

ment de  cette  expression , au  moyen  de  l’équation  pro- 
posée , le  paramètre  a.  qui  particularise  chaque  parabole 
d’un  meme  degré  -,  substituant  le  résultat  dans  l’equa- 
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tion  ( A}  , après  avoir  changé  x'  et  y'  en  x et  en_y , et 

divisant  ensuite  par  , on  trouvera 

a ( nxdx  -J-  rnydy)  -f-  mydx  — nxdy  r=  o. 

Cette  équation  étant  homogène , peut  se  traiter  par  le 
procédé  du  n°  a55.  Lorsqu’on  a m=n=i , elle  devient 
intégrable  en  la  divisant  par  x^-j-y* , puisque 


a ?+y*  T J 


et  que-^-^— — — d . arc  ftang  =-')  (262)  ; 

x "i  y*  ' y ‘ 

donc  al  \Zx* -j-y2  -f-arc  ^tang  ^ • 

. y3  /■  y \ 

ou  cl  — *-  — arc  ( tang  — J > 


on  a 


en  changant  la  constante  arbitraire.  Si  on  fait 


* V/*“+.yï  = “i  arc^tang=|^=t, 

on  retombera  sur  l’équation  des  spirales  logarithmiques 
qui  ont  la  propriété  de  couper  leur  rayon  vecteur  sous 
un  angle  constant  ( 1 14)  ">  et  en  effet,  dans  le  cas  actuel 
les  courbes  coupées  ne  sont  autre  chose  que  toutes  les 
lignes  droites  menées  par  l’origine  des  coordonnées , et 
dont  l’équation  csty'  = ax/. 

Si  on  voulait  que  l’angle  TMt  fût  droit , il  faudrait 
supposer  a infini , et  parconséquent  ne  tenir  compte  que 
•des  termes  qu’il  multiplie  ; 1 équation  ci-dessus  se  ré- 
duirait à nxdx-{-mydy=o,  dont  l’intégrale  nx^+my^c, 
montre  que  la  courbe  qui  coupe  à angles  droits 
toutes  les  paraboles  proposées  est  une  ellipse  décrite  sur 
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Je  même  axe  que  ces  courbes,  ayant  pour  centre  leur 
sommet  commun.  Les  trajectoires  , pour  lesquelles 
l’angle  TMt  est  droit,  s’appellent  trajectoires  orlho- 

d y 

gonales;  leur  équation  générale  est  i -f-p  ^ = o ; et 

s’obtient  en  faisant  a infini  dans  l’équation  (A) . 

3o4 ■ Le  problème  suivant  va  montrer  comment  les 
considérations  géométriques  conduisent  à la  théorie  des 
solutions  particulières,  que  j’ai  exposée  dan6  le  n°  aq4- 
Trouver  une  courbe  telle  que  toutes  les  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  donné , sur  les  tangentes  de  cetta 
courbe,  soient  égales.  Pour  parvenir  à l’équation  diffé- 
rentielle, il  faut  se  rappeler  qu’en  nommant  x et_y  les 
coordonnées  d’une  courbe,  etx/  ety'  celles  de  sa  tangente, 

dy 

l’équation  de  cette  droite  esty' — _y=g^  (a/  — x)  (67)  ; 

prenant  pour  origine  des' coordonnées  le  point  connu, 
duquel  doivent  être  abaissées  toutes  les  perpendiculaires, 

chacune  d’elles  aura  pour  équation  y = — x' 

( Trig.  86  ),  et  sa  longueur  sera  exprimée  par  \/ x^-f -y'*. 
En  mettant  pour  x'  et  poury/  les  coordonnées  du  point 
où  elle  rencontre  la  tangente  qui  lui  correspond , et 
dont  les  valeurs  s’obtiennent  par  les  deux  équations  ci- 
dessus  (Trig.  87)  , on  aura,  en  vertu  de  ces  équation* 
, (xdy— ydx)dy  , (xdy— jydx)dx 

dxa  + dya  , * cta^-f-dy*  > 9 


et 


V ^ y V/dx“  + dy* 


l’équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  sera  donc 
xdy  — ydx  — n j/  dx*  -f-  dya. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  le  cercle,  dont 


Cale,  intégr. 
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le  rayon  — n,  et  dont  le  centre  est  l’origine  des  coor- 
données , satisfait  à la  question.  Ce  cercle  ayant  pour 
équation  y*  -f-  x1  = n1  , est  précisément  la  solution 
trouvée  n°  270  ; mais  toute  ligne  droite , située , par 
rapport  à l’origine  des  coordonnées,  de  manière  que 
sa  plus  courte  distance  à ce  point , soit  égale  â n , 
résout  également  le  problème  proposé , et  comme  il  y 
a une  infinité  de  lignes  droites  qui  peuvent  remplir 
cette  condition,  c’est  dans  l’équation  qui  les  comprend 
toutes  que  réside  l’intégrale  complète  de  l’équation  dif- 
férentielle trouvée  ci-desssus , et  qui  est  en  effet 

y — cx  = n y' i -f-c*  (270). 

Une  circonstance  digne  de  remarque  et  qui  s’ap- 
perçoit  sur-le-champ , c’est  que  toutes  les  lignes  droites 
dont  on  vient  de  parler  seront  nécessairement  touchées 
par  le  cercle  qui  représente  la  solution  particulière  , 
puisqu’il  a pour  rayon  la  perpdhdiculaire  abaissée  sur 
chacune  d’elles. 

La  même  relation  a lieu  entre  les  diverses  courbes 
que  représente  l’intégrale  complète  d’une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre , et  celle  qui  résulte  d’uno 
solution  particulière  de  cette  équation  ; la  dernière 
touche  toutes  les  autres.  En  effet,  l’équation  différen- 
tielle ne  détermine  que  la  direction  de  la  tangente  , 
et  toute  courbe  qui , dans  un  point  quelconque , aura 
la  même  tangente  que  l’une  des  courbes  déduites  de 
l’intégrale  complète,  y satisfera  nécessairement  : or 
c’est  ce  qui  arrive  à la  courbe  qui  touche  toute» 
celles-ci. 

Il  suit  de  là  que  la  développée  d’une  courbe  n’est 
autre  chose  que  la  solution  particulière  de  l’équation 
différentielle  qui  représente  toutes  les  normales  de  la 
développée  Qf5),  et  qu’en  général  les  courbes  don- 


* 
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nées  par  les  solutions  particulières  résultent  des  inter- 
sections successives  des  courbes  qui  répondent  aux 
diverses  valeurs  que  peut  avoir  la  constante  arbitraire 
dans  l’intégrale  complète. 

La  liaison  établie  dans  le  n°  294 , entre  les  intégrales 
complètes  et  les  solutions  particulières , se  déduit  aussi 
des  considérations  géométriques  ; car  chaque  point  du 
cercle  de  l’exemple  précédent,  peut  être  regardé  comme 
l’intersection  de  deux  tangentes  consécutives  , c’est- 
à-dire  comme  l’intersection  de  deux  droites  fournies  par 
deux  valeurs  consécutives  données  à la  constante  c : 
l’abscisse  et  l’ordonnée  de  cette  intersection  dépendent 
des  valeurs  de  c,  qui  parconséquent  est  à son  tour  fonc- 
tion de  ces  quantités,  ou  dex  et  de_y.  Il  est  évident  que 
pour  former  l’équation  d’une  ligne  consécutive  à celle 
que  représente  l’équation 

. y — cx=n  y/i  +c“, 

il  faut  difFérentier  celle-ci  en  faisant  varier  c ; et 
comme  on  ne  cherche  que  l’intersection  de  ces  deux 
lignes,  point  où  leurs  coordonnées  sont  communes , il 
faut  regarder  x et  y comme  constans  : l’intersection 
cherchée  sera  donc  déterminée  par  les  deux  équations 

y — ex  = n y/ 1 -f-c* 
ne 

— — X TT""!  " y » 

V/l+C* 

si  on  assigne  à c une  valeur  particulière  ; mais  si  on 
élimine  c , le  résultat  ne  désignant  plus  aucune  inter- 
section en  particulier  , embrassera  tous  les  points 
résultans  des  rencontres  des  droites  fournies  par  toutes 
les  valeurs  de  c , et  combinées  deux  à deux  consécu- 
tivement, c’est-à-dire  le  cercle  qui  est  la  solution  par- 

F fa  , 
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ticulière , et  qui  se  déduit  encore  ici  de  la  variation 
attribuée  à la  constante  arbitraire  de  l’intégrale  com- 
plète. Les  mêmes  remarques  se  vérifient  sur  les  dévelop- 
pées, lorsque  l’on  considère  ces  courbes  comme  pro- 
duites par  les  intersections  des  normales  consécutive* 
de  la  développante. 


De  l’  intégration  des  fonctions  de  deux 
ou  d’un  plus  grand  nombre  de 'variables. 

Recherche  d’une  Jonction  de  plusieurs  variables , lorsque 
tous  ses  coefficiens  différentiels  d’un  même  ordre  sont 
donnés  explicitement  ou  implicitement. 

3o5.  Les  fonctions  qui  dépendent  de  deux  ou  d un 
plus  grand  nombre  de  variables  , différent  de  celle* 
d’une  seule , en  ce  qu’elles  ont  pour  chaque  ordre 
plusieurs  coefficiens  différentiels.  Si  z,  par  exemple, 
est  une  fonction  de  deux  variables , il  aura , pour  le 
premier  ordre  , deux  coefficiens  différentiels  , savoir  . 

Ël  — • l'un  pris  en  faisant  varier  x seul , et  l’autre  en 
dx  dy  « 

faisant  varier  y seul.  Dans  le  second  ordre  le  nombre 
de  coefficiens  différentiels  s’élève  à trois , et  s accroît 
ainsi  successivement  d’ordre  en  ordre  (12/Q.  Pour  re- 
monter des  coefficiens  différentiels  d’une  fonction  de 
deux  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  variables  , à cette 
fonction  , il  se  présente  plusieurs  cas  : 1°.  on  peut  avoir 
tousse* coefficiens  différentiels  d’un  même  ordre,  expri- 
més par  les  variables  indépendantes;  2°.  la  fonction 
elle-même  peut  entrer  avec  les  variables  indépen- 
dantes, dans  les  expressions  des  coefficiens  différen- 
tiels; 5*.  enfin  , on  peut  n’avoir  qu’une  relation  entre 
ces  coefficiens , la  fonction  dont  ils  dérivent  et  les  va- 
riables indépendantes.  Je  m’occuperai  d abord  des 
deux  premiers  cas  qüi  sont  les  plus  simples. 
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3o5.  Lorsque  les  coefficiens  différentiels  du  premier 
ordre  d’une  fonction  à deux  variables  sont  connus,  on 
en  déduit  sa  différentielle  première  , et  vice  versa  s 

.*>  Tc~p  ’ 51-  ~ ^ ’ on  aura  àz  ~ pàx  + Pour 

obtenir  z,  il  faudra  intégrer  la  différentielle pdx-f-qdy 
par  le  procédé  appliqué  , n°  26 1,  à la  différentielle 
J/dx  -f-  ATdy , ce  qui  ne  se  pourra , à moins  que  les 
fonctions  données  p et  q ne  satisfassent  à l’équation 

de  condition  ^ Quand  cette  circonstance 

n’aura  pas  lieu  , on  en  conclura  que  l’expression 
pdx-f-qdy  n’est  la  différentielle  d’aucune  fonction 
de  deux  variables,  et  ne  signifie  rien  du  tout,  tant 
qu’on  y regarde  en  même  temps  les  deux  variables 
a;  et  y comme  indépendantes. 


307.  Je  m’occuperai  encore  des  fonctions  de  trois 
variables. 

Soit  dz=ndu  4-pdx-t-qdj',  c’est-à-dire  que 


dz dz  dz 

du  n>  dx  P>  àÿ~(1, 

n,  p et  q , étant  des  fonctions  de  u , x , y.  Il  existe 
entre  ces  fonctions  des  relations  analogues  à celles 
qu’on  a fait  remarquer  plus  haut  pour  la  différentielle 
dz  = pdr  -f-  qày.  En  effet,  si  on  suppose  successive- 
ment dy , dx  et  du , nuis , c’est-à-dire , si  l’on  regarde 
alternativement^ , x et  u comme  constans , la  diffé- 
rentielle proposée  doit  présenter  trois  différentielle» 
complètes  entre  deux  variables , savoir  : 


dzzrndu-f-pdx,  dz ndu  -f-  qdy,  dz=pdx-j-çcïy, 
desquelles  il  résultera  nécessairement 


Ffï 
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d/i dp  dn d<7  dp d q 

dx  du  ’ dy  du  ' d^  dx’ 

L’intégration  s'effectue  ensuite  en  n’ayant  d'abord 
égard  qu’à  une  seule  des  variables , comme  si  les  deux 
autres  étaient  constantes.  Soit  fndu  — U V,V  dé- 
signant une  fonction  dans  laquelle  u n’entre  pas.  Si  n 
contient  en  même  temps  u,  x tty , on  aura  en  diffé- 
rentiant. 


, dU,  , d U ,dU,  ,dV,  dV  , 

*= -ær du + dj  ^+^7  dy + ** +17 ày * 


ou 

puisque  du  = ndu  ; et  pour  que  cette  valeur  de  da 

soit  identique  avec  la  proposée,  il  faudra  qu’on  ait 
séparément  les  équations 

dU  dV 
P ' dx  dx  * 

_dU  dV 

9 ~ ày  + dy  * 

desquelles  on  tirera 

dV_  d U 
dx  ^ dx  ‘ 

d dU 

~dy~9  'dy' 

d U dU  , . . 

or  -r-  et  sont  des  fonctions  connues  : on  aura 
üx  ciy 
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donc  V en  intégrant,  par  rapport  aux  deux  variables  x 
et  y,  la  différentielle 


(f- 3j)d*  + (*-^-)<S’. 


au  moyen  du  procédé  du  n°  261,  procédé  qui  suppose 
que  l'équation  de  condition 

dp  à'U  dq  d'U 
dy  dxdy  dx  dydx 


soit  satisfaite.  Cette  équation  se  réduira  à 


dp àq 

dy>  dx 


d 'U  à*  U 


= j-  , à cause  de  — 7-  = 


dxdy  dydx 


(123); 


de  plus,  il  convient  d’observer  que  V ne  devant  pas 


contenir  u , on  doit  avoir 

àV  _ 

àV 

dxdu  ° *r 

A J — 0 > 

aydu 

ce  qui  donne 

dp  d*î7  . 

à q à*  U 

du  dxdu  * 

du  dydu’ 

et  parconséquent 

dp  du  , 

dp du  , 

du  dx  * 

du  dy  * 

puisque 


dl/  , df/ 
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Les  équations 

dn d p d/i dq  dp dq 

dx  du*  dy  du’  dy  dx’ 

se  retrouvant  par  l’intégration,  expriment  donc  les 
seules  conditions  qui  doivent  etre  satisfaites  pour  que 
l’expression  dz  = ndu -J-pdx -|- pdy  soit  la  différen- 
tielle d’une  fonction  des  trois  variables  u , x et  y. 

Je  ne  poursuivrai  pas  plus  loin  ce  sujet  ; ce  qui 
précède  suffit  pour  montrer  comment  on  doit  opérer 
sur  une  différentielle  du  premier  ordre  , renfermant  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes;  et  il 
est  facile  d’en  déduire  le  procédé  qui  conviendrait  aux 
différentielles  des  ordres  supérieurs , dans  lesquelles 
on  doit  regarder  dau,  dax,  d3_y,  etc.  comme  de  nou- 
velles variables. 


encore  g- =p , ^ = q > pet  q contenant  en  meme 


3o8.  Je  passe  au  cas  où  la  fonction  cherchée  entre 
dans  l’expression  de  ses  coefficiens  différentiels , qui  , 
de  cette  manière,  sont  tous  donnés  implicitement. 
Je  suppose,  premièrement,  que  la  fonction  cherchée 
z ne  dépende  qüe  des  deux  variables  x et  y ; on  aura 
dz  dz 

dÿ  

temps  x , y et  z : et  de  là  on  déduira  l’équation  dif- 
férentielle dz  = pdx  -f-  qày  , à laquelle  on  rappor- 
tera l'équation  quelconque 

Pdx  -+■  Qdy  -f-  /îdz  = o, 

,.  P A Q 

en  taisant  — —P> ~R~ 


Pour  que  p et  q soient  les  coefficiens  différentiels 
d'une  fonction  de  deux  variables,  il  faut  toujours  que 
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<Kp)  _ j’ai  employé  ici  la  notation  du  n°  126, 

ày  Ax  r J 

pour  marquer  qu’il  faut  faire  varier  dans  p et  dans  q, 
en  même  temps  que  x et  y , la  fonction  z qui  con- 
tient implicitement  ces  variables  ; en  opérant  ainsi,  et 
. dz  , dz 

mettant  p et  q au  lieu  de  et  de  -j— , on  trouvera 


dp 

3y 


dp  d q dp 

+ ^dl  = dï  + /,dz* 


«>• 


Si  l’on  substitue  — — , 


9, 


H 


à la  place  de  p et  de  q , 


il  viendra , après  les  réductions , 


dz" 


équation  qui  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre 
P,  Q et  R,  pour  que  dans  l’équation  différentielle 

.Pdx -f-  Çd_y  -f-  Ràz-=zo, 


z puisse  être  regardé  comme  une  fonction  des  deux: 
variables  x et  y , et  que  l’intégrale  de  cette  équation 
soit  parconséquent  exprimée  par  une  seule  équation 
primitive  entre  les  trois  variables  x , y et  ’z.  Il  suit  de  là 
qu'une  équation  différentielle  à trois  variables  , prise 
au  hasard  , ne  peut  pas  toujours  être  vérifiée  par 
une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 


Pendant  long-temps  on  appelait  équations  absurdes , 
et  on  regardait  comme  insignifiantes , celles  qui  ne  sa- 
tisfaisaient pas  à l’équation  (B)  ; mais  Monge  a fait  voir 
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que  toutes  les  équations  différentielles  à trois  variables 
avaient  une  signification  réelle  ; et  que  tandis  que  celles 
dont  l’intégrale  était  exprimée  par  une  seule  équation 
entre  trois  variables  appartenaient  àdes  surfaces  courbes, 
chacune  des  autres  représentait  une  infinité  de  courbes  à 
double  courbure  , jouissant  d’une  propriété  commune. 
Je  ne  m’occuperai,  pour  le  moment,  que  des  pre- 
mières; mais  dans  la  suite  je  reviendrai  sur  les  der-, 
nières. 

3oq.  Lorsque  l’équation  (B)  devient  identique  par 
la  substitution  des  valeurs  de  P , Q et  R,  il  n’en  ré- 
sulte pas  toujours  que  l’équation 

.Pd.r  -j-  Çdy  -J-  Ædz  — o , 

soit  une  différentielle  exacte  ; mais  du  moins  on  peut 
la  rendre  telle  en  la  multipliant  par  un  facteur.  En 
effet,  soit  fi  ce  facteur,  et 

/j.Pàx  -f-  (jl  Çdy  -f-  pRdz 

une  différentielle  exacte , on  aura  ( 'Zoy ) 

d .//R d.teÇ  d pR A./J.P  d .(jQ  j_d.vP 

dy  dz.  ’ dx  dz  ‘ du  dy 

Ces  équations  étant  développées  deviendront 

K£-!£)+4:-4=4  <«= 

on  éliminera  p , en  multipliant  la  première  par  P,  la 
seconde  par  — Q,  la  troisième  par  II,  et  en  ajoutant 
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les  produits;  leur  somme  sera  divisible  par  p. , et 
donnera 


P 


Ig. 

dz 


à R 

dx 


équation  qui  est  la  même  que  (Z?) , et  lorsqu’elle  sera 
satisfaite , la  détermination  de  p ne  dépendra  que  de 
deux  quelconques  des  trois  équations  ( C). 

* 

3io.  Lorsque  les  différentielles  dx  , dy  et  dz , mon- 
tent au-delà  du  premier  degré  dans  l’équation  propo- 
sée , elle  ne  peut  s’intégrer  par  ce  qui  précède  , que 
quand  elle  satisfait  à une  nouvelle  condition  que  je 
vais  faire  connaître.  Soit  pour  exemple  l’équation 


Pdx“-f-  Çdy1-f-/ldz.‘-f-2i'dxdy-f-2  7dxdz-f-2/7clydz  ~ o; 

elle  ne  saurait  résulter  de  la  différentiation  d’une  équa- 
’ tion  primitive  entre  les  variables  x,  y et  z , à moins  qu’elle 

ne  puisse  se  ramener  à la  forme  P/dx-f-()'dj'-f-Æ'da=o. 
En  effet,  quelle  que  soit  l’intégrale  , on  peut  toujours  en 
déduire , par  la  différentiation , dz  = pdx  -f-  qdy,  p et  q 
désignant  des  fonctions  quelconques  de  x , y et  z ; il  faut 
donc  qu’en  résolvant  la  proposée  par  rapport  à dz , les 
différentielles  dx  et  dy  sortent  toutes  deux  du  radical  ; 
or  c’est  ce  qui  n’arrive  pas  toujours  ; car  on  a 

dz  = ^ { — Tdx  — Vdy 

rfc  V/{T1-PR)àx^(TF-KSr)dxdy+{F‘‘-  ^>/i)dy}  : 

et  si  la  quantité,  qui  est  sous  le  radical,  n’est  pas  uu 
quarré  parfait,  ou  du  moins  si  l’on  n’a  pas 


(TP—RSy—iT*  — jPÆ)  {J* — QR")  » 
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les  différentielles  dx  et  dy  resteront  engagées  sous  ce  ra- 
dical. En  général , quel  que  soit  le  degré  de  l’équation 
proposée , par  rapport  à dz , dx , dj , il  faut  qu'étant 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  dz , elle  puisse  se 
décomposer  en  facteftrs  de  la  forme 

dz  — pdx  — qdjr  = o. 

Intégration  des  équations  différentielles 
partielles  du  premier  ordre. 

3i  t.  Je  vais  passer  au  trflisième  cas  de  la  recherche 
des  fonctions  de  deux  ou  d’un  plus  grand  nombre  de 
variables.  Dans  ce  cas  , on  n’a  pour  déterminer  la  fonc- 
tion inconnue  que  quelques-uns  de  ses  coelïiciens  dif- 
férentiels d’un  certain  ordre , ou  une  seule  équation 
entr’eux.  Il  constitue  ce  que  l’on  appelle  le  Calcul  inté- 
gral aux  différences  partielles  , et  qu’on  devrait  nom- 
mer , d’après  les  remarques  du  n°  ia4  > Calcul  intégral 
des  différentielles  partielles  ; car  les  coelïiciens  diffé- 
rentiels, considérés  isolément,  ne  font  connaître  que 
les  différentielles  partielles , et  non  pas  les  différences 
qui  sont  l’objet  d’un  calcul  à part,  qu'on  trouvera  dans 
le  traité  des  séries  qui  termine  cet  ouvrage.  Le  coefli- 
d mJrnz 

cient  \ — , 

dxmd y" 

dm4'"z  , 



dxmdj" 

par  rapport  à x ; de  la  différentielle  nim'  de  z , par 
rapport  À y , et  vice  versâ. 

3ia.  La  plus  simple  des  équations  différentielles  par- 
tielles , est  celle  qui  ne  renferme  que  l’un  des  coelïiciens 
du  premier  ordre  et  les  variables  indépendantes.  Soit, 


dy11,  et  exprime  alors  la  différentielle  m,mr. 


étant  multiplié  par  dxmdy't,  devient 
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dz 

par  exemple , ^ = R , R ne  contenant  point  z ; en 

. dz 

multipliant  par  dx  , on  obtiendra  dx  = Rdx  , on 

dz  = /îdx , et  en  intégrant  par  rapport  à x seulement, 
il  viendra 

z = fRdx  -f-  C. 


Dans  ce  résultat , C n’indique  pas  une  simple  constante 
arbitraire , mais  une  fonction  absolument  indéterminée, 
de  toutes  les  variables  autres  que  x , que  pourrait  con- 
tenir la  fonction  z.  Si , par  exemple , z dépendait  en 
même  temps  de  x et  de  y , on  aurait  z= fRdx  -f-  <p  (y), 
en  désignant  par  ç une  fonction  arbitraire  composée 
d'une  manière  quelconque  de  la  variable  y mêlée  avec 
des  constantes.  Quand  z sera  une  fonction  de  trois  va- 
riables u,  x et  y , on  aura  alors  z= fRdx  -f-  y (u,y)  , 
et  <f  (u,y)  représentera  une  fonction  arbitraire  dans 
laquelle  les  variables  u et  y pourront  être  combinées 
d’une  manière  quelconque  , soit  entr’elles,  soit  avec 
des  constantes.  En  général  pour  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes  f,  t,  u , x,y , etc.  l’inté— 
dz 

grale  de  ^ = 7î , sera  z = //{dx  -f- $>  (r,  t , u,y,  etc.  ), 

pareequ’il  est  évident  que  la  fonction  <p  (s,  t,  u,y,  etc.), 
quelle  qu’elle  soit , ne  variant  point  quand  x varie , on 
dz 

a toujours  ^ =s  Zi. 

Je  viens  de  supposer  que  z n’entre  pas  dans  R ; s’il 
s’y  trouvait  , il  faudrait  intégrer,  par  quelques-unes 
dçs  méthodes  précédentes , en  ne  regardant  comme 
variables  que  x et  z seulement,  l’équation 

àz  *■  ■ , 

— dx  — flic  = o ou  àsL  — Rd~c  ==  o \ 

QM 


t 


f 


i . 
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et  désignant  son  intégrale  par  V—  const.  on  aurait 

?r=9(.s,  t,  u, y,  etc.) 

pour  l’équation  primitive  de  laquelle  dépend  la  fonc- 
tion z.  En  effet,  si  on  différentie  cette  équation  en  ne 
faisant  varier  que  x et  z,  le  résultat  sera  de  la  forme 

Pdz-f-  Çdx  =o, 

et  tel  que  — -2-  = /î,  ce  qui  donne  = R. 

3i3.  L’équation  Pp-\-Çq  = R,  dans  laquelle 
P > Ç i P > contiennent  à-la-fois  x ,y  et  z,  est  la  plus 
générale  qu’il  soit  possible  d’avoit  entre  les  coefficiens 
du  premier  ordre  p et  q , lorsqu’ils  ne  passent  pas  le 
premier  degré.  En  prenant  la  valeur  de  p dans  cetta 
équation  pour  la  substituer  dans 

, àz  — pàx+qdy, 

on  trouvera 

Pàz  — /îdx  = q (Pdj  — Çdx)  , 

le  coefficient  q restant  toujours  indéterminé.  Il  se  pré- 
sente ici  deux  cas  : i°-  la  composition  de  P , Q et  R, 
peut  être  telle  que  la  fonction  Pàz  — /îdx  ne  renferme 
que  les  variables  z et  x dont  elle  contient  les  différen- 
tielles , tandis  que  la  fonction  Pày  — Çdx  ne  renferme 
que  x , y ; a0,  l’une  ou  l’autre  de  ces  fonctions  , ou 
même  toutes  deux,  peuvent  renfermer  les  trois  varia- 
bles x,  y et  z. 

Dans  le  premier  cas , il  existe  un  facteur  p. , qui 
rend  Pày  — Çdx  différentielle  complète  , et  un  fac- 
teur p'  qui  opère  la  même  chose  sur  Pàz  — /îdx  ; dési- 
gnant ces  différentielles  par  M et  N,  on  aura 
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pày  — Çdx = — dM,  Pdz  —Rdx=-^rdN, 

(J. 

et  l’équation  ci-dessus  deviendra  diV=  <^~  d M Elle  ne 

/* 

peut  être  intégrable  à moins  que  ne  soit  une  fonc- 

tion  quelconque  de  M-,  posant  donc  <^—  = q>  (M)  , 

on  ad7V==$'(A/)  d M,  et  en  intégrant,  il  vient  N=ip  (3/) , 
résultat  dans  lequel  <p  désigne  toujours  une  fonction 
arbitraire. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas,  je  prends  l’équa- 
tion px  -f-  qy  = nz  ; on  en  tire 

P — x,  Q~y,  R~nz, 

Pày  — Qdx  —xdy  — j'dx, 

Pdz  — Rdx  = xdz  — nzdx  ; 

•n  trouve  par  l’intégration  des  équations] 

xdy — _ydx  = o,  xdz — nzdx=o,  # 

que  les  facteurs  p et  p'  sont  respectivement—  , — - * 

x“'x"+** 

et  que  parconséquent  , N=  ± ; y s'ensuit  donc 

X x 

ê==?(i)1  ou  c’est-à-dire,  que* 

est  une  fonction  homogène  en  x et  y,  du  degré  n.  En 
effet , 1 équation  px  -+•  qy  = nz , n’est  autre  chose  que 
le  théorème  des  fonctions  homogènes  donné  n°  266 , et 
dont  ce  qui  précède  fournit  encore  une  démonstration 
pour  le  cas  de  deux  variables. 

3l4-  Quand  les  variables  x , y et  z , sont  mêlées  in- 
distinctement dans  les  fonctions  Pày—  Qdx,  Pdz— Rdx, 
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il  n’est  plus  possible  de  les  rendre  intégrables,  chacune 
en  particulier,  parle  moyen  des  facteurs,  et  cela,  parce- 
qu’on  ne  sauroit  intégrer  isolément  les  équations 
Pdj  — Qdx  = o,  Pdz  — /ïdx  = o ; 
car  il  faut  bien  remarquer  que  s ne  doit  pas  être  supposé 
constant  dans  la  première  , ni  x dans  la  seconde. 
Lagrange  a fait  voir  le  premier  que  néanmoins  si  l’on 
intégrait  conjointement  ces  équations , et  qu’on  en  dé- 
duisît deux  équations  primitives , renfermant  chacune 
une  constante  arbitraire,  de  manière  qu’on  eût  M—a , 
1V=6,  M et  Ar étant  des  fonctions  données  en  x,  jet  z, 
l’intégrale  de  la  proposée  Pp-j~Qq=Rt  serait 
ç désignant  toujours  une  fonction  arbitraire.  Cette  pro- 
position importante  paraît  démontrée  assez  simplement 
de  la  manière  suivante. 

Puisque  les  équations  M—a,  N—.b,  sont  supposées 
déduites  des  équations  JPdy — Qdx=o,  Pdz — Pdx=:o  , 
il  faut  que  leurs  différentielles  aient  beu  en  même 
temps  que  ces  dernières,  c’est-à-dire  que  si  l’on  met 
dansées  équations 


d M , , d M, 

dr+d7d-y+d7dz==0’ 


dx 


dN.  , , diV  , , dAr  , 

— àx+-^ày+-^<h  = o, 

les  valeurs  de  dj  et  de  dz , tirées  de  Pdj  — Qdx  =z  o , 
Pdz  — fidx  = o , on  parvienne  à des  résultats  identi- 
quement nuis.  Ces  résultats  sont 


pn  en  tire 


â.M 

dx 


* 
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mais  l’équation  N=ç  ( M ) donna  dN=ç\M)  dM,  ou, 
«n  développant , 


substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  précé- 

. , dM  AN 

oentes  de  , on  trouvera 

%■  Wr-  (f>fc-ad*  j 


=»'(^[“(Pdr-Ç<ix)+^(Pd»_Sdx)], 


-àM 

-ûy 

d’où  l’on  déduira 


En  représentant , pour  abréger , par  » la  quantité  qui 
multiplie  Pdy — Çdx  et  qui  est  indéterminée,  puis- 
qu’elle contient  <p'  ( M) , l’équation  ci-dessus  deviendra 

Pdz  — /}dr  = — ad  (Pdy  — Qdx  ) ; 
on  en  tirera  (3o8), 


valeurs  qui  satisfont  à la  proposée,  indépendamment 
de  »,  et  parconséquent  de  <f  ( M). 

'Cuk.  intégr.  G g 
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Quand  on  fait  ip  (M)  = a,  l’intégrale  N — <p  (;!/) 
se  réduit  à N=b , 'ce  qui  moutje  qu eN=zb  est  une 
intégrale  particulière  de  la  proposée.  Il  en  serait  de 
même  de  M~  a ; car  de  N—  f (M) , on  tire  A/=ç,(Ar)-, 
<p,  étant  une  fonction  inverse  de  $ , arbitraire  parcon- 
séquent,  et  qu’on  peut  supposer  égale  à a. 

3t5.  On  facilite  beaucoup  , dans  un  grand  nombre 
de  cas , l’intégration  des  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre  , à trois  variables,  en  les  par- 
tageant en  deux  autres  par  l’introduction  d’une  quan- 
tité indéterminée , ainsi  qu’on  va  le  voir  dans  l’exemple 
suivant  : 

Soit  l’équation  f (p  , x)  = F ( q,y  ) ; si  on  fait 
f(p)x)  = û>,on  aura  en  même  temps  F (q,^)=û>,  et 
on  déduira  de  ces  deux  équations 

p = f/(o,x),  q = F/(<a,y), 

f et  F étant  des  fonctions  inverses  de  celles  que  dé- 
signent f et  F.  L’équation  da=pdx-f-  qày  deviendra 

dz=dxf/  O , x ) -f  djFy  ( « , y ) ; 
mais  si  on  représente  les  intégrales 

/dxf,(«,x),  fày¥Xa,y)> 

prises  en  n’ayant  égard  qu’aux  variables  xet_y,  par 
P et  Q , ces  dernières  quantités  étant  aussi  des  fonc- 
tions de  a,  il  viendra 

dxf,(«,x)=^dx  = dP  — -^d» 

dj^/(*,xj  = ^d^=dÇ-i2da., 

et  parconséquent 
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Cette  dernière  équation  ne  peut  devenir  différentielle 
complète,  que  par  la  supposition  de 

dP 


d’où  il  suit 


d7+d?=»W. 


/( 


on  aura  donc 


dP  , dO \ 

dï*  + dT  : 


*+<p(»)=p+ç>,  + 

dey  d« 

équations  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  »,  lorsque 
la  fonction  arbitraire  $ (»)  sera  déterminée. 

Il  suffit  souvent  de  substituer  dans  l’équation 

d*=pdr  + qdy, 

la  valeur  dep  ou  de  q , tirée  immédiatement  de  la  pro- 
posée , et  d intégrer  ensuite  le  résultat  par  parties.  Lors- 
qu on  a , par  exemple,  p = f(q),  il  vient 

dz  ==  dxf(q)  qày. 


on  trouve 


= < I (?)  +qy  — /(*f'  (q)  +y)dq; 


et  comme  l’intégration  indiquée  ne  peut  s’effectuer  qu’en 
prenant  *f'(q)  +jt  =*'(,),  il  en  résulte  qU 

* + ♦ W =x%)  + îy , <P'(?)=xf'(q)  +y. 

De  l intégration  de , équations  différer^ 

au  Z P“n“Ues  des  ori™  wpèrieur, 
au  premier. 

3i 6.  Lorsqu’on  passe  au  second  ordre,  les  coeffi- 
ciens  différentiels  de  cet  ordre  sont  au  nombre  de  trois 

G g a 
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pour  une  fonction  de  deux  variables , et  une  équation 
différentielle  partielle  du  même  ordre  peut  exprimer 
en  général  une  relation  entre  les  variables  indépendantes, 
la  fonction  cherchée  , et  ses  coefficiens  différentiel*  , 
tant  du  second  ordre  que  du  premier. 

L’analogie  fait  voir  que  l’équation  générale  d’un  ordre 
quelconque , et  d’un  nombre  quelconque  de  variables  , 
doit  renfermer  les  variables  indépendantes,  la  fonction 
cherchée,  et  ses  coefficiens  différentiels  depuis  le  pre- 
mier ordre  jusqu’à  l’ordre  dont  elle  est  inclusivement. 
Avant  de  m’occuper  de  ce  cas  général , j’en  rapporterai 
quelques-uns  qui  s’abaissent  à des  ordres  inférieur^  à 
celui  dont  ils  sont. 

1°.  Toute  équation  à trois  variables  qui  sera  de  la 
forme 


r d"z  d^'z  An4^z,  d"+mz  1 

dy"’  dxdj"’  dx^dy"  ’’  ' ' dx^dy"}  °’ 

quoique  de  l’ordre  m-j-n,  se  ramène  sur-le-champ  à une 

cj  n2j 

équation  de  l’ordre  m,  en  faisant  - = v , parce- 
qu’elle  se  change  en 


_ f du  dV  dmv  1 

{{x>y>  v>  ai-’  dP'h0- 


dmv  ' 


On  y doit  supposer  alors _y  constant,  puisque  tous  les 
coefficiens  différentiels  de  v qui  s’y  trouvent  sont  relatifs 
à x;  et  elle  peut  parconséquent  se  traiter  comme 
n'étant  qu’entre  les  deux  variables  x et  v;  mais  il 
est  évident  que  pour  donner  à l’expression  de  v toute 
la  généralité  dont  elle  est  susceptible,  il  sera  néces- 
saire de  remplacer  les  m constantes  arbitraires  qu’elle 
doit  renfermer , par  autant  de  fonctions  arbitraires  de  la 
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variabley  prise  d’abord  pour  constante.  Ayantobtenu  v, 

on  remontera  à z , par  le  moyen  de  l’équation  ^ — ^=t/, 

dans  laquelle  on  doit  maintenant  regarder  x comme 
constant,  et  qui,,  devenant  par  là  une  équation  de  l’ordre 
n entre  deux  variables  seulement,  pourra  se  traiter  ainsi 
que  les  équations  de  ce  genre,  en  observant  néanmoins 
de  changer  en  fonctions  arbitraires  de  x,  les  n constantes 
arbitraires  introduites  par  cette  nouvelle  intégration. 


»°.  Les  équations  de  la  forme 


' (x,  y , z. 


dz  d'z 
dx’  d?'- 


d’z 

'dr'1 


)=o. 


f dz  d’z  d^zN 

*>%>  sÿ> dÿ0  = o' 


d y 


peuvent  toujours  être  traitées  immédiatement , comme 
s’il  n’y  entrait  que  deux  variables,  savoir,  x et  z dans 
la  première , y et  z dans  la  seconde  ; et  après  l’intégra- 
tion, on  substituera  aux  constantes,  dans  l’une  de* 
fonctions  de  y,  et  dans  l’autre  des  fonctions  de  x. 

Les  équations  du  second  ordre , 


dxdy+  dx“  y 


d*»  —rdz, 

d.rdy  dy 


■Q> 


dans  lesquelles  P et  Q ne  contiennent  que  x etj/, 
se  rapportent  à la  première  forme.  En  faisant  v , 
du 

la  première  devient  — -f-Pv=Ç,  équation  du  premier 
J • 

degré  et  du  premier  ordre,  par  rapport  aux  variables  v 

et  y , *et  dont  l’intégrale  est 

v = è~yPdr  ( f/PdrQày  + C)  (a57). 

Gg3 


47 O TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

Si  l’on  met  pour  v sa  valeur^,  et  qu’on  change  C 
en  ç (x) , on  aura 

s = *****  C Çdy  + « ( x ) ] ; 


en  intégrant  cette  fois,  par  rapport  à z et  seuls,  on 
trouvera  • 


- *=/a*«  fPdy  UefP<b'  Çdy  + P ( X)  ] + 4 (y  ) : 

en  traitant  de  même  la  seconde  équation , on  arriverait  à 

^fàye-^lfiF^Çd 

•r+*Cy)]+4-(x)- 

Lorsqu  on  aura  P — o , les  résultats  ci-dessus  se  rédui- 
ront à 

2 —fàxfQày  +fàx<p  ( x ) + 4 (y  ) , 
dans  un  cas,  et  dans  l’autre  à 


2 —fàyfQdx  -h/dyf  (y) +4  (Je)  ; 

mais  comme  la  fonction  <p  est  arbitraire  , on  écrira 
simplement 


2 = fàxfQày  + ? (x ) 4 (y)  , 
z = fiyJ Qàx  4-  % (y  ) + 4 (•*) ■ 


J’observerai  que  ces  derniers  cas  ne  dépendent  que  de 
l’intégration  des  fonctions  d’une  seule  variable  , et  ont 
été  traités  sous  ce  point  de  vue , dans  le  n°  247. 

On  a des  exemples  de  la  seconde  forme  générale 
dans  les  deux  équations 


5Ü£ 

dxa 


+ P 


dz 

dx 


= Q, 


~ jlp^t 
dy‘  1 dv 


> 
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lorsqu’on  suppose  que  P et  Q renferment  x,y  et  z.  La 
première  doit  être  traitée  comme  une  équation  du 
second  ordre , entre  les  variables  x et  z les  cons- 
tantes arbitraires  dues  à son  intégration  seront  des 
fonctions  de^  : on  opérera  de  la  même  manière  sur  la 
deuxième , par  rapport  aux  variables^  et  z , et  on  chan- 
gera les  constantes  arbitraires  en  fonctions  de  x.  Pour 
ne  donner  que  le  cas  le  plus  simple , je  réduirai  les 
équations  proposées  à 


et  je  supposerai  que  Q ne  contienne  que  1 et_y;  les 
formules  du  n°  220  donneront  immédiatement  , 

zxxfàxfQàx  +Cx+Cê  z=fdyfQdy+Cy  + C, 
d’où  on  conclura 

z = /dr/Çdx+x<p(^)-f-4(y),  s==/dy/Çdy+yipCj:)+4(-r)- 

317.  En  passant  aux  équations  du  second  ordfe  à trois 
variables , qui  renferment  tous  les  coefiiciens  différen- 
tiels de  cet  ordre  , mais  au  premier  degré  seulement, 
pour  simplifier  les  calculs  , je  ferai  usage  des  déno- 
minations suivantes  : 


dz  = pdx  + qdy/ 

dp  = rdx  -f-  sdy  d q = sdx  + tdy  (*) 

dJz  = dpdx  -f-  àqdy  = rdx*  + asdxdy  -j-  idy*. 


Le  coefficient  de  djc  dans  dq  est  le  même  que  celui  de  dy  dans 
dp,  it  cause  de  la  condition  ^ = j-j-  » 2*  'laquelle  doit  satisfaire  la 
différentielle  de. 

Gg4 


Dioitized  by  Google 


fy]*  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

L’équation  différentielle  partielle  de  cet  ordre  et 
à trfts  variables  , considérée  dans  le  cas  général , 
ne  peut  donner  que  l’expression  de  l’un  des  coeffi- 
ciens  r,  s , t,  en  fonction  des  deux  autres  et  des  quan- 
tités p , q , x ,y , z ; ce  qui  ne  suffit  pas  pour  déterminer 
les  différentielles  dp  et  dq.  On  peut  aussi,  au  moyen 
de  ces  différentielles,  éliminer  de  l’équation  proposée  , 
deux  des  trois  coefficiens  r,  s,  t,  et  le  résultat  sera  la 
relation  que  cette  équation  suppose  entre  dp  et  dq  ; 
c’est  ce  procédé  que  Monge  a suivi. 

Je  l’appliquerai  à l'équation 


Rr  + Ss+Tt  = rr, 

où  je  supposerai  que  les  quantités  R,  S,  T et  V , 
renferment,  d’une  manière  quelconque , x,yf  z,p 
et  q.  En  y substituant  lçs  valeurs  de  r et  de  f , tirées 
des  équations 


dp  = rdx  -J-  idy , dq  = rdx  -f-  <dy , 


et  gui  sont 


dp  — sdy  4 dq  — sdx 

7 cLr  3 dy  ’ 


on  trouve 


Jîdpdy  + Tdqdx — Vdxdy = s (Hdy  * — Sdxdy-f-  T dx’) , 

m 

'équation  dont  fl  semble  qu’il  faudrait  intégrer  sépa- 
rément les  Aux  membres , à cause  du  coefficient  diffé- 
rentiel indéterminé  s,  qui  multiplie*  le  second  ; mais 
ici,  comme  dans  le  n°  3i 4 , il  suffit  de  parvenir  à deux 
équations  primitives  M=a,  N-=.b,  qui  satisfassent 
en  même  temps  aux  équations 
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iMpdy  -f-  Tàqàx  — Vàxà y — o 
/idy*  — 5<lrdy  -|-  Tdx?  = 0 : 

l'intégrale  de  la  proposée  sera  encore  N=  $ ( M),' 

Pour  le  démontrer,  je  transforme  d’abord  les  équa- 
tions précédentes  en  d’autres  où  les  différentielles  ne 
montent  qu’au  premier  degré  , et  pour  cela  je  fais 
dy=mdx.  La  seconde  de  ces  équations  devenant,  après 
la  substitution , 

Rm*  — Sm  -f-  T — o . . . . (^). 

détermine  la  quantité  m ; mettant  ensuite  pour  dy  sa 
valeur  dans  lîdpdy  -}-  Tdqdx — Rrdxdy=  o,  on  aura 
pour  chacune  des  valeurs  dont  m est  susceptible , un 
système  d’équations  de  la  forme 


dy  — mdx  = o 
Rmdp  -f-  Tdq  — Vrndx  ~ o 


auquel  il  faudra  joindre  l’équation 


ds  r=  pdx  s-{-  qdy 

qui  exprime  la  relation  qu’ont  avec  la  fonction  2,  les 
coefficiens  p et  q. 

Cela  posé , si  les  équations  M—a,  N—  b satisfont 
aux  équations  (1) , et  que  dans  les  différentielles 


♦ 
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on  mette  > au  lieu  de  da  sa  valeur  tirée  de 

dz.  =pàx+  qdy,  et  au  lieu  de  dy  et  de  dq , celle* 
que  donnent  les  équations  (1)  , les  résultantes 

♦ 

/dM  dÆf  dM  , Vm  dM\  , 

w + m d^ + (p + dT + ~r  dï)  48 


-/dM  Rm  dM\  , 

"Hv — ÿ7d^;dp=°’ 


, \àN  I dAr \ , 
w + m 47 + (/> + 9”°,  ir + ~T  d^)  *** 


-,  /dN  Rm  diV\  . 


devront  être  identiques  et  se  partager  parconséquent 
dans  les  suivantes  : 

dM  dM  . dé*/  , VmdM 

d^  + m ^7  + (P  + *ma  dT + ~T  df  = °> 

ÙM  RmiM 

X * . 


4 

dN  t^dN  , , , dlV  T^mdN 

d l + 'B^+(P+?'n)dF+y^=°J 


diV  71  m dAr 

dp  ‘ T1  dç 


: o. 


L’équation  N — tp(  M)  étant  diflërentiée , donne 


d/V=ç'  {M~)dM, 
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d N.  , d N,  , d N , , d N,  , d N, 

—dx  + ^dy+ 

si  l’on  substitue  dans  cette  dernière  les  valeurs  de 


d M d M d N àN 
dx  ‘ dp  ’ dx  ’ dp  * 


prises  dans  les  quatre  précédentes,  et  qu’on  change  da 
en  pdx  -J-  qdy , on  obtiendra 

/àN  , d N\f,  . . 

Cd7+9  dr)(d-y~md'E) 

+ Y ^ ( Rmdp  + Tdq  — J'mdx  ) = 
+ ~ ^ ( fln»dp  + Tàq  - Vmdx  ) } , 


ce  qui  revient  à 


Rmdp  -f  Tdq  — Vmdx— a (dy  — mdx) , 


en  faisant 


Digitized  by  Google 


476  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

Si  l’on  remet  ndx-f-sdj  etidr+ldy,  pour  dp  et  dq  ; 
et  que  l’on  égale  à zéro  ce  qui  multiplie  chacune  de* 
différentielles  indépendan|p  dx  et  dy,  on  obtiendra 

Rmr+Ts—Fm— — um,  Rms+T't  = »; 

puis  en  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  coeffi- 
ciens  différentiels  r et  t , pour  les  substituer  dans  la 
proposée , elle  deviendra , après  les  réductions , 

— Sm  -f-  jT  ) = o ; 

et , en  vertu  de  l’équation  (A)  elle  sera  satisfaite  in- 
dépendamment des  quantités  a , et  s. 

318.  Le  théorème  démontré  ci-dessus,  ainsi  que 
ses  analogues  dans  les  ordres  supérieurs,  n’a  pas  la 
même  généralité  que  celui  du  n°  3i4î  car  il  faut  bien 
remarquer  que  les  équations  (1)  peuvent  renfermer  à- 
Ja-fois  les  cinq  variables  x , y , z , p et  q , et  qu’en  y 
joignant  même  l’équation  ds=pdx  -f-  qdy  , on  ne 
saurait;  parvenir , par  l’élimination , qu’à  une  résul- 
tante contenant  trois  variables , laquelle  parconséquent 
ne  pourrait  dériver  d’une  seule  équation  primitive  , 
que  sous  certaines  conditions  (3o8).  On  se  tromperait 
néanmoins  si  l’on  concluait  de  là  que  quand  les  con- 
ditions dont  on  vient  de  parler  ne  sont  pas  remplies  , 
l’équation  différentielle  partielle  proposée  ne  peut  elle- 
même  dériver  d’une  seule  équation  primitive. 

319.  Soit,  pour  exemple,  l’équation 

t 

Ar  — f-  B s -f-  Cl  - —V) 

dans  laquelle  A , B et  C sont  constans,  et  /'"'est  une 
fonction  de  x et  dey*.  L’équation  de  ( A ) devient  pour 
ce  cas  Am 3 — Bm-f-  C = o;  ses  racines,  que  je  dési- 
gnerai par  m' et  m",  étant  constantes,  fournissent  deux 


* 
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systèmes  d’équations  (1)  qui  donnent  par  l'intégratioa 

y — m x — a 1 

Am'  p -f-  Cq  — m'f  Vd. x = b J ’ 
y — m"x  —a  1 

Amp  + Cq  — m"fFdx=zb'  J ’ 

• 

etoùl’intégrale  //'daine  dépend  que  d’une  seule  variable, 
parcequ’on  peut  chasser  y de  V , au  moyen  de  sa 
valeur  prise  dans  la  première  équation  de  chaque  sys- 
tème : on  aura  donc  en  même  temps  ces  deux  intégrales 
premières  de  la  proposée, 

Am' p -f-  Cq  — m fVdx  ~ ç (y  — m' x)  , 

Amup  -J-  Cq  — rnf  Vdx  = 4 (>  — m"x)  ’> 

et  en  intégrant  l’une  quelconque  de  ces  équations,  on 
arrivera  à l’intégrale  seconde. 

Si  on  prend  la  première , par  exemple,  elle  donne 

P~~  ^ q + 


c 

on  peut,  pour  simplifier,  mettre  m"  au  lieu  de -7— T* 

Am 


puisqu’en  vertu  de  l’équation  {A),  m'm"=z  — \ et  «n 

A 

substituant  dans  dz=pdx-\-qdy , on  trouvera 


d. 


ds  — — fVdx  — dxç  (y  — m'x)  =q  (dy  — m"dx)  : 


les  équations  à intégrer  (3x4)  seront  donc 
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dy— m"dr=o , da — -j  fVdx — dx<f{y — mx)=o. 

On  tire  de  l’une,  y—.m!'x  = ar,  ce  qui  change 
l’autre  en  > 

dz  — —rf  Vàx  — dxq>  [a  -f-  (m"  — m!  ) x]  = O , 
A 


dont  l’intégrale  est 

z-LfdxfVdx--^-^  ç>  (a'  + (m“  - m»  = b' , 
et  devient 

z — fdx  f Vdx  — ç (_y  — m'x)  = b , 


lorsqu’on  remet  pour  a'  sa  valeur,  en  observant  que  <p 
est  une  fonction  arbitraire , dont  les.coefficiens  différen- 
tiels sont  arbitraires  aussi,  et  dans  laquelle  on  peut 
comprendre  telle  quantité  constante  qu’on  voudra . Il  faut 
aussi  remarquer  que  pour  obtenir  fdx  f Vdx  , on  doit 
intégrer  une  première  fois  par  rapporté  x,  en  substi- 
tuant au  lieu  de  y sa  valeur  , tirée  de  l’équation 
y — m'x=a,  comme  il  a été  dit  plûs  haut  ; mais  lors- 
qu’on sera  parvenu  au  résultat,  on  remettra  au  lieu  de  a 
sa  valeur^y — m'x,  et  avant  d’effectuer  la  seconde  inté- 
gration , on  changera^  en  a'  -f-  m"x,  ainsi  que  l’exige 
l’équation  y' — m"x=a,  trouvée  en  dernier  lieu.  En 
général , quand  on  aura  plusieurs  de  ces  intégrations 
successives  à effectuer,  on  ne  pourra  jamais  employer 
à leur  simplification  que  les  équations  qui  doivent  avoir 
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lieu  en  même  temps.  Avec  ces  attentions,  l’intégrale 
seconde  de  l'équation  proposée  , Ar  *j~  Bs-\-Ct  = V , 
sera 

* — ^ fdx  fV dx  = tp(y — m'x ) -j-  4 (y — m"x). 

A , 


Si  l’on  avait  A =;  i.  B—  o,  C— — c*,  et  V—o,  ce 
qui  changerait  l’équation  proposée  en 


r—  c't—o,  ou 
l’intégrale  deviendrait 


dx*  dy^  } ’ 


z = «(>  (^  — ex)  -f  4(^  + cx). 


3ao.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
intégrales  des  équations  différentielles  partielles,  se 
déterminent , en  supposant  que  la  fonction  z prenne  des 
formes  particulières,  lorsqu’on  assigne  des  relations 
entre  les  variables^  et  x.  Voici  deux  exemples  de 
cette  détermination  : 

i°.  Si  l’on  a M et  ^"désignant  des  fonc- 

tions données  en  x,y  et  s,  et  qu’on  veuille  déterminer 
la  fonction  représentée  par  la  caractéristique  <p , de  ma-: 
nière  qu’en  posant  F (x , y , z)  — o , on  ait  en  même 
temps  f(x,y,  z)  = o,  les  caractéristiques  F et  f dé- 
signant des  fonctions  .connues , on  fera  V = t,  et  on 

combinera  les  trois  équations  * 

• “*  ‘ * • 

V = F(x,y,ï)—o,  f(x,y,z)=o, 

pour  en  tirer  des  valeurs  de  x , y et  z , en  t ; sub- 


(*)  Cette  équation  est  cejle  des  cordes  vibrantes. 
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stituant  ces  valeurs  dans  M,  qui  deviendra  une  fonc- 
tion de  t,  que  je  désigne  par  T,  on  aura 

1=7X0,  ou  <p(0=^;,  % 

et  la  fonction  <p  sera  parconséquent  déterminée,  si 
l’on  remet  dans  cette  dernière  équation  pour  t et  T , leur 
valeur  en  et  a. 

a».  Soit  1 = Mq>  (T)  4-  iV4  (F)  ; 

comme  il  y a deux  fonctions  à déterminer,  il  faut 
qu’il  y ait  deux  conditions  : on  doit  supposer  que 

F ( *,y , *)  = o,  donne  f ( x,y , a)  = o , 
que  F'(x,y,  a)  = o donne  f(x,y,  a)  = o. 

Faisant  toujours  V—t,  et  tirant  des  trois  équation» 

V—t,  F{x,y,  a)  = o,  f(x,y,  z)  = o, 

les  valeurs  de  x,y,z  en  t,  on  changera  les  quan- 
tités M,  N,  en  fonctions  de  t.  Soient  T et  8 ces  fonc- 
tions , on  aura 

i = 7>(o  + H(0----0); 

•ombinant  ensuite  les  équations 

V—  t,  F'  (x,y,  a)  = o,  /'  (x,y,  a)  =o, 

» > . * 

pour  obtenir  les  valeurs  de  *,y,ïen  t , on  changera 
par  ces  valeurs  les  quantités  M et  N en  fonctions  de  t, 
que  je  désignerai  par  T1  et  0',  et  il  viendra 

i=7>ço-f  nco.-.co. 

Au  moyen  des  équations  (»)  et  (2)  on  déterminera  le* 

fonctions 
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fonctions  $ et  4-, en  t;  puis  on  remettra  à la  place  de  t 
*a  valeur  V (*). 

Des  équations  différentielles  totales  qui 
ne  satisfont  pas  aux  conditions  d in- 
tégrabilité . 


3ai.  J’ai  fait  voir  dans  le  n°  3o8,  qu’une  équation 
dilférentielle  du  premier  ordre  à trois  variables , de 
la  forme  Pdx-f-  Çdy  -f-  />dz:=o , ne  pouvait  etre  sa- 
tisfaite par  une  fonction  de  deux  variables,  qu’autant 
que  l’équatioa 


■Qdê+Q%-p%=° 


était  identique  par  elle-mérae  ; mais  en  établissant  une 
dépendance  quelconque  entre  x,  y,  z,  on  changera  l’é- 
quation proposée , dans  une  autre  qui  ne  contiendra 
plus  que  deux  de  ces  variables,  et  déterminera  parconsé» 
quent  l’une  de  celles-ci  en  fonction  de  l’autre. 

Si  l’on  avait , par  exemple , l’équation 

ds  ard.r  4-  ydy 

z — c x (x — a ) -fr-j'  (_y  — i)  ’ 

qui  ne  peut  remplir  la  condition  énoncée  ci-dessus  , tant 
que  a et  b ne  sont  pas  nuis,  et  qu’on  y fit_y  = ^(x)  , 
<p  désignant  une  fonction  quelconque  , elle  se  change- 
rait en  v . 


{ * ) La  détermination  des  fonctions  arbitraires  revient  à faire 
passer  par  des  courbes  données. les  surfaces  qui  représentent  les  équa- 
tions proposées  ; et  ces  courbes  peuvent  être  continues  ou  dis- 
continues , ainsi  que  les  fonctions  elles-mêmes. 

Cale,  integr.  Hh 
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dz  [x  + p(x)p'  (x)]dx  j 

z — c x(x — o)-f-,9  (x)[ç(x) — b~y 

et  donnerait  autant  de  relations  différentes  entre  z ètx, 
que  l’on  assignerait  de  formes  particulières  à la  fonc- 
tion <p  . Si  l’on  prend  , par  exemple , p (x) = x , on 
aura 

dz  axdx  adx 

z — c x (x — a)  -f- x (x  — b ) sx  — a — by 

d’où  on  tirera  z — c=C( ax  — a — b'),  C étant  une 
constante  arbitraire  ; et  la  proposée  sera  satisfaite  par 
le  système  des  équations 

y = x i 

z — c==  C(ax  — a — b)} 

Newton,  dans  son  Traité  des  Fluxions  (*),  avait  déjà 
indiqué  cette  manière  de  résoudre  les  équations  diffé- 
rentielles qui  contenaient  plus  de  deux  variables  ; mai* 
elle  a l’inconvénient  d’exiger  une  intégration  pour  chaque 
résultat  qu’on  veut  obtenir , et  Monge  a remarqué , 
en  1784,  qu’on  pouvait,  par  l’introduction  d’une  fonc- 
tion arbitraire , parvenir  à un  système  général  d’équa- 
tions qui  en  donnât  une  infinité  de  particuliers  , satis- 
faisant tous  à la  proposée. 

32a.  Le  procédé  que  l’on  doit  suivre  pour  inté- 
grer l’équation 

Pdx  -f-  Qày  -f-  iïdz  = o , 

par  une  seule  équation  primitive , lorsque  la  chose  est 


(*)  Newtoni  oputcula , tome  I,  page  83 , édition  de  1 y4  \- 
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possible , conduit  aussi  à la  solution  la  plus  générale 
que  l'on  puisse  obtenir  pour  cette  équation,  dans  le  cas 
contraire.  En  effet,  si  on  l’intègre  d abord,  en  regar- 
dant une  des  variables  qu’elle  renferme  comme  cons- 
tante, z,  par  exemple  , que  l’oij  représente  par  U—C 
l'équation  primitive  qui  répond  à Pdx-4-Çcty  = o, 
que  l’on  différentie  cette  équation  primitive , en  fai- 
sant varier  à-la-fois  x ,y,  z et  C,  et  que  l’on  compare 
le  résultat  à la  proposée , on  arrivera  à l'équation 


dC 
d z 


dU 

d s hR’ 


! 

ft  étant  le  facteur  qui  rend  Pàx  + Qdy  une  différen- 
tielle complète.  A la  vérité , le  second  membre  ne  se 
réduira  plus  à une  fonction  de  zseul,  comme  cela  arrive 
dans  le  cas  où  la  condition  d'intégrabilite  est  remplie , 
et  ne  pourra  donner  C,  comme  l’exige  cette  condi- 
tion; mais  il  est  évident  qu’en  supposant  toujours  que  C 
' soit  une  fonction  de  z,  l’équation  proposée  sera  satis- 
faite par  l’équation  primitive  U = C,  si  l’on  a en 
même  temps 


dC_ 

dz 


faisant  donc  C — ? (z  ) , le  système  des  équations 
U=<p  (z) 


«=»(.>  » 
dT 


satisfera  à la  proposée , quelle  que  soit  la  forme  de  la 
fonction  <t,  et  pourra  se  particulariser  d’une  infini^ 
de  maniérés  en  prenant  ç arbitrairement. 

En  appliquant  ceci  à l'équation 
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dz  xdx  -f-j'dy 

que  j'ai  prise  peur  exemple  dans  le  n*  précédent,  on 
aura  * 


Pdx- 1-  Qdy— 


xdx  -f-J’dy 

*(*•—' a)+y(y— by 


«t  faisant 


/t  = x(x  — a)+^(j  — ô). 


on  trouvera  t/scx1  ~hys:  on  obtiendra  parconséquent 

les  équations 


x*+y  = <p(z)  | 
(2)  )- 


De  la  méthode  des  Variations. 


Recherche  de  la  variation  (T  une  fonction  quelconque. 

3a3.  Toutes  les  applications  du  Calcul  différentiel , 
présentées  précédemment,  supposent  que  la  dépendance 
des  variables  demeure  constamment  la  meme  dans  le 
cours  de  la  question  ; mais  il  y a divers  genres  de  pro- 
blèmes pour  lesquels  il  faut  concevoir  que  cette  dépen- 
dance change.  En  voici  un  exemple  : quand  F désigne 
une  fonction  contenant  x , y et  les  coefficiens  différen- 
tiels de  y , l’intégrale  JF dx  est  susceptible,  entre  les 
mêmes  valeurs  de  x , d’une  infinité  de  valeurs  qui  dé- 
pendent de  la  relation  établie  fentre  x et  y ; ensorta 
qu'on  peut  demander  quelle  est,  parmi  toutes  les 
relations  possibles , celle  qui  fait  prendre  à l’inté- 
grale fF> dx,  entre  les  limites  données,  la  plus  grande 
«h  la  plus  petite  valeur.  L’intégrale  {F dx,  lorsqu’on 
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ne  particularise  pas  la  relation  dey  à x , exprimant  la 
mesure  d’une  propriété  commune  à toutes  les  courbes  , 
on  demande  alors  pour  quelle  courbe  cette  propriété 
est  un  maximum  ou  un  minimum.  Il  est  visible  que  si  rie.  54- 
CE , Jîg.  54 , représente  cette  courbe , il  faudra  que 
pour  toute  autre  ys , l’intégrale  J7ràx  ait  une  valeur 
plus  petite  dans  le  premier  cas , et  plus  grande  dans 
le  second.  Pour  satisfaire  à cette  condition,  la  pre- 
mière chose  à chercher  est  la  différence  qu’un  chan- 
gement quelconque  dans  la  relation  de_y  à x,  ou  dans 
la  nature  de  la  courbe  qui  représente  cette  relation , 
produit  ?ur  l'intégrale  fV&x.  Ce  changement  s’exprima 
en  faisant  varier  y indépendamment  de  x;  car  lorsque 
l’on  considère  deux  courbes  CE  et  ys  , la  même 
abscisse  AP  répond  à deux  ordonnées  PM  et  Pfj. , et£ 
leur  différence  M(t,  doit  être  distinguée  des  différences 
M'R  et  /j-'f  , qui  ont  lieu  entre  deux  ordonnées  consé- 
cutives prises  sur  la  même  courbe. 

Lagrange  , dont  les  premières  recherches  ont  produit 
le  Calcul  des  variations  , en  a fait  aussi  à la  méca- 
nique une  application  de  la  plus  haute  importance  , 
dont  on  saisira  facilement  le  but , si  on  observe  qu’on 
peut  considérer  les  coordonnées  des  différens  points 
d’un  corps  qui  se  meut,  soit  pour  comparer  au  même 
instant  deux  points  de  ce  corps , soit  pour  comparer 
deux  positions  consécutives  du  même  point.  Dans  l’un 
de  ces  cas  il  n’y  a entre  les  coordonnées , de  dépen- 
dance que  celle  qui  résulte  des  surfaces  qui  terminent 
le  corps  ; dans  l’autre , les  coordonnées  changent 
suivant  les  conditions  du  mouvement  établi , et  avec  une 
variable  nouvelle  qui  est  la  mesure  du  temps  : voilà  1 

donc  encore  deux  manières  de  faire  varier  les  mêmes 
quantités , qu’il  est  à propos  de  marquer  par  des  signes 
distincts.  Celle  de  ces  manières  qui  succède  à l’autre ,* 

Hh  5 
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constitue  le  Calcul  des  Variations  , dont  on  ne  peut 
embrasser  les  divers  usages  qu’en  le  regardant  comme 
ayant  pour  but  de  dijftrenlier  sous  un  nouveau  point 
de  vue  des  quantités  qui  ont  déjà  été  dijfe  rende  es  sous 
un  autre  ; on  établit  ensuite  dans  le  second  mode  de 
différentiation  , l’hypothèse  convenable  à la  nature  des 
questions  qu’on  se  propose  de  résoudre.  (Voyez  la 
Mécanique  analytique,  pages  5 1 et  ig5). 

3q4-  ^ est  par  la  caractéristique  ^ que  Lagrange 
désigne  la  nouvelle  différentiation,  et  cet  usage  a été 
adopté  Pour  ne  pas  sortir  des  limites  de  mon  sujet , 
je  me  bornerai  à développer  les  principes  de  l'appli- 
cation du  calcul  des  variations  aux  questions  géomé- 
triques. 

Dans  ces  questions  la  caractéristique  d s’employa 
pour  le  passage  d’un  point  à un  autre  sur  la  même 
courbe  , et  la  caractéristique  <4  est  appliquée  au  chan- 
ger' -»nt  de  combe  : ainsi  HIR  étant  représenté  par  dy, 
AIp  sera  h y,  et  il  suit  de  là  que 

P M'  —y  + dj  , Pp—y- f-  ty . 

En  passant  du  point  M’  an  point  p! , on  trouverait, 
d’après  ce  qui  précède , 

p/rdy  + ày  + ï(y  + ày) 

= y + + ty  + <My  ; 

4 

mais  le  point  p!  étant  consécutif  au  point  p , sur  la 
courbe  y.  , ou  aurait  aussi 

F p!— y é c'y  4 d 'y  + fy ) 

=^  + <y  + dy  -P  d/y; 

la  comparaison  de  res  deux  expressions  de  la  même 
"igné , donne  cette  conséquence  remarquable  : 
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^dy  = d<fy. 

La  même  chose  peut  aussi  se  prouver  sans  la  consi- 
dération des  courbes , ea  représentant  par  <p  (r)  l’état 
primitif  d ey , et  par  une  autre  fonction  4(x)  le  résul- 
tat de  la  variation  (*).  Alors  i~y  = 4-(x) — f(x)  sera  une 
certaine  fonction  de  x,  et  parconséquent  une  fonction 
de  y , à cause  de  la  liaison  primitive  de  ces  variables  ; 
désignant  donc  par  er  cette  dernière  fonction , on  aura 

D’après  cette  loi,  et  faisant  pour  abréger^ -f-dy=y^, 
on  aura  pareillement 

d ou  on  conclura 

ty'-rrty==T(/)-r9rOf)  — d-irty  );=<%; 


(*)  Afin  fie  donner  une  origine  commune  ans  fonction»  9 et  4" 
Euler,  qui  s’emprensa  d'adopter  cl  d’ éclaircir  le  calcul  des  variation! , 
regardait  h valeur  primitive  dey,  ou  9(ar),  comme  déduite  d'une 
autre  fonction, contenant, avgc  la  variable  x,  une  nouvelle  variable!, 
et  sc  changeant  en  <f(x)  lorsque  1 = 0.  ( Novi.  Cnmm.  Atad. 

dy* 

Petrop.  T.  xvt,  pag.  35  ).  Par  ce  moyen y+ty  devienty-f-  d r, 

et~>  étant  pris  dan*  l’hypothèse  de  t = o,  représente,  tant  qu’on 

ne  particularise  $oint  la  composition  de  y en  t,  une  fonction  ar- 
bitraire de  x.  La  valeur  générale  dej-  serait  exprimée  par  la  série 
ârt  d»y  *% 

Y -4-  -j—  - -f-  h CIC. 

J d*  1 dt  i.a 

La  variable  t étant  supposée  égale  à zéro  dans  y et  ses  Coefficicn* 
différentiels  ; et  en  prenant  les  coefficiens  différentiels  de  cette  6crie  par 
rapport  à x,  on  formerait  toutes  les  quantités  qa’il  faut  substituer 
pour  obtenir  l’état  varié  de  l’intégrale  fFàx  , ordonné  suivant  les 
puissances  de  t.  C’est  sous  cette  forme  que  Lagrange , dans  la  nou- 
velle édition  de  scs  Leçons  sur  le  Calcul  des  Fonctions  , présente 
celui  des  variations,  h l 'égard  duquel  il  entre  da#s  beaucoup  de 
détails  très-intéressans. 

Hh  4 
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mais  comme 

ày=y-y, 

il  viendra , en  prenant  les  variations , 
ce  qui  donne  encore 

cfd_y  = d J'y. 

Il  suit  de  là  que  J'dy  = dj'dy  = d‘Jy  ; et  continuant 
ainsi , on  obtiendra  ce  théorème  fondamental 

«Td'ly  = d , 

en  vertu  duquel  on  peut  transporter  la  caractéristique  J" 
après  la  caractéristique  d. 

Pour  donner  plus  de  symétrie  au  calcul , ainsi  que 
pour  embrasser  des  circonstances  relatives  aux  limites 
des  intégrales,  et  dont  on  verra  plus  loin  quelques  exem- 
ples , on  fait  varier  x aussi  bien  que  y ; mais  le  théorème 
ci-dessus  ne  cesse  pasd’avoir  lieu  pour  cela , parceque  la 
loi  de  la  variation  étant  constante , quoiqu'arbitraire  , 
i'x  est  une  fonction  de  x , de  laquelle  se  tire  S'jd , en  y 
changeant  x en  ad  : il  en  résulte  Jdx  = d<br,  et  pa- 
reillement S'ày , pour  toute  fonction  V dépen- 
dante de  x. 

325.  Il  existe  un  théorème  analogue  par  rapport  au 
signe  /.  En  effet , si  on  représente  /£/  par  U, , il 
viendra 

dU, — U,  puis  Jxl U,  = cH7  ; 

transposant  la  caractéristique  J' après  la  caractéristique 
d , et  passant  ensuite  aux  intégrales , on  trouvera  succes- 
sivement 

d W,=ÏU,  ÏU.zxfïUi 
puis  remettant  pour  U,  sa  valeur , on  aura  enfin 
* ïfU=fi~V. 

3aS.  Cela  posé,  on  voit  que  pour  obtenir  la  varia- 
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tion  d’une  fonction  quelconque  U , contenant  x,  y 
et  leurs  différentielles  des  ordres  quelconques,  il  faut 
supposer  que  x et  y se  changent  respectivement  en 
+ , et  regarder  Jx  et  Jy  comme  des 

fonctions  arbitraires  l’une  de  x , l’autre  de  y.  En  fe 
bornant  aux  termes  oà  le*  variations  ne  passent  pas 
le  premier  degré , l’opération  reviendra  à différentier 
par  le  procédé  ordinaire  la  fonction  U , tant  par  rap- 
port à x et  à.  y , que  par  rapport  à leurs  différentielles 
considérées  comme  des  variables  distinctes  , mais  en 
marquant  par  la  caractéristique  J la  dernière  différen- 
tiation. Il  est  visible  en  effet  que,  dans  cette  hypothèse, 
les  différentielles  de 

x , y , dx , dy/ , etc. 

sont  v 

<l\r,  J'y,  Jdx , <hdy,  etc. 

Si  donc  la  différentielle  ordinaire  de  U est 

d C/=Mdx-f-Ardl*x-f^Pd3x-f-  Çd^x-f-etc. 

4-  m dy»  4-  n d*j  -}-  p dsy>  -{-  q d*_y  -f-  etc. 

il  suffira  d’y  changer  le  dernier  d en  <f , et  il  viendra 

S U—MSx-^-NSdx-\-P$d*x-\-  Q J,d3x-f-etc. 

-J-Tn/yr-J-^'l'clj'+P  <rd“j  + q J à?  y 4-  etc. 

» 

Si  la  fonction  U est  sous  la  forme  Vdx , V ne 
contenant  alors  que 

dv  dp 

x>y’Tc=f,’d-x=^etc-  ■ 

on  aura 

dV  — Mdx  4-  ATd_y  4-  P dp  4-  Qdq  4-  Rdr  4-  etc. 
et  la  variation  sera 

S y MJx  4*  RiJy  4-  P Jp  4*  "4"  RJf  -f*  etc. 

en  observant  que  les  quantités  p,  q,  r,  etc.  doivent  y 


Digitized  by  Google 


, * 

4gO  TRAITE  ÉLÉMENTAIRE 

être  regardées  comme  renfermant  deux  variables  indé- 
pendantes, xet y (n°  préced.)  ; et  que  parconséquent 
on  peut  prendre  leur  variation  dans  deux  hypothèses 
differentes,  savoir:  en  ne  faisant  varier  qu’une  de  ces 
quantités,  ou  en  les  faisant  varier  toutes  les  deux.  J’o- 
pérerai ici  sous  ce  dernier  point  de  vue  , parceque  , 
comme  je  l’ai  déjà  dit , il  est  plus  général , et  que 
d’ailleurs  on  en  tire  les  résultats  qui  conviennent  au  pre- 
mier, en  supprimant  les  termes  relatifs  à celle  des  va- 
riables que  l’on  veut  traiter  comme  constante.  En  diffé- 
rentiant  par  la  caractéristique  J1,  les  fractions 


djy 

r=£i 


dx/ 

dx , 
etc. 


d.ru 

dx 

d.rJdp — dp<fdx 

àS'p— qdJ'x 

dx2 

dx 

diifdg — dqfdx 

ài'q—rdfx 

etc. 


dx: 


dx 


et  à l’aide  de  ces  formules  on  obtient  la  variation  d’une 
expression  quelconque,  renfermant  x,  y , et  leurs  dif- 
férentielles , de  quelque  ordre  que  ce  soit. 

>• 

327.  Lorsqu'il  s’agit  d’une  formule  intégrale  fU , 
dans  laquelle  U est,  comme  ci-dessus,  une  fonction  de 
x,  y et  de  leurs  différentielles,  on  a S'fU  (5z5), 

et  par  le  n°  précédent 


P V =/( MSx+NÏAx+  P J'd^x-f-  Q <Td3x-f  etc.  ) 
+/(m  n$dy  + pfd*y  + q J'd’j-f-etc .) 

Cette  expression  n’est  pas  réduite  à la  forme  la  plus 
•impie  qu’elle  puisse  avoir  : il  faut  faire  ensorte  qu’il 
ne  reste  6ous  le  signe  / aucun  terme  contenant  à-la- 
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fois  les  caractéristiques  d et  <f  appliquées  l’une  sur 
l’autre  ; et  c’est  à quoi  on  parvient , en  transposant  d’a- 
bord la  caractéristique  <T  après  la  caractéristique  d,  et  en 
intégrant  ensuite  par  parties,  comme  on  le  voit  ci-dessous, 

fMSx  =fMfx 

fNfdx  — /AdJ'.r  =mx  — fàNfx 

fPSà>x=fPd^x=Pdfx  - fdPdSx  —Pd^x  — d P Sx  -f/dW* 
fQ^d3x=fQd^x=Qd^x— fdQd'ïxxzQà'S'x— àQdîx+f&Qdtx 

—Qd°Sx  —âQdlx+d‘QSx—fà''Qfx 
etc.  etc.  SI 

On  aura  pareillement 
fmty  —fmly 

fnSày  —fndS'y  — n<Ty  — fdnfy 
fpSd'y=^fpd?Sy=:pà£y  — d pSy  -f-/3“p/y 
fqSd'iy~fqd:,£y—qd.ÀSy — dçdjy+d‘qdy  — fà 3qfy 
etc. 

et  en  substituant,  il  viendra 

fS  V=  (A' — dP-f-d*  Q — etc  .)<?:r-{-  (P  — d Q-f-etc  )d<Tx 

( Q — etc . )d,J'x4-  etc. 

-f  (« — dp  -f-d*q  — etc.)<fy-f-(p — d q -J-etc.)d/ÿ 

+(  q — etc.)dVÿ-f-  etc. 
dA^d'P— d3Q+etc.)/x 
— du -f  d!p — à3q  -f-etc.)fy. 

Ce  résultat  est  composé  de  deux  parties  semblables: 
l’une  produite  par  la  variation  de  x,  et  l’autre  par 
celle  de  y ; et  il  est  aisé  de  voir  qu’on  l’étendrait  à 
une  fonction  d’un  nombre  quelconque  de  variables  , 
en  y ajoutant  pour  chacune  , des  ternies  pareils  à ceux 
qu’a  fournis  la  variable  x ou  la  variable  y. 


* 
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3a8.  Lorsque  l’expression  fU  est  mise  sous  la  forme 
fFdx,  c’est-à-dire  qu'il  n’entre  dans  /^que  les  variables 
jt , y et  les  coefficiens  différentiels  de_y , le  calcul  du 
développement  de  la  variation  parait  un  peu  plus  com- 
pliqué , mais  il  mène  à des  conséquences  assez  remar- 
quables. Il  faut  d’abord  observer  que 

ïfFdx  =fï(Fàx)  — fFdfx  +fàx$F, 
fFdfx  = VSx  — fdFèx , 

et  que  parconséquent 

S fFdx—  Fïx  + /(d  xfF—  dFfx). 

La  quantité  dxfF — d F ïx  se  forme  en  écrivant 
pour  S'F  et  d F , les  valeurs  rapportées  dans  le  n°  3a6  ; 
et  il  vient 

dxSF—  d Fïx — TS(àxfy  — dy^x)  P(  dxS'p — dpi'x') 

+ Q(dxi'q — dg<fx)  -f-  etc. 

puis  mettant  pdx  pour  dy  dans  ce  qui  multiplie  N,  et 
la  valeur  de  fp  (326)  dans  ce  qui  multiplie  P , oa 
trouvera 

dxiy  — dy  J\r  — dx  (<fy — pf'x) 

d xS'p  — àpf'x = cLty  — pdJ'x  — dp<?x =d  ( ry — pi'x), 
d'où  il  suit 

dx/p  — àpf'x  = d ~ ^ A-~ ) 

Si  l’on  change  y en  p et  p ed  q , on  obtiendra  de 
même 

-4,^= 

et  ainsi  de  suite  : faisant  donc 


* 
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il  en  résultera 

dxJy — dy£z = œdx , dr J'p  — dpJx = da> , 

(j/|) 

d jcfq  — dq?x=d  — t etc. 
et  parconséquent 

f{àxJV  — d//’J'x)=  /7Vaidx  + fPàu 

+/Qd^.-t-etc- 

En  intégrant  par  parties  , dans  le  second  membre 
de  cette  équation  , chacun  des  termes  où  il  y a de» 
différentiations  indiquées  sur  la  quantité  a , on  aura 

/d  P 

«dx, 

«dc=«ë-/^' d* 

=?e- af“+/idïl-*d*' 

etc. 

Avec  ces  expressions,  on  obtient 

JJTàxczFJx  + { P~  + etc.  J « 

+ {<?-ctc-}È 

-+■  etc. 

tAAr-S+idë~etc-}“dx- 
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On  étendrait  sans  peine  ce  résultat  à un  plus  grand 
nombre  de  variables  dépendantes  de  x,  en  ajoutant  pour 
chacune  des  termes  pareils  à ceux  qu’on  a trouvés  en 
ne  cpnsidérant  que  y ; mais  ce  qu’il  importe  d’obser- 
ver, c’est  que  si  on  remet  pour  a sa  valeur  j'y  — p$x  , 
la  partie  affectée  du  signe  f peut  alors  s’écrire  ainsi  : 


etc. 


et  l’on  voit  que  dans  ce  cas  le  coefficient  de  fy  et 
celui  de  Sx,  ont  une  relation  qu’on  n’apperçoit  point 
dans  le  n°  précédent  ; ensorte  que  si  on  égalait  à zéro  # 
l’un  de  ces  coefficiens,  l’autre  s’évanouirait  aussi. 

329.  Une  remarque  non  moins  digne  d’attention  , 
c’est  que  si  dans  le  développement  de  ofU(3&j)  , on 
avait 


M — d N -f-  à'P  — d1^)  -f-  etc.  = o 
m — d/i  -f-  d *p  — d'q  -f-  etc.  = o, 

la  variation  fSTJ  serait  entièrement  délivrée  du  signe  / ; 
mais  ces  équations  sont  précisément  celles  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  la  fonction  L’soit  intégrable  par  elle- 
même  : cela  se  prouve  à priori , en  appliquant  à la 
recherche  de  ces  conditions  la  méthode  même  des  va- 
riations. 

En  effet,  soit  U la  différentielle  d’une  fonction  U,; 
on  aura  U—àU,,  et  parconséquent 
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SUv=:SdUlzs:dSUl,  * 

d’où  il  suit  que  si  U est  une  différentielle  complète , 
fU  en  doit  être  pareillement  une  ; et  parconséquent 
lorsqu’on  a fait  sortir  du  signe  /,  dans  l’expression 
de  fSU , tous  les  termes  qui  peuvent  s’intégrer,  il  faut 
que  l’ensemble  de  ceux  qui  restent  soit  nu!  par  lui-meme, 
sans  qu’on  ait  besoin  de  supposer  aucune  relation 
entre  x , y , Sx  et  Sy. 


Le  développement  de  SfVdx , ne  fournissant  que  la 
seule  condition 


montre  que  celle  qui  se  rapporte  à la  variable  x, 
devient  inutile  quand  la  fonction  U est  ramenée  à la 
forme  Vàxy  V ne  contenant  que  x,  y et  des  coefii- 
ciens  différentiels  de_y. 

33o.  Ces  remarques  ne  se  bornent  pas  à l’expression 
de  fU  : elles  s’étendent  également  à celles  de  f/U, 
fffU,  etc.  quel  que  soit  le  nombre  des  signes  d’inté- 
gration ; et  en  cherchant  la  variation  de  ces  dernières 
• formules,  comme  on  a fait  a l’égard  de  fU , on  trouve 
les  équations  de  condition,  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  la  quantité  U soit  la  différentielle  complète  d’une 
fonction  L\  d’un  ordre  immédiatement  inférieur,  d’une 
fonction  U%  d’un  ordre  inférieur  de  deux  unités,  etc. , 
et  ainsi  de  suite.  Soit 


SU  — MSx  4-  NèSx  4-  Pà'Sx  + çæSx  + etc.  î 
-f  mSy  -f-  nASy  -f-  pd'Sy  4-  qd3<fy  4.  etc.  1 ' 

on  aura,  par  ce  qui  précède. 


/ 


( 
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ifu=(N — d/)-f-daÇ — etc.)«Tx-f-(P — dÇ-f-etc.)d:fx 

4-(Q — etc.)d3<Tx-|-etc. 

-f  (n. — dp-f-daq — etc.)<fy4-(p — dq  -f-etc.)d<Ty 

44  9 — etc.)da«fy  -J- etc. 

4-  f(M — diV-f-  à'P—  d3Ç  + etc.)Jx 
-f-  f(jn  — dn4‘dîp  — d3q  4-  etc.)<Jy  ; 

niais  <r/Z7=Jî/,,  et  à cause  que  U,—  d f7a,  il  viendra 

Jt/»  = 6fUt  = // 1/,  —fJfU  : 

on  obtiendra  donc  J 17»  en  intégrant  de  nouveau  <i/ U, 
et  en  faisant  sortir  de  dessous  le  premier  signe  d’inté- 
gration, tout  ce  qu’il  sera  possible  d’intégrer.  On  trou- 
vera ainsi 

J Ut  ~f(N — djP4'dî  Q — etc.)Jx4-/(jP — d Q 4 etc .)  dclx 

~h/(Ç — etc.)d3Jx4etc. 

4 -fin — d p -j-d^q — etc.)Jy4/(  p — dq4-etc.)dcfy 

4-/1 9 — etc.)daJy4'etc-  i 

-h/fiM  — dAr4-d1f> — d3Q  4*  etc.)Jx 
-h/K  m — du  4 dap  — d3q  4"  etc.)cly  ; 

et  en  intégrant  par  parties  les  termes  qui  contiennent 
des  différentielles  de  dx  ou  de  Jy , on  aura 

db\—(P — 2dQ4-3d/î — etc.)Jx-j-(Q — ad/?4-etc.)dcFx 

-|-  (R — etc  ,)da  cfx4-etc. 

\ 

4-(p — 2dq43dr — etc.)Jy  4-(q— 2dr-f-etc.)dJy 

4 -(r — etc.)dac[y4-etc. 

+f(N — o.àP-j-od2  Q — 4d3Æ4-etc.)<)'x 
4 -fin — 2dp-f-3d2q — 4d3r  -f-etc.)dy 
+ffiM— dA4-d3/>— d3Q-f-d‘«— etc.)Jx 
+ff(m  — drt  -|-d“p  — d3q  -\-d^r  — etc.)Jy. 

Telle  . 
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Telle  est  la  variation  demandée,  qui  ne  sera  délivré* 
des  deux  signes  / que  quand  les  équations 

N — ad  P + 3daQ  — ~h  etc.  = o 

n — ad p -f-  3dJq  — /^d3r  -f-  etc.  = o 

M — d N -f-  d iP  — d3Q  -f-d"1/?  — etc.  —o 

m — d«  -f*  d 2p  — d’q  -f-dV  — etc.  = o, 

seront  identiques;  alors  fUt,  étant  intégré  une  seule 
fois , par  rapport  aux  variations , donnera  V% , ou  l’in- 
tégrale seconde  de  la  proposée. 

Soit  pour  exemple  U — x d^y  -f-  adrdy  -j-yd^x; 

en  a SU—  d’yJ'x  -f-  2dj'd<fx-f-ydatfx 

-f-  dax<Ty  -f-  adx’dcfy  4-  xd*Sy , 
M=d*y,  Ar=ady,  P —y, 
m=  d‘x,  n = adx,  p — x 

et  les  équations  de  condition  ci-dessus  deviendront 
ady  — ady  = o 

adx  — adx  = o i 

• J dsy  — ad“y  -f-  d*y  = o 

d“x  — ad*x+  d“x  = o : 

la  fonction  proposée  est  donc  immédiatement  intégra» 
ble.  La  partie  yj'x-f-x/y,  délivrée  du  signe  /,  donne, 
en  l’intégrant  par  rapport  aux  variations , Ut~xy. 

La  marche  des  calculs  précédens  montre  que  la  pre- 
mière intégration  d’une  fonction  différentielle  de  m va- 
riables, exige  m conditions,  quand  ces  variables  sont 
considérées  comme  indépendantes,  et  que  pour  un 
nombre  n d’intégrations  successives  ,#il  y aurait  mn 
équations  de  condition.  Ii  y en  aurait  seulement  m — i 
pour  la  première  intégration , et  n(m — t j pour  toute* 
ensemble  , si  la  fonction  proposée  était  sons  la  forme 
f'Fdx*,  y ne  contenant  que  des  coefficiens  différentiels. 
Cale,  intégr.  ' Ii 


% 
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Des  maxima  et  des  miniraa  des  formules 
intégrales  indéterminées. 

33i.  On  peut  appeller  intégrales  indéterminées, 
les  expressions  telles  que  fyàx , f \/ dz-*  -f-  dy1 , lors- 
qu’on n’assigne  aucune  forme  à la  fonction  y\  mais 
pour  être  susceptibles  de  maximum  ou  de  minimum , 
ces  intégrales  doivent  être  définies  (209) , puisque  ce 
n’est  qu’entre  des  limites  données  qu’elles  auront  une 
valeur  fixe,  quand  y sera  déterminé  en  x. 

Les  principes  exposés  dans  le  n°  i34,  à l’égard  de* 
fonctions  dont  la  forme  est  donnée  , s’appliquent  aussi , 
avec  le  secours  du  calcul  des  variations , aux  intégrales 
indéterminées.  En  effet,  d’après  la  marche  tracée  dans 
le  n°  i2i , le  résultat  de  la  substitution  de 

x-flx,  y + ly,  dx-f-<ldr,  d^-f-tTdy,  etc. 
à la  place  des  quantités  x,  y,  àx,  dy,  etc. 

dans  une  fonction  quelconque  u de  ces  quantités  , 
pourra  s’ordonner  suivant  les  puissances  des  variations, 

Ix,  ly , Idx,  «Tdj,  etc.; 

et  t'a  contiendra  tous  les  termes  de  ce  développement, 
dans  lesquels  les  variations  ne  montent  qu’au  pre- 
mier degré.  Ces  termes , changeant  de  signe  en  meme 
temps  que  les  variations,  doivent,  suivant  la  théorie 
rappelée  ci-dessus,  s’anéantir  lors  du  maximum ’et  du 
minimum  , quelles  que  soient  les  variations  i'x  et  l'y  ; 
il  faut  donc  qu«^u=o.  .Lorsque  utx=.fU , il  vient 
lu  —f  1 U (325);  au  maximum  et  au  minimum  de 
fU,  on  a donc  J1U  — o,  en  observant  que  c’est  entre 
les  limites  assignées  à fU,  que  ftt'U  doit  s’évanouir. 

11  résulte  aussi  de  la  même  théorie  que  la  condition 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  4gg 

= o , n’entrÿne  pas  nécessairement  l’existence  du 
maximum  ou  du  minimum,  parcequ’îl  faut  en  outre 
que  les  termes  où  les  variations  » élèveraient  au  second 
degré  , conservent  toujours  le  même  signe  ; la  discus- 
sion de  ces  dernières  conditions  est  trop  compliquée 
et  trop  délicate  pour  troùver  place  ici. 

33a.  Le  développement  de  f S'il  est  composé  de 
deux  parties  bien  distinctes  (337.)  , puisque  l’une  est 
délivrée  du  signe  /,  et  l’autre  y demeure  soumise;  on 
peut  représenter  la  première  par 

ai'x  + /3 i’y  -f-  et, dJ'x  *f-/2,dty  4. etc. 

et  la  seconde  par  /{x^x  ~t~  }• 

Ces  parties  ne  sauraient  être  comparées  entr’elles  , 
puisque  la  dernière  n’est  point  intégrable , tant  que  t'x 
et  iy  conservent  l’indépendance  qu’exige  la  nature  du 
problème;  et  dans  cet  état  on  ne  peut  la  faire  éva- 
nouir qu’en  posant  séparément  les  équations 

X = °>  4-=°. 

dont  le  nombre  est  généralement  égal  à celui  des  va- 
riations indépendantes  ; mais  lorsqu’il  n’y  a que  deux 
variables,  et  que  U peut  prendre  la  forme  Vdx,  le 
développement  de  la  variation  de  fKàx,  dans  le  n°338, 
fait  voir  que  4 .p , et  que  parconséquent 

ydx  -f-  4dy  = o , condition  d’ailleurs  facile  à véri- 
fier en  particulier  sur  chaque  exemple.  Il  s’ensuit  qua 
les  équations  % = o et  4.  = o rentrent  l’une  dans 
l’autre,  et^qu’il  n’y  a,  entre  y et  x,  qu’une  seule 
relation  qu’on  aurait  également  obtenue  en  posant 
ïx  =0,  c’est-à-dire  en  ne  faisant  point  varier  x ; mais 
cette  hypothèse  restreindrait  beaucoup  , comme  on  va 
le  voir,  les  propriétés  de  la  partie  délivrée  du  signe  f, 
dans  la  variation.  * 

lia 
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Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  équations  indi- 
quées dans  le  n°  3aq , comme  exprimSnt  les  conditions 
qui  rendent  intégrables  les  formules  fU  et  fF’Ax , et 
qui  sont  alors  identiques  , quand  elles  cessent  de  l'être, 
déterminent  la  relation  de  y à x,  par  laquelle  les  in- 
tégrales proposées  deviennent  un  maximum  ou  un  mini- 
mum. On  reconnaît  aisément  que  ces  équations  peuvent 
s’élever  jusqu’à  l’ordre  dont  l’exposant  est  double  de 
celui  de  la  plus  haute  différentielle  contenue,  soit 
dans  U , soit  dans  V. 

333.  Par  l’évanouissement  de  la  partie  affectée  du 
signe  /,  il  vient 

[SU  = aSx  -f-  (iSy  -f-  «,d^x  -f-  Æ,d<jy  -f-  etc. 

et  faisant,  pour  abréger, /<ft/=$,  la  valeur  complète  de 
cette  intégrale  s’obtiendra  en  prenant  la  différence  de 
celles  que  reçoit  la  quantité  < p , à chacune  des  deux  li- 
mites (209);  ensorte  que  si  représente  cette  valeur 
pour  la  première  limite , et  <p"  pour  la  dernière , on 
aura  /<Tt/=ç" — <p',  d’où  il  résultera  encore,  pour  le 
maximum  et  le  minimum  de  l’intégrale  f U , la  con- 
dition 

mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  équation  ne 
contient  plus  que  des  quantités  qui  se  rapportent  aux 
limites  de  l’intégrale  fU,  et  qu 'alors  les  variations  Sx  t 
Sy , <ldx,  Jd^ , etc.  peuvent  être  nulles , ou  seulement 
liées  entr’elles  par  des  relations  données,  selon  que  ces 
limites  seront  fixes  ou  variables.  L’application  géomé- 
trique de  ces  diverses  circonstances , les  éclaircira  suffi- 
samment. 

La  première  a lieu  lorsque  la  courbe  qui  rend 
maximum  ou  minimum , l’intégrale  proposée  , doit 
être  prise  entre  toutes  les  courbes  assujéties  à passer 
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par  deux  points  dont  les  coordonnées  sont. déterminées , 
ainsi  que  tout  ce  qui  s’y  rapporte  , et  que  l’intégrale 
doit  commencer  à l’un  de  ces  points,  et  fipir  à l’autre. 
Six'  et y'  désignent  les  coordonnées  du  premier , x"  et  y" 
celles  du  second , ces  quantités,  appartenant  à toutes  les 
courbes  qu’on  pourra  considérer  dans  la  question  dont  il 
s’agit,  n’éprouveront  aucune  variation  : quand  donc  on 
changera  x et_y  en  x'  et  eny,  puis  en  x"  et  eny",  il 
faudra  faire  ‘ 

Sa/  — o,  /y' = o,  Sx"  — o,  S'y"  r=  o. 

Alors  les  termes  affectés  de  ces  variations  disparaîtront 
d’eux-mémes  de  l’équation  — ç'—o , qui  seraparcon- 
séquent  vérifiée  si  elle  ne  contient  que  ces  termes  -,  et  la 
courbe  déduite  de  l’équation  x,=0  > résoudra  complète- 
ment le  problème  , pourvu  qu’on  l’assujétisse  à passer 
par  les  deux  points  donnés  ; ce  qui  s’effectuera  en  gé- 
néral , par  la  détermination  des  constantes  arbitraires 
comprises  dans  l’intégrale  de  l’équation  citée , qui  sera 
alors  du  second  ordre. 

Si  l’équation  <p" — <p'=o  contenait  de  plus  les  termes 
affectés  de  Sda/,  /dy',  Wx",  /dy" , et  qu’outre  la  con- 
dition précédente  , les  tangentes  de  la  courbe  cherchée 
dussent  avoir,  aux  limites  de  l’intégrale,  une  inclinaison 
donnée , ces  termes  disparaîtraient  aussi  d’eux-mêmes  , 
parceque  les  différentielles  dx  et  dy  n’éprouvant  aucun 
changement  aux  limites,  les  variations  /dx',  /dy,  /dx", 
/dy",  seraient  zéro  , et  feraient  évanouir  les  produits  où 
elles  entrent  : mais  pour  assujttir  la  courbe  cherchée  à 
cette  condition , par  rapport  aux  tangentes  de  ses  points 
extrêmes,  il  faudrait  que  son  équation  contînt  deux 
constantes  arbitraires  de  plus  que  dans  le  cas  précé- 
demment examiné , et  que  parconséquent  l’équation 
différentielle  % = o fût  du  quatrième  ordre.  En  voilà 
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assez  pour  montrer  comment  doit  se  vérifier  i'éqnation 
e * — f — o , lorsque  les  coordonnées  des  limites  et 
leurs  coefficipns  différentiels  ont  des  valeurs  fixes  : je 
passe  aux  cas  où  les  limites  doivent  être  regardées  ~ 
comme  variables. 

334-  On  peut  demander  que  la  courbe  douée  du 
maximum,  ou  du  minimum  de  la  propriété  proposée  , 
soit  prise  , non  parmi  toutes  les  courbes  qui  passent 
par  deux  points  donnés , mais  parmi  toutes  celtes  qui 
seraient  menées  entre  deux  courbes  données  AA'  et 
ne.  55.  BB' , fi".  55  , sans  déterminer  les  points  où  ces  der- 
nières sont  coupées  par  celle  qu’on  cherche.  Il  est 
visible  qu’en  passant  alors  de  la  courbe  AB , à une 
autre  A' B' , les  extrémités  A et  B se  meuvent  ; les 
r abscisses  qui  répondent  au  commencement  et  à la  fin 

de  l’intégrale  , après  qu’elle  a varié , ne  sont  plus 
celles  qui  convenaient  à son  état  primitif,  et  les  or- 
données qui  s’y  rapportent  ont  changé  suivant  la  loi 
établie  par  les  courbes  AA'  etBB'.  Dans  cette  circons- 
tance, les  variations  des  ordonnées  et  celles  de  leurs  abs- 
cisses doivent  avoir  les  mêmes  relations  que  les  différen- 
tielles relatives  aux  courbes  AA',  B B',  relations  expri- 
mées par  les  équations  de  ces  courbes,  qui  sont  don- 
nées : il  est  donc  nécessaire  de  les  introduire  dans  l’é- 
quation f — ç'  = o ; et  pour  la  vérifier  ensuite,  il 
faudra  égaler  séparément  à zéro  , les  coeificiens  des 
variations  qui  resteront  indépendantes. 

A mesure  que  la  fonction  fU  contiendra  des  diffé- 
rentielles d’un  ordre  plus  élevé  , le  nombre  de  termes 
de  l’équation  q>“  — p'  = o , augmentant , on  pourra 
ajouter  de  nouvelles  conditions  aux  limites  ; supposer, 
par  exemple,  que  la  courbe  AB  doft  être  prise  pa  ni 
toutes  celles  qui  touchent  à-la-fois  les  deux  courbes 
AA'  et  BB' . Par  cette  dernière  condition , non-seu- 
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lement  les  coordonnées  x et  y doivent  avoir,  aux  limites 
de  l’intégrale^  les  relations  exprimées  par  les  équations 
de  ces  courbes  ; mais  il  en  doit  etre  de  meme  de  leurs 
différentielles  : ainsi  les  variations  <fdx',  <My,  adx", 
J'dy,  ne  sont  plus  indépendantes,  et  doivent  coïncider 
avec  les  différentielles  secondes  relatives  aux  courbe* 
proposées.  On  pourra  , par  ces  relations  , éliminer 
quelques-unes  des  variations  à dx',  Sày' , S dx",  S&y"  t 
de  l’équation  ç" — <p'=o  ; et  ensuite  on  la  vérifiera  en 
égalant  séparément  à zéro,  les  coefficiens  des  varia- 
tions restantes , qui  seront  entièrement  arbitraires. 

Les  équations  qu’on  se  procurera  par  ce  moyen  , 
établissant  des  relations  entre  les  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  courbe  proposée  , porteront  né- 
cessairement sur  les  constantes  introduites  par  l’inté- 
gration de  l’équation  y=  o,  etseryiront  à les  déterminer. 

335.  Les  applications  éclairciront  ce  qui  précède; 
mais  on  doit  déjà  remarquer  que , puisqu’il  y a des  cir- 
constances où  il  faut  avoir  égard  aux  variations  des  li- 
mites des  intégrales,  si  les  coordonnées  x',  y',  x",  y" , 
de  ces  limites  , entraient  dans  l’expression  de  U,  il 
serait  nécessaire  de  les  y faire  varier , aussi  bien  que  x 
et  y , et  d’augmenter  parconséquent  SU  des  termes 

A' Sx'  -+-  my'  + A"Sx"  -f-  B"Sy" 

+ A\ dJ'x'-t-  B'  ASy'+  A"  AS x"-\-  Æ'.dJy'-f-etc. 
et  comme  les  variations  Sx' , Sy‘ , tfx* , S y" , sont  in- 
dépendantes des  coordonnées  indéterminées  x ety , 
elles  passeraient  hors  du  signe  /,  tandis  que  les  fonc- 
tions A' , A" , etc.,  A\ , A'\  , etc.  y resteraient  soumises  : 
il  faudrait  donc  introduire  dans  la  première  partie  de 
là  variation  SU , les  termes 

Sx' fA'  + Sy'fB'  -f  Sx" f A"  -f-  Sy"fB" 

-f  d Sx' fA\+  d Sy'fâ\  + dJ\r"/^\+  d Sy"fB"l+  etc. 
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en  ayant  soin  de  prendre  ces  intégrales  entre  les  mêmes 

limites  que  la  proposée. 

On  ne  voit  pas  tout  de  suite  ce  que  deviendraient 
les  termes  précédens  , si  l’une  des  limites  était  eiï 
meme  temps  l’origine  des  coordonnées.  On  évite  cette 
difficulté,  en  faisant  d'abord 

x^X-cd,  y=  Y — y', 
et  en  concevant  que  l’origine  des  coordonnées  X , F, 
soit  fixe  , mais  que  les  quantités  x'  ety  soient  variables; 
il  vient  alors 

Sx — SX— Sx' , Sy  — SY—  S'y' . 

Quant  aux  différentielles  dx,  dj,  etc.,  elles  ne  dé- 
pendent point  des  quantités  x'  et  y',  et  ne  prennent 
parconséqueut  aucune  variation  ; l’expression  de  SU , 
devient  donc  seulement 

M ( SX  -Sx')  + NSdX  + etc. 

-f-  m ( S Y — Sy'  ) -}-  n<fdF  -j-  etc. 

Il  est  permis  de  faire  ensuite  x'  , y',  égaux  à zéro , 
pourvu  qu’on  laisse  subsister  les  variations  Sx',  Sy', 
qui  peuvent  être  considérées  comme  le  premier  degré 
de  grandeur  de  ces  quantités  ; alors  X et  Y redevien- 
nent x et  y , et  le  changement  de  l’expression  de  fSU 
se  réduit  aux  termes  — Sx  fM Sy  fm , dont  il  faut 
prendre  les  intégrales  dans  les  limites  primitives. 

336.  Soit  proposé  de  déterminer  y en  x,  pour  que 
l’intégrale  f l/dxa  d y , prise  entre  deux  limites  don- 

nées, soit  un  minimum,  ce  qui  revient  à trouver  la 
plus  courte  ligne  qu’on  puisse  mener  entre  deux  points , 
sur  un  plan.  On  a 

> U - S - dx<fdx-j-dy<fdy 

\/  dx“+dy 


et 
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en  faisant  V7" dx*  4-  dy*  = ds  , et  en  transposant  la 
caractéristique  <h  Intégrant  ensuite  par  parties  , on 
trouve 

et  la  partie  affectée  du  signe  / donne  (332  ) 


. do; 

dïï7=°» 


d.—  d'«4  37=^1=^=^+^ 


Ce  résultat , ainsi  qu’on  devait  s’y  attendre  , désigne 
la  ligne  droite  ; et  les  constantes  qu’il  renferme  ser- 
viront à remplir 'les  conditions  relatives  aux  point* 
entre  lesquels  elle  doit  être  menée. 

La  partie  qui  est  délivrée  du  signe  /,  ou  $(333)  , ne 
contenant  que  les  variations  des  coordonnéestles  points 
extrêmes , s’évanouit  quand  ils  sont  fixes  ; et  les  cons- 
tantes C et  C , se  déterminent  alors  en  assujétissant 
la  droite  proposée  à passer  par  ces  points.  Quand  ils 
ne  sont  pas  fixes , mais  qu’ils  doivent  seulement  se 
trouver  sur  des  courbes  données  , il  faut  que  les  quan- 
tités x'  et  y,  xfl  et  y",  qui  sont  inconnues,  satisfassent, 
ainsi  que  leurs  variations,  à l’équation  — ç'  = 0 

qui  devient 

et  aux  équations  des  courbes  données  , dont  je  repré- 
senterai  les  différentielles  par 

dy  — mdx^  dy  ±z  ndx  ; 
on  aura  donc  (334)  > 

ty  — m'ïx',  Jy"  = n'ïx", 

(d?  t $?)  (tf + m'  ààz) **  =°- 

A cause  de  l’indépendance  des  variations  i'x"  et  S~x', 
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cette  équation  se  partage  dans  les  suivantes  : 

dy"  1 

dx"  + ndy’=:  o,  ou 

dx'4-m'dy'=o  , ou  = l—, 

J ax  m 

qui  expriment'  que  la  droite  proposée  doit  rencontrer 
À angle  droit , chacune  des  courbes  données. 

D’après  l’équation  y — C x -f-  6",  on  a dy  = Cdx 
pour  tous  les  points  de  la  droite,  et  les  équations  pré- 
cédentes deviennent  en  conséquence 

1 -f-  Cri'  = o , t -(-  Cm!  — o ; 
mais  la  constante  C dépend  des  coordonnées  des  points 
extrêmes,  puisque  l'équation  de  la  droite  menée  par 
ces  points  étant 

donnée 

et  substituant  cette  valeur  de  C , 3 en  résulte  les 
équations 

„'(>'-/)  = o, 

dont  la  combinaison  avec  celles  des  courbes  données, 
détermine  les  points  par  où  passe  la  plus  courte  distance 
de  ces  courbes,  et  complète  la  solution  du  problème 
proposé. 

On  arriverait  aux  mêmes  équations  , en  supposant 
d’abord  que  les  points  extrêmes  soient  fixes , circons- 
tance dans  laquelle  on  a , entre  y et  x , l’équation 

y—y=^E$(x-x'i- 


y En  effet,  par  cette  relation,  l’intégrale /l/dr* -f- dy» 
devient,  entre  les  abscisses  x’  et  x". 
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et  la  seule  application  du  Calcul  différentiel  suffit  pour 
déterminer  le  minimum  de  cette  expression  , en  ayant 
égard  à la  dépendance  qu’établissent  entre  x'  et  y' , x“ 
et  y" , les  équations  des  courbes  données. 

C’est  ainsi  qu’on  pouvait  achever  , sans  le  secours  de 
l’équation  ç" — <p'  ==  o , que  les  méthodes  de  Bernoulli 
et  d’Euler  ne  donnaient  pas  la  solution  des  problèmes 
semblables  au  précédent  , toutes  les  fois  que  l'on 
savait  obtenir  l’intégrale  proposée  ; mais  en  considérant 
que  cette  intégrale  est  une  fonction  implicite  des  quan- 
tités qui  se  rapportent  à ses  limites,  M.  Poisson,  au 
moyen  de  la  différentiation  sous  le  signe /(note,  p.  371), 
a cherché  immédiatement , par  rapport  à ces  quan- 
tités, les  conditions  du  maximum  absolu  de  l’inté- 
grale proposée  , et  est  parvenu  à l’équation  <p" — çf=o, 
telle  quelle  résulte  de  la  méthode  des  variations. 

337.  Le  problème  du  n°  précédent  étant  transporté 
dans  l’espace , conduit  à déterminer  z et_y , en  fonctions 
de  x,  dans  l’expression  -f-  d_y“  -j-  dz'\  En  fai- 

sant \/ dx1  -f-  dy*  -f-  dz*  = d.?,  il  vient 


dont  toutes  les  combinaisons  2 à 2 s’accordent  à donner 


et  montrent  que  U ligne  cherchée  est  droite. 


t 


4 


' 4 


La  partie  affectée  du  signe  /,  fournit  les  trois  équations 


dz 

-r—  = const. , 
dx  * 


dy 


dz 


= const. 
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Si  cette  droite  doit  être  menée  entre  un  point  Exe  J 
et  une  surface  courbe  dont  l'équation  différentielle  soit 
dz  = pdr  -f-  qd y, 

il  faudra  qu’à  la  dernière  limite  Sz"  — pSaf  -f-  qSy". 

La  première  étant  fixe,  rendra  $'=o,  et  la  valeur 
de  Sz"  changera  <p"  =.  o , en 

(dx"  + p"àz"  ) Sx"  -f-  (dy*  + q"dz")  Sy"  = o ; Æk 
égalant  à zéro  les  coefficiens  des  variations  indépen- 
dantes, il  viendra 

dx"  -J-  p"dz"  = o , d_y"  -f-  q"dzu  — o , 
d’où  l’on  verra,  par  le  n°  i/fi , que  la  droite  cherchée 
est  normale  à la  surface  donnée. 


Si  la  plus  courte  ligne  cherchée  doit  être  toute  en- 
tière sur  une  surface  courbe  donnée  , il  faudra  que  le» 
variations  Sx , Sy , t'z  , sous  le  signe  /,  satisfassent  à 
l’équation  différentielle  de  cette  surface,  que  je  repré- 
senterai par  dz  = pdx  -f-  qdy  ; on  fera  donc 
• Sz  — pSx  -j-  qSy 

dans  SU,  qui  deviendra,  par  cette  substitution, 

-/{( 


De  la  partie  affectée  du  signe  /,  on  tire  les  équation* 


, dx  , dz 

ddI+PàdJ  = °’ 


, dy  , \ . dz 

d£+^ddj=o 


dont  une  seule  suffit,  conjointement  avec  celle  de  la 
surface  donnée  , pour  déterminer  la  nature  de  la  ligne 
la  plus  courte  qu’on  puisse  mener  sur  cette  surface  , 
entre  deux  de  ses  points. 

En  supposant  que  cette  ligne  doive  être  menée  entre 
un  point  fixe  et  une  courbe  prise  sur  la  même  sur- 
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face , on  aura  d’abord  <p'  = o ; et  désignant  par  dy  — ndx, 
l’équation  différentielle  de  la  projection  sur  le  plan 
des  x , y , de  la  courbe  donnée  , il  viendra  S'y"  = n"S'x1'  ; 
puis  l’équation  ç"  = o,  se  changeant  en 

dr"-f  p“àz"  + (dy*  + q" dz")  n"  = o, 
exprimera  que  les  deux  courbes  dont  il  s’agit  se  cou- 
pent à angle  droit 

338.  Je  vais  encore  chercher  la  relation  de  xày; 


propre  à rendre  minimum  l’expression  ' 

J y'aty—Y)’ 

dans  laquelle  je  considérerai  Y comme  une  fonction 
des  coordonnées  xf  et  y,  x*  et  y,  relatives  aux  li- 
mites (*).  9 

Pour  résoudre  la  question  dans  toute  sa  généralité,’ 
il  faut  faire  varier  Y,  aussi  bien  que  y (335).  Soit 

V/a(_y— F)  — u,  ydx*-j-dy‘  = d s, 


il  viendra 


chz  : 


*y-w 

U ’ 


et/Ji 7—f 

-/{dS '*+(£+<£>}• 


On  tire  des  termes  a frétés  du  signe  /,  les  équations 

, , ày 

rr  + « - .-  = o 


, dx 
àZds=°> 


uds  ’ 


(♦)  Ce  problème  est  celui  de  la  Brachystocbrone,  courbe  le  long 
de  laquelle  un  corps  descend  dans  Je  moins  de  temps  possible' 
4’on  point  à nn  autre. 
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la  première , qui  est  la  plus  simple , donne 

Ce  résultat  indique  une  cycloïde  (ioa^  ; car  si  on  fait 
y — Y— z,  on  déduira 

zdz 


, dzl/ aC*.  \/ z 
dx  = — - ■ : 

i — aC*z 


Va? 


• Lorsque  S'Y  —O,  la’  quantité  ç donne , pour  les  li- 
mites, les  équations 

dx“Sx"  -f-  d y"Sy  — o,  dx' Sx?  dy'Sy  = o , 

d’après  lesquelles  on  reconnaîtra,  comme  dans  le 
n°  336,  que,  si  la  courbe  cherchée  est  menée  entre 
deux  autres,  elle  doit  les  rencontrer  à angle  droit. 
Quand  S'Y  n’est  pas  nul,  il  faut  calculer  la  valeur 

- 0,  entre  les  limites  de  l’intégrale  proposée  ; 
or  l’équation 

dr  i j dy 
— r -f  d-~-  = o,» 

«s  uds 

fournie  par  le  coefficient  de  Sy  sous  le  signe  /,  donne 

/âs  —__.ày 

u3  udr 

et  en  observant  que  S'Y,  ne  dépendant  point  des  va- 
riables indéterminées  x et  y , ne  doit  pas  changer 
d’une  limite  à l’autre,  l’équatjpn  <p“ — qf~o , devient 


• -|-  const. 


ü*d?/r+  u*dï‘ 


. h j n 

u as 


+&>* 


_&L  Sx -y/  Sy'  ’ 

u'  d/"  u'ds'  u'd?y 


o. 


Si  on  prend  seulement  Yx=y' , d’où  il  suit  SY=sSy', 
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on  aura , en  réduisant  et  séparant  les  variations  rela- 
tives à chaque  limite, 


d-r" 


-JV» 


dv" 


puis  faisant  ensuite,  comme  dans  le  n°  336, 

S'y''  = n"Sx\  S/  = m'JV, 

et  se  rappelant  que  —C,  les  équations  ci-dessus 
prendront  la  forme 


C + 


d y"  , 

— trL m • r 


~n~ï~iï  — = O , C+-^rT;m=0, 

i as  u ds 


d’après  laquelle  ri'—m'.  Ce  résultat  fait  voir  qu'aux 
points  où  la  courbe  cherchée  rencontre  les  courbes 
données,  celles-ci  doivent  avoir  leurs  tangentes  paral- 
lèles. De  plus,  l’équation  relative  à la  dernière  limite  , 
revenant  à 

dx"JV  + d/ty"  = o, 

montre  encore  que  la  courbe  cherchée  doit  couper 
à angle  droit , la  seconde  courbe  donnée. 

33g.  Les  problèmes  précédens  se  rapportent  à des 
maxima  ou  à des  mimima  absolus  ; mais  la  question 
de  trouver  patmi  toutes  les  relations  que  peuvent  avoir 
entr elles  les  variables  x,  y,  et  qui  donnent  une  même 
valeur  à f intégrale  indéterminée  /U , , prise  depuis  x—x* 
jusqu'à  x=x",  celle  qui  rend  la  formule  fU  un  maxi- 
mum Ou  un  minimum,  dans  les  mêmes  circonstances  , 
appartient  aux  maxima  et  aux  minima  relatifs.  Elle  se 
résout  en  égalant  à zéro  la  variation  de  la  fonction 
fU+afUt,  a étant  nn  coefficient  constant  indéterminé. 
Ce  n’estpas  ici  le  lieu  de  déraontreren  détail  cette  règle; 
on  conçoit  d’ailleurs  que  si  la  fonction  ci-dessus  est  un 
maximum,  ou  un  minimum,  et  que  l’on  fasse  / U,— A, 


Slü.  TRAITÉ  .ÉLÉMENTAIRE,  et C. 
l’intégrale  fU  aura  toujours  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  des  valeurs  qu’elle  pourrait  prendre  dans  cette 
hypothèse.  Le  coefficient  indéterminé  a sert  à remplir 
la  condition  fU,—  A. 

Si  par  exemple  on  demandait  la  courbe  qui , sous 
un  périmètre  donné , renferme  le  plus  grand  ou  le  plus 
petit  espace,  on  aurait 

fü+  afU,  =/{  ydx + a \/  dx*  dy*  } : 

en  faisant  V' dx*  -f-  dy  =r  dr  , la  partie  de  la  varia- 
tion affectée  du  signe  /,  serait 

-/  { (d.y + ^ ar) Sx  - (dx- ad^  ) h } » 


et  donnerait , pour  déterminer  la  courbe  cherchée  , 

l’équation  dx  — ad  ^ = o , 

dont  l’intégrale  qui  est 


*-«S=c, 

ds 


ou 


dy 


(x — C)dr 
~ V u — (x--  cy’ 


désigne  évidemment  un  cercle  dont  le  .savon  est  a. 

Ce  rayon  se  détermine  d’après  la  valeur  assignée  au 
périmètre  j V dx*  -f-dy*  ; la  constante  C et  celle  qu’in- 
troduirait l’intégration  qui  reste  à effectuer,  peuvent 
servir  à faire  passer  le  cercle  par  des  limites  fixes  et 
données.  Il  est  doué  du  maximum  d’aire,  lorsqu’il  tourne 
sa  concavité  vers  l’axe  des  abscisses  et  du  minimum,  si  le 
contraire  a lieu.  Tel  est  le  cas  le  plus  simple  du  problème 
des  isoperimetres  , ainsi  nommé,  parceque  l’on  n’y  con- 
sidéra d’abord  que  des  courbes  de  meme  périmètre. 
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AU 

TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

DE 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Des  Différences  et  des  Séries. 

Du  calcul  direct  des  Différences. 

540.  D A N s le  calcul  différentiel , on  n’a  fait  va- 
rier les  fonctions  que  pour  considérer  la  forme  des 
termes  de  leur  développement , on  les  limites  des  rap- 
ports de  leurs  accroissemens  à ceux  des  variables  dont 
elles  dépendent  > mais  sans  avoir  aucun  égard  aux  va- 
leurs de  cesaccroissemens.  Dans  le  calcul  des  différences 
au  contraire , le  but  est  de  déterminer  les  accroissemens 
eux-mêmes , en  les  déduisant  non-seulement  de  l’ex- 
pression analytique  des  fonctions , mais  aussi  de  leurs 
valeurs  numériques  ou  particulières , lorsque  l’expres- 
sion analytique  manque.  Je  vais  d’abord  faire  con- 
naître les  signes  qu’on  emploie  pour  distinguer  ces 
accroissemens  . des  différentielles. 

34i.  Quand  lafonction  u,  soit  en  vertu  des  variations 
quelle  éprouve  par  elle-même,  soit  par  l’effet  de  celle» 
Cale,  intègr.  ’ Ivic  * 


n 
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qui  arrivent  à des  quantités  dont  elle  dépend,  reçoit 
une  suite  de  valeurs  diverses,  que  je  représenterai  par 
«i,  u,,  uj, , on  fait 


U, U =3  A U \ 

1 

u,— u,  =Au,  1 

a 3 — u»  — Au,  v, 

(0, 

n* — u*-,— Au„_,  } 

en  se  servant  de  la  caractéristique  A , pour  désigner 
la  différence  qui  existe  entre  les  deux  états  consécutifs 
d’une  même  quantité  (*).  Lorsque  cette  quantité  varie 
par  des  degrés  égaux , les  différences  A u,  A u,,  A u,,  etc. 
«ont  toutes  égales  : c’est  ce  qui  arrive  entre  les  terme* 
de  la  progression  par  différences  (ou  arithmétique). 

Quand  cette  circonstance  n'a  pas  lieu,  on  fait,  par 
analogie , 

[Au, — Au  — A . Au  = A*u 
'Au, — Au,  = A . A u,  =A*u,  / 

> ....(2) 

A u,—  A u„_,=  A . A Un — , — A *£/„_  A 
etc.  • J 


Les  quantités  A *u , A *u, , etc.  étant  les  différences 
des  différences  Au,  Au,,  etc.  & nomment  diffé- 
rences secondes , pour  les  distinguer  des  autres  qu’on 
appelle  différences  premières. 

Si  les  différences  secondes  ne  sont  pas  toutes  égales, 
c’est-à-dire  ne  sont  pas  constantes , on  peut  passer 
à des  différences  troisièmes , qui  s’expriment  ainsi  : 


(*)  Les  chiffres  inferieurs,  déjà  employés  dans  le  cour»  de  cet 
•uvrage , marquent  spécialement  dans  ce  qui  suit , le  rang  gu 'oc- 
cupent les  diverses  valeurs  d’une  même  fonction,  et  sa  nomment 
inJUts. 
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A*«,— -A»u  =A3a 

— A*ii,  = A.Aau,  — A3u, 


4'«.-<!iVI=A  . A»u„_l=A3u 


■(3), 


etc. 


t 


En  poursuivant  de  cette  manière , on  tire  des  va- 
euw  u,  u, , une  suite  de  différences  dont 

le  nombre  des  ordres  est,  au  plus,  égal  à celui  de  ces 
valeurs,  diminué  de  l’unité. 

Soient  pour  exemple  les  nombres  3,  7,  a3  57  • 0n 
en  tire  le  tableau  suivant  : 


dijf.i'". 

dijf.  2'm‘. 

diff.  Zim‘. 

3 

7 

a3 

57 

* 

4 

16 

3 4 

12  * 
18 

6 

dont  la  première  colonne  contient  les  nombres  pro- 
posés , la  seconde  leurs  différences , la  troisième  les 
différences  de  celles-ci,  ou  les  différences  secondes, 
la  quatrième  les  différences  des  différences  secondes" 
ou  indifférences  troisièmes;  ensorte  que  si  on  désigné 
par™  le  premier  des  nombres  proposés , le  premier 
nombre  de  la  deuxième  colonne  sera  A « , celui  de 
la  troisième  A*u,  celui  de  la  quatrième  enfin  a hi: 
et  parconséquent  on  aura  dans  cet  exemple 

“ — 3 , A uz=  4 > &aUz=z  12 1 a 3»  — ç 

On  trouverait  de  la  même  manière  toutes  les  diffé- 
rences d une  suite  quelconque  de  nombres,  en  obser- 
vant que  lorsque  deux  différences  consecutive»  du 

K ka 
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même  ordre  sont  égales,  la  différence  de  l’ordre  sui- 
vant estzéro,  et  que  quand  il  faut,  pour  l’obtenir,  chan- 
ger l’ordre  des  soustractions,  on  doit  lui  donner  le 
signe  — . Voici  un  exemple  où  ces  circonstances  sont 
réunies  : 


diff.i''. 

diff '■  2*"'. 

diff.  3*"'. 

diff.  4'm'. 

diff.  5/me. 

3 

c 

— 2 

3 

. 8 

— 6 

1 

5 

2 

— 6 

O 

e 

1 

. 

— 4 

7 

on  a donc  ici 

I ' 

it=t,  A u=5,  A *u— — 5,  A3u—  8,  A*a= — G,  A 5u=o. 

34a.  H y a entre  les  quantités  u , a, , u, , 113 , etc. , 
et  leurs  différences  successives  des  divers  ordres,  des  re- 
lations telles  qu’on  en  peut  déduire  des  expressions 
de  u,  u,,  u,,  u3>  etc.,  qui  ne  dépendent  que  de  la 
quantité  primordiale  u et  de  ses  différences. 

On  tire  d’abord  des  équations  (1),  (s),  (3)(^ 


u,—u  -f-A« 
u,—u,  +Au, 

Au,  —Au 

-f-A*« 

1 

L’a,  —Vu  -f-A  3« 

-f-Au» 

Au,  =rAU| 

-f-A’u, 

Un— wft_t-fAu„_l 

1 

1 AuB_,  — Aub_3  +Aaa„_„ 

AaaB_a=A3a^_3-f-A:îu„_5; 

puis  faisant  les  substitutions  nécessaires , on  ob- 
tiendra 

* r 
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Ui~U- f-  A U 

us=u-f-2  A u-f-  A“u  ‘ 

i/3=u+3  a «4-3  a "u  4-  A su 


d’où  on  conclut  par  analogie 


. n.  , n(n — i).„  , n(n — i)(n — 2)  . 

wnt=«4 — A’H -AJ«4 — - ^~= - A3u4-ete. 

1 1.2  i.a.3 


puisque  les  coefficiens  numériques  des  expressions  pré- 
cédentes sont  les  mêmes  que  ceux  des  puissances  du  bi- 
nôme : on  pourrait  d'ailleurs  facilement  vérifier  d’une 
manière-  générale  cette  conclusion. 

343-  On  peut  également  exprimer  la  différence  d’un 
ordre  quelconque,  A nu,  par  le  moyen  des  valeurs 

consécutives  u,  u, , u, etc.  on  tire  d’abord  de» 

, équations  (i),  (2),  (3), 

A u=u, — u 
A “«==«„ — auy-f-u 
A 3«=«3 — 3u,4-3w, — u 


et  l’analogie  indique  l’expression  générale 

n . n(n — 1)  n(n — 0(n — a) 

A"u=«B— -U„_,4 —---g -Wn—3-f  etc. 


Je  ne  m’arrêterai  point  à appliquer  ces  formules 
aux  exemples  numériques  donnés  plus  haut;  je  ferai 
seulement  observer  que  l’on  peut  écrire  les  équations 

u,=  (1  4-  ùu)*,  Anu  = (u — 1)", 

pourvu  que  l’on  se  rappelle  de  changer  dans  le  déyelop- 

Kk  3 
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pementdela  première,  les  exposans  des  puissances  de  A u 
en  exposans  de  la  caractéristique  A , et  dans  celui  de 
la  seconde,  les  exposans  de  u en  indices. 

344.  Lorsqu’une  fonction  est  donnée,  rien  n’est  plus 
facile  que  d’en  obtenir  les  différences  successives;  je 
prendrai  pour  exemple  la  fonction  x'".  Faisant  u — rm, 
et  supposant  que  a-  augmente  de  la  quantité  À,  on  aura 

— (x  + ^)m>  et  parconséquent 


1 .2 


Au  = xm=mxm~'h  -4-^^ — — x"_3A* 

1 .3.3 


Pour  passer  aux  différences  ultérieures  A*u,  A3u,  etc. 
il  faut  faire  varier  x de  nouveau,  ce  qui  présente  deux 
hypothèses  ; l’une  consiste  à supposer  que  la  quantité  x * 
prenne  toujours  des  accroissemens  égaux,  et  l’autre  que 
ces  accroissemens'  soient  eux-mémes  variables  : je  ne 
m’occuperai  ici  que  de  la  première.  En  substituant 
x -f-  h au  lieu  de  x dans  A u , on  aura 


riu,=mA(x-fA)m-,-f  ^(x-M^-fetc. 

11  est  visible  que  si  on  développe  l’expression  de  Au, , 
et  que  l’on  en  retranche  celle  de  Au , le  résultat  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  de  h , sera  de  la 
forme 

• • . 

A iu  — m (m — 1 )xm~*h*- f-  Mîxm~3h'i- f M!>xm-*bS+  etc. 

M3,  MKt  etc.  désignant  des  coefficiens  dépendans  de 
l’exposant  m. 


\ 
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Par  une  nouvelle  Sfbstitution  de  i-f-J  dans  cette 
dernière  équation , on  parviendrait  à A “u, , et , en  ob- 
servant que  A3u  — A*u,  — A*u  , on  obtiendrait 

A3u—  m (m — 1)  (m — 2 -f  _V'4xm— * -f-  etc. 

La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  déve- 
loppemens  est  évidente , et  l’on  voit  qne  l’expression 
de  A *u  doit  commencer  par 

m(m — 1 ) ( m — 2)...(m — n -f- 1 ) x”~nhn. 

On  voit  aussi  que,  quand  l’exposant  m est  entier  et 
positif,  le  nombre  des  termes  du  développement  de 
A "u,  ordonné  suivant  les  puissances  de  x,  diminue 
de  l’unité  , lorsque  n augmente  de  cette  quantité  et 
que  quand  n = m,  il  vient 

A ratt:==m(in — OC771 — a) A™. 

Cette  différence  étant  constante , il  s’ensuit  que 
jcelles  des  ordres  supérieurs  sont  nulles. 

On  parvient  facilement  au  terme  général  de  A "u 
en  formant  l’expression  de  cette  différence  par  le 
moyen  des  valeurs  de  u, , u, , u 3 , etc.  sans  passer 
par  celles  de  Au,  A *u , A3u , etc.  Il  est  évident  que 
dans  l’hypothèse  présente  les  valeurs 

u,,  u,,  u3) 

répondent  à 

x + A,  x-f-a/r*.  x-f-3  h, x-f-nfz, 

„ • «■  • 

et  l’on  a parconséquent 

, . , -v. 

— u„ï=(x-f-2À)m, u,=  (x-}-  nh)m; 


on  tirera  de  là 
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A"u=[>+»iA]" [x-L(n—  î)*]" 


+ “-~C*  + C»— a)*3" 


n C n — >)  (n  — g) 
i .3.3 


p-f -(n — 3)  A]"  + etc. 


Si  l’on  désigne  par  i l’exposant  de  A dans  le  terme  géné- 
ral du  développement  de  l’équation  ci-dessus,  l’expres- 
sion de  ce  terme  sera 


mp  — Q(/n— s) (m  — î+  i) 

1.2.3 1 

71  * N . . n ( n — O,  N.  1 

n-_-(n— 1)‘4 — — p—  a)<— etc.j  ; 


mais  comme  on  vient  de  voir  que  le  développement 
de  . "u  ne  pouvait  contenir  des  puissances  de  h dont 
l’exposant  fut  moindre  que  n , il  s’ensuit  que  la  fonc- 
tion 


i n , , n(n  — i ) , . . 

n* (n — î Y 4 -(n — a)* — etc. 

î i .a  4 


» • ... 

composée  de  n-f-i  termes,  est  nulle  tant  que  i <p. 
D’un  autre  côté,  le  coefficient 

m (m  — i)(m — a). . . . (m — i-J- 1 ) 
i .a. 3 i 


s'évanouissant  lorsque  i = i , il  en  résulte  que  la 
plus  haute  puissance  de  h , dans  le  développement 
de  A“u , ne  peut  etre  que  hm. 

D’après  la  propriété  du  monOme  xm,  toute  fonction 
rationnelle  et  entière  de  x a toujours  des  différences 
constantes  , savoir,  celles  dont  l’ordre  est  marqué  par 
J’exposant  de  la  plus  haute  puissance  -de  x,  qui  soit 
dans  la  fonction  proposée.  En  effet,  cette  fonction 
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fctant  de  la  forme  Ax*'  -f-  Bx^  -j-  ^xy-j-  etc.  on  aura 
nécessairement 

A " ÇAx* -f-  BxC-A  Cx‘  -f-  etc.  ) = 

A A".x*+  B A n.x^-f-  C A n.xy+  etc.  (*)  ; 

et  si  <*  désigne  le  plus  haut  exposant  de  x , il  viendra 
pour  le  cas  où  n = «s , 

A*.x*=i  .2. . . A^.x^—o,  A*.  r*=0 , etc. 

ensorte  que 

A*(y£r*-J-  Bx"  - j-  Cxy~{-  etc.)  = 1.2. 5 et  Ah  . 

Il  n’est  pas  nécessaire  d'avertir  que  chaque  fois  qu’on 
prend  la  différence  de  deux  fonctions , cette  opération 
peut  faire  disparaître  une  constante  ; car  les  calculs 
précédens  ne  diffèrent  de  oeux  du  n°  7 , qu’en  ce  que 
l’on  considère  en  même  temps  tous  les  termes  du  dé- 
veloppement de  la  différence , au  lieu  de  se  borner 
au  premier,  comme  pour  le  Calcul  différentiel. 

Au  moyen  de  ce  qui  précède  on  développerait  sans 
difficulté  les  différences  d’une  fonction  composée  de 
puissances  quelconques  de  x \ mais  avant  de  pousser 
plus  loin,  il  convient  de  montrer  comment  les  mêmes 
développemens , et  en  général  ceux  des  différences  des 
fonctions  quelconques,  peuvent  s’obtenir  par  le  moyen 
du  Calcul  différentiel.  -,  - 


345.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences,  • 


(*)  Il  ne  faut  pas  confondre  A”  .x*  avec  Anx*;  car  *a  Prc' 
mière  de  ces  expressions  est  la  différence  de  l’ordre  n de  la  fonc- 
tion i*,  tandis  que  A^x*  = (A"x)'  . 
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quoiqu  étant  bien  distincts,  comme  on  le  verra  dans  la 
suite,  ont  néanmoins  de  grands  rapports  entr’eux,  et 
peuvent  s’appliquer  l'un  à l’autre.  Lorsque  l’on  consi- 
dère le  premier  sous  le  point  de  vue  où  l’a  présenté 
Leibnitz , ou  par  la  théorie  des  limites , il  devient  un 
cas  particulier  du  second  ; on  a dû  le  remarquer  au 
commencement  de  cet  ouvrage  , et  pour  le  confirmer 
encore,  je  déduirai  la  série  de  Taylor,  de  l’équation 

n„z=u+-Au  -f  — ^ A 
i r 1.2 


n(re — i)  ( n — a ) 
1 .2.3 


A 3u  -j-  etc. 


En  donnant  à cette  équation  la  forme 

. net  Au  , nCn  — 1 ) «a  A 1 u 

Un  — Uj H -A - 

1 et  1 . 2 et* 


4 


n(n — î)  ( n — a)*3  A3u 


— + etc- 


et  supposant  que  et  soit  l’accroissement  que  reçoit  x 
lorsque  la  fonction  u devient  u •+■  A u,  la  valeur  w„  sera 
celle  que  prend  u , quand  x se  change  en  x -j-  net.  Faisant 

ensuite  net  — h,  on  aura  et  — - , d’où  on  voit  que  et  di- 
ra 

minue  à mesure  que  n augmente*  et  en  observant  que 


n(rt— 0(«— a)*3==nV(i—  (i— 0 

etc. 

on  trouvera  que  ces  expressions  , relativement  à l’aug- 
mentation  de  n , ont  pour  limites , 
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nV,  nsa.3,  etc.. 


tandis  que  les  rappports 


A u A *u  A 3 1 


-s  » etC- 


ont  pour  limites,  dans  la  même  circonstance,  où  <t  di- 
minue, 

d u d“(4  d3w  \ 

dï’  d^’  dx5’  6tC‘ 

•n  aura  donc 


, du , , d’u  } 

“+EJ+î5r 


d3u  h3 


a ' d.r3  i.a.3 


-f-etc. 


pour  le  développement  de  la  fonction  u , quand  x est 
devenu  x-\-h.  C’est  à peu  près  ainsi  que  Taylor  est 
arrivé  au  théorème  ci-dessus  qui  porte  son  nom. 


Lorsqu’une  fois  on  est  parvenu  au  théorème  de 
Taylor  , la  théorie  analytique  du  Calcul  différentiel 
n’offre  plus  aucune  difficulté  ; ainsi  ce  qui  précède 
suffit  pour  montrer  comment  il  résulte  du  Calcul  des 
différences  (*). 


(*)  Cette  manière  de  présenter  le  Caftai  différentiel  peut  avoir 
scs  avantages,  mais  clic  me  semble  moins  simple  que  celle  dont  j’ai 
fait  usage  au  commencement  de  ce  traité  j au  reste , j’ai  lieu  de 
croire  que  tout  bon  esprit  qni  aura  rapproché  les  divers  points  de 
vue  sous  lesquels  on  présente  ce  Calcul,  reconnaîtra  que  pour 
le  fond  ce  sont  les  mêmes  idées  , et  qu’en  leur  donnant  les  dé- 
veloppemcns  necessaires  on  parvient  toujours  à des  conséquences 
également  évidentes.  Je  ferai  principalement  remarquer  que  de 
quelque  source  que  l’on  tire  le  Calcul  différentiel,  sa  notation  ne 
doit  pas  changer,  et  qu’elle  réunit  tous  les  avantages  que  l’on  peut 
désirer  dans  les  signes  algébriques.  Je  ne  croit  pas  que  ceux  qui 
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3/(6.  A l'aide  du  théorème  de  Taylor,  le  développe- 
ment des  différences  d’un  ordre  quelconque  pour  une 


auront  bien  saisi  l’origine  de  cette  notation  dans  le  no  5,  puissent 
révoquer  en  doute  son  analogie  avec  les  principes  que  Lagrange  em- 
ploie dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques  ; elle  est  même  plus 
propre  que  toute  autre  à en  rappeler  le  souvenir.  Quelles  que 
soient  les  notions  préliminaires,  le  coefficient  différentiel , ou  la 
Jonction  prime  (d’après  Lagrange) , sera  toujours  la  fonction  qui 
multiplie  la  première  puissance  de  l’accroissement  dans  le  dévelop- 
pement de  lu  différence  de  la  fonction  primitive  $ en  prenant  le  pre- 
mier terme  seul  on  aura  une  différence  tronquée,  ou  une  différen- 
tielle, et  cela  9 sans  rien  prononcer  sur  sa  grandeur  absolue,  sans 
rappeleren  aucune  manière  Tidée  d'infiniment  petit.  Le  change- 
ment de  métaphysique  ne  saurait  donc  conduire  h un  changement  de 
notation  , si , comme  il  est  aise  de  s’en  convaincre,  la  notation  an- 
cienne a des  avantages  marqués  sur  celles  qu’on  voudrait  lui  substi- 
tuer. II  faut  d’abord  observer  qu’elle  doit  être  débarrassée  des 

parenthèses  qu’Euler  employait.  En  effet.  ~ et  sont  aussi 
J ' dx  dy 

clairs  que  > Cdÿ)  * Car  ^ SCTIS  ^ fIucsl*on  inique  tou- 

jours si  les  variables x et  y sont  indépendantes  ou  non,  et  empêche 

dz  àz 

dz  gjdx-h.y  dy 

qu  on  ne  confonde  l’expression  avec  — ■ — , qui  ne 

signifie  quelque  chose  qu’autant  qu‘on  regarde  (au  moins  impli- 
citement ) y comme  une  fonction  de  a*.  Voyez  d’ailleurs  le  n°  126. 


Les  notations  employées  dans  la  Théorie  des  Fonctions  ne  me 
paraissent  pas  offrir  les  mêmes  avantages.  Les  acccns  ne  peuvent 
servir  seuls,  que  lorsqu’il  s’agit  des  fonctions  d’une  ou  de  deux  va- 
riables, en  affectant  les  acccns  supérieurs  aux  variations  de  l’une 
et  les  acccns  inférieurs  à celles  de  l’autre.  Pour  aller  au-deh’i,  l’il- 
lustre Auteur  de  cet  ouvrage,  écrit  entre  parenthèses  la  quantité  ou 
les  quantités  qu’il  regarde  comme  variables , et  désigne  par 


f'W,  f'Cr),  f'W, 

f"M,  f"(r).  C{x,y),  f(x,z),  i" {y,  z), 

les  coefBciens  différentiels  dn  premier  et  du  second  ordre  pour  la 
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fonction  quelconque  s’obtient  sans  difficulté  : on  a pre- 
mièrement 


du  h d“u  A*  d3u  h 5 

dr  i dr*i.a  dr’ i .2.3 6 C’ 


fonction  î(xty,  z)  {Théorie  des  ponctions , page  191  Il  a mo- 
difie depuis  sa  notation  dans  le  traite  qu’il  a publie  sur  la  résolution 
îles  équations  numériques,  ou  il  représente  les  memes  cocfïiciens 
comme  il  suit  : 


(O-  (?>  (?)■ 

(£)■ Cf)’  (*>■(£)■(£>•  (£> 


Z>  étant  la  fonction  primitive  proposée. 

En  partageant  avec  toute  l’Europe  le  respect  attaché  au  nonftt 
aux.  travaux  de  Lagrange,  j’oserai  néanmoins  n’etre  pas  de  l’avis 
de  cct  homme  si  justement  célèbre,  sur  les  mutifs  qui  paraissent 
le  porter  à introduire  cette  nouvelle  manière  d'écrire  les  résultats 
du  Calcul  différentiel;  car  je  crois  avoir  prouvé  dans  ce  qui  précède 
que  l’ancienne  n’a  point  en  elle-même  l’inconvénient  de  rappeler 
continuellement  l'idce  fausse  des  infiniment  petits  :et  je  deman- 
derai si  la  multitude  de  parenthèses  très*rcsserrées , qui  résulterait  des 
signes  qu’il  propose  , ne  rendrait  pas  les  formules  aussi  longues  et 
aussi  chargées,  que  l’emploi  de  la  caractistique  d.  J’avouerai  même 
que  sa  seconde  notation  ne  comportant  point  de  dénominateurs 
qui,  dans  l’impression , exigent  une  double  ligne,  me  paraît  pré- 
férable h sa  dernière,  semblable  à celle  d’Euler  et  de  Waring,  dont 
elle  ne  diffère  que  par  les  accens  qui  tiennent  la  place  des  J , 
dont  le  premier  se  servait  avec  tous  les  Géomètres  sortis  de  l’écoîe 
de  Leibnitz,  et  des  points  dont  le  second  a fait  usage,  ainsi  que 
tous  les  Géomètres  anglais.  Voici  un  exemple  de  chacune  «1e 
ces  notations  : 


J’obsencrai  que  la  dernière  priverait  souvent  les  analystes  de  la 
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et  comme  Au  est  ce  que  devient  Au,,  lorsque  x se 
change  en  x -}-  h , il  s’ensuit 


Au,=  Au 


h 

X 


d“  A u h*  d ! Au  h3 
^~düF~T72^  <Lr> 


d’où 


faculté  de  représenter  des  quantités  analogues  par  la  même  lettre 
accentuée  diversement,  ce  qui  serait  un  inconvénient  assez  grave. 


C’est,  je  pense,  un  principe  avoué  de  tout  le  monde,  qu’il 
ne  faut  changer  les  lignes  reçus  que  lorsqu’ils  sont  en  contradiction 
manifeste  avec  les  idées  qu’ils  doivent  représenter,  ou  lorsqu’on  peut 
les  abréger,  ou  enfin  lorsqu’en  les  modifiant , on  les  rend  propres 
à développer  de  nouveaux  rapports  qu’on  n’aurait  pas  appcrcus 
sans  cela.  Les  signes  du  Calcul  différentiel  ne  sont  dans  aucun  de 
ces  cas:  tout  ce  dont  Lagrange  a enrichi  l’Analyse  dans  sa  Théorie 
Fonctions  , et  dans  son  Traité  de  la  résolution  des  équations 
numériques , peut  être  exprimé  avec  autant  de  simplicité  que  d’élér* 
gancc  par  les  caractères  usités,  comme  on  peut  le  voir  dans  le 
Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  (in-4#)  pour 
lequel  j’ai  profité  avec  empressement  de  plusieurs  remarques  im- 
portantes insérées  dans  les  cxcellens  écrits  que  je  viens  de  citer.  Il  y 
a plus , j'ai  la  persuasion  que  le  Calcul  des  fonctions  ne  saurait  at- 
teindre h rien  que  le  grand  Géomètre,  qui  en  est  Pinvcoteur,  ne 
puisse  déduire  du  Calcul  différentiel.  On  ne  saurait  d’ailleurs  con- 
tester que  le  passage  de  l’Algèbre  au  Calcul  différentiel,  ce  der- 
nier étant  présente  comme  l’a  fait  Lagrange  dans  les  Mémoires  de 
l’Académie  de  Berlin,  pour  l’année  177a,  ou,  comme  je  l’ai  fait 
d’après  lui,  dans  le  premier  volume  de  mon  Traité  i/i-4°,  et  même 
par  les  limites  comme  dans  celui-ci,  ne  soit  aussi  simple  que  le  passage 
de  PAlgèbre  au  Calcul  des  fonctions.  Enfin  je  crois  qu’avant 
d’adopter  de  nouveaux  signes,  il  faut  penser  à l’embarras  qu’cjHxm- 
veraient  ceux  qui  étudient  les  mathématiques,  d’avoir  à rapprocher 
sans  cesse  des  formules  et  des  opérations  analogues  rendues  par  des 
caractères  différens  ; et  c’est  la  crainte  de  voir  ouvrir  cette  nouvelle 
source  de  difficultés,  qui  m’a  engagé  à entrer  dans  des  détails  dont 
la  longueur  sera  justifiée  par  l’influence  que  ne  peut  manquer 
d’exercer  l’homme  célèbre  qui  semble  projeter  une  révolution  à 
cet  égard. 


I 
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dx  i ' dx 

t 

on  trouvera  de  même 
A3ur= 


1.2  * dx-’  1.2.3 


5a7 
+ etc. 


d A ‘u  h 
dx  1 


d“  Aau  Aa 


A lu- 
tte. 


dx1  1 .a 
d A3n  A 

dx  î 


-f-etc. 


-f-etc. 


En  effectuant  les  développemens  successifs  indiqués 
ci-dessus,  il  viendra 


A2u  — 


d2u  A1  d3u  A3  d4u  A* 

«Lu2  î dx3  2 dx+2.3^~etC' 


tfu  A3 
dx3  2 


d*u  A* 
dx4  2.2 


va  rt  , » . 

+ 3jT  + jnr:  + etc- 


, d^u  A ♦ 

+d?r3+etc- 

H serait  facile  de  trouver  la  loi  que  suivent  les  termes 
de  cette  expression , mais  on  y parvient  d’une  manière 
plus  générale  , au  moyen  de  l’analogie  qui  existe  entre 
la  différentiation  des  quantités  et  leur  élévation  aux 
puissances  , analogie  dont  le  u°  ia5  renferme  les  pre- 
mières traces. 

» 

347.  On  a vu  (»4  ) que 

f 

k. 

: . x*  . : 


e*  = 1 


1.3  1.2.3 

» . 

et  il  suit  de  Cette  formule  que 


-f»  etc. 
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du , 

,c*=1 

du  h du* 

A*  du1  h3  ' 

% 

1 ptp 

du , 
dF 

P - 1 

’ dx  î 
du  h 

1 dx-* 
du* 

1 . 2 dxJ  1.2.3 
A*  du1  h' 

J*  vlL. 
J ci  t y* 

V 1 

dx- 1 

f dF 

1.2  1 dx-J  1.2.3 

7-  etc. 

Si  maintenant  on  transporte  les  exposans  des  puissances 
de  du  à la  caractéristique  d , le  second  membre  de 
l’équation  précédente  deviendra 

d u h d’u  A*  dn«  h 3 

dx  i ' dx*  1.2'  dx;s  i.a.3'  etC’ 

et  sera  la  même  chose  que  A u ; on  aura  donc 


u u,  h 

A u = e^ x — 1 , 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre 
on  transporte  à la  caractéristique  d les  exposans  des 
puissances  de  du. 


D'après  ce  résultat , Lagrange  a remarqué  le  premier 

(rh  'Y 

qu’on  avait  en  général  A nu—  V eax  — 1 / , 
en  observant  toujours  de  transporter  à la  caractéris- 
tique d les  exposans  des  puissances  de  du  ; et  voici 
comment  Laplace  a démontré  cette  proposition  : ^ 


Il  est  évident  par  ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  précédent, 
que , quelle  que  soit  l’expression  de  AV,  on  doit 
avoir 


dxn+a 
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A , A ",  etc.  désignant  des  coefliciens  qui  ne  dépendent 
que  de  n.  Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes 
les  formes  que  petit  prendre  la  fonction  u , conviendra 
nécessairement  au  cas  où  u.  — e*\  mais  alors 

, X 

du  d*u  d3u 

di  — “ d?  ~etC<  ~ e‘ 

Au=e*+* — ex=et(el'—i),  A *u=(e* — i)(ex4‘'1 — e*)=eI(e* — 
Aau=ex(eh — i)3 A*u=:ex(eh— -1)*. 


Substituant  cette  valeur  de  A "u  , dans  le  premier 
membre  de  l’équation  posée  plus  haut,  et  celles  de 

x-  . , etc.  dan»  le  second , il  viendra 

<Lc  dr*  ’ 


(e4—  1 )«= A»4-  A'hn+‘  •+■  A“h'+‘  + etc. 

. *•  » . . • „ . , 

d’où  il  suit  que  les  coefliciens  A',  A“,  etc.  doivent  être 
les  mêmes  que  ceux  du  développement  de  (e4 — 1)*, 
puisque  l’accroissement  h doit  demeurer  indéterminé. 
Il  ne  peut  d’ailleurs  exister  aucune  difficulté  à l’égard 
des  coefliciens  différentiels  de  u , qui  se  déduisent  tous 
des  puissances  de  du  par  le  changement  indiqué  dans 
les  exposans. 

La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  diffé- 
rences se  retrouve  dans  les  fonctions  d’un  nombre  quel- 
• conque  de  variables  , et  se  prouve  d’une  manière  ana- 
logue. 

dn  . du 

h i — h 

348.  De  x — ion  tire  erx  =i-f-An;et 

si  on  prend  les  logarithmes  de  part  et  d’autre , il 
viendra 

Cale,  intégr. 


L1 
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t 

i“i  = l(i+AB). 

Lagrange  a encore  reconnu  que  cette  équation  se- 
rait vraie , si  dans  le  développement  del(i-f-Au), 
on  transportait  à la  caractéristique  A , les  exposan* 
des  puissances  de  Au;  on  aurait  par  ce  moyeu 

Au — j A*u-|- j A3u  — ^ A+u-f-etc.  (a8). 

Au  lieu-de  m’arrêter  à démontrer  ce  cas  particulier, 
je  vais  prouver  qu’en  général 

^A”={l(i+ Au)}*, 

en  changeant  Au“,  A us,  etc.  en  A *u,  A 3u,  etc.  Il 
est  visible  que  la  question  revient  à déterminer  les  coef- 

ficiens  différentiels  ~ , t-t,.  . .etc.  en  fonction  des  dif- 
dx'  dx* 

férences  successives  de  u , et  que  pour  cela  on  a des 
équation*  de  la  forme 

A*«  te- 

te. 


A*+,«zai 

An+Îu=a 


d*"Mu 

dx'"*'* 


An+*- f-etc.  » 


dans  lesquelles  les  coelliciens  différentiels  ne  montent 
qu’au  premier  degré  ; on  peut  donc  faire 

— ^ A “it-j-B'  A ”'Hu- f-JS*  A *j-*K  - f-£*  A '’+’u-f.  etc. 
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On  obtiendrait  facilement  la  valeur  des  coefficiens  in- 
connus B't  B"  t Bm,  etc.  par  l'élimination  successive  de 


d**~'u 

dr'w_i 


- hn+l, 


d n+*u 
dx'1'1"* 


ha+* , etc.; 


mais  puisque  l’équation  hypothétique  doit  avoir  lieu, 
quel  que  soit  u , elle  subsistera  encore  lorsqu'on  y 
fera  u = e*,  ce  qui  donnera 

à‘u 

g— -=e*  et  A'nsae*  (e<— i)1. 


quelque  valeur  qu’ait  le  nombre  entier  i ; et  on  trou- 
vera parconséquent 

A"  = (e*~  i)n-f-j5,(e* — ly+‘+B\eh— 1)»+*+  etc. 

Pour  mettre  en  évidence  l’identité  des  deux  membres 
de  cette  équation  , il  suffit  d’observer  que 

A"  = { 1 C » +ek—  i)}", 

parceque  le  développement  de  1 ( i — i),  ordonné 
suivant  les  puissances  de  eh — i , et  qui  est 


eh — i — v(e* — 1)*+ 1 (e4 — i)S — ï(e* — O4  + etc. 

étant  élevé  à la  puissance  n , deviendra  comparable  à 
la  série 

(e<>  — i)»  -f-  jS'  (e4—  j)»+«  -f-  5"(e* — -f  etc. 

* 

« 

dont  les  coefficiens  numériques  B',  B",  etc.  seront  par- 
conséquent  déterminés.  Si  l’on  écrit  Au,  à la  plaça 
ùnu  ^ 

de  e4 — x,  et^-  /i'*  à celle  de  h* , on  aura  l’équa- 

tion^A"^  {l(i-f-Au)]'1,  posée  précédemment, 

Lia 
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En  faisant  pour  abréger  eh  — 1 = « , et  dévelop- 
pai (« — f et*-}-  j «t3 — j*4+  etc.)*,  suivant  les  puis- 
sances de  <*,  par  la  méthode  du  n ° 4$  > oa  obtiendra 
les  valeurs  de  B ' , B",  etc. 

Application  du  Calcul  des  différences 
à V interpolation  des  suites. 

34g-  L’un  des  principaux  usages  du  calcul  des  dif- 
férences , a pour  objet  Y interpolation  des  suites , 
opération  qui  consiste  à insérer  entre  les  termes  d’une 
suite,  de  nouveaux  termes  assujétis  à la  même  loi  que 
les  premiers.  Pour  cela  on  regarde  les  différens  termes 
de  cette  suite  comme  des  valeurs  particulières  que 
reçoit  la  fonction  qui  exprime  le  terme  général , lors- 
qu’on assigne  également  des  valeurs  particulières  à la 
variable  d’où  dépend  ce  terme , et  qui  dépend  elle- 
même  du  rang  qu’il  occupe  dans  la  suite  proposée. 
Quand  l’expression  de  ce' terme  est  donnée,  on  en 
tire  autant  de  valeurs  qu’on  veut-,  mais  il  n’en  est 
pas  ainsi  lorsqu’on  ne  connaît  qu’un  certain  nombre 
des  premiers  termes  de  la  suite , ce  qui  est  le  cas 
ordinaire  auquel  on  applique  l’interpolation. 

Il  faudrait  alors  déduire  l’expression  analytique  d’une 
fonction  , de  celle  d’un  nombre  limité  de  valeurs  nu- 
mériques, ce  qui  ne  se  peut  quand  la  forme  de  la 
fonction  est  inconnue  ; car  on  doit  observer  que  ce  pro- 
blème revient  à former  l’équation  d’une  courbe  pas- 
sant par  les  points , dont  les  v aleurs  de  la  variable  in- 
dépendante représentent  les  abscisses , et  celles  de  la 
fonction  les  ordonnées , et  qu’en  quelque  nombre  que 
soient  ces  points , ils  ne  sauraient  particulariser  la 
courbe , si  elle  n’est  pas  donnée  d’espèce.  Mais  comme 

. / 
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en  ne  cherche  à interpoler  une  suite  que  dans  des  es- 
paces très -resserrés,  on  conçoit  que  l’expression  de 
son  terme  général  est  développée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  sa  variable , et  qu'il  est  permis  de  se 
borner  à un  petit  nombre  des  premières  puissances  de 
cette  variable  ; par  ce  moyen,  la  forme  de  la  fonction, 
qui  est  alors  rationnelle,  se  trouve  • déterminée. 

Ainsi  sachant  qu’aux  valeurs 

x,  x, , xt,  x3,  etc. 

d’une  variable  quelconque,  répondent  les  valeurs 
u,  »,,  u,,  u3,  etc. 

d’une  fonction  de  cette  variable , on  suppose  que 
l'on  ait  pour  toute  autre  valeur  x', 

v!  -f-  -f-  yx'*  -f-  «Ta/3  etc. 

• 

et  on  détermine  les  coeiEciens  a.,  @ , y , etc.  par  la 
condition  que  u!  devienne  successivement  u , u, , u% , etc. 
lorsqu’on  change  a/  en  x,  x, , x, , etc. 

Cette  détermination  présente  deux  cas  : le  premier  , 
dans  lequel  les  valeurs  x,  x, , x»,  x3,  etc.  sont  équi- 
dijférentes , se  résout  immédiatement  par  l’expres- 
sion de  un  du  n°  34a. 

En  effet , quand  on  arrête  la  série 

u'  — a -f-  IZx'  -J-  yx '*  + etc. 

à l’un  de  ses  termes,  que  je  désignefai  par  /sa/"*,  et 
qu’on  prend  les  valeurs  de  x'  dans  la  progression 
x , x-\-h , a;+3 h , etc.  la  fonction  u a , dans  l’ordre  m, 
des  différences  constantes,  et  parconséquent  à la  va- 

JL1  3 


i. 
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leur  x-f-  nh  de  la  variable  x répond 


u,=  u-j--Au-f-  — A *it 

1 1.3 

«(«— Q.  ■■(>»— m+Q 

1.3 . . . .m 


Dans  cette  formule,  les  quantités 

u.  Au,  A*u,  etc.  (340 


sont  des  nombres  ; si  on  y fait  x -f-  nh  = a/,  d’où 

il  suit  71=’ — r — , elle  se  transformera  en  une  fonction 
h 

rationnelle  et  entière  de  x',  du  même  degré  que 
l’expression  de  u'  ; et  puisqu’elle  se  change  en  u, 
u,,  Ut,  etc.  lorsqu’on  y met  o,  1 , 3,  etc.  pour  n, 
elle  prendra  les  mêmes  valeurs  quand  x'  deviendra 
x,  x-f/j,  x-f-a h,  etc.  : elle  sera  donc  la  fonction 
demandée. 


On  peut  la  simplifier  en  faisant  x'  = x h!  , ce 
qui  donne 

h' 

n—-r,  et  u,  = u = 

A'  h' (h' — A)  , , k'(h'-h)(h'—2h)  , , 

+ A “+ — ora — A “+"c- 


Enfin  si  on  représente  u' — u par  A 'u,  il  viendra 


h\h'—h-) 
’ A.sA 


A*u 


, l,\h'—h)(k'--Qh) 
■*  h.2/l.5h 


A 3u-f-  etc. 


35o.  La  formule  que  je  viens  de  présenter  se  dé- 
duit aussi  du  théorème  de  Taylor,  au  moyen  du 
n°  347,  qui  fait  connaître  les  coefficient  différentiels 
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par  les  différences.  En  effet  l’équation 

~/2;=  A ‘u+  A'  A ■'+’«  + A"  A +A"  A >+3u  -f  etc. 

donne 

J£—i(Alu  + ^AH*a+'f&‘+*u  + ete‘), 

Si  on  tirait  successivement  de  cette  équation  les  va- 

, , du  d*u  d’u  , 

leurs  de  — , — j,  , etc.  pour  les  substituer 

dans  la  série 

, du  h'  , d4u  A'4  , d3«  h'3  , . 

» + j h -5-3 + 5+  'te. 

dx  î dr*i.a  ^dx-’i.a.3 

qui  exprime  ce  que  devient  u lorsque  x devient  x-j- A', 
on  aurait  un  résultat  de  la  forme 

ets. 

B’ , B ",  Br, , B ", , Bm, , etc.  étant,  ainsi  que  A',  A ",  etc. 
des  coefficiens  numériques  indépendants  de  h ; et  dési- 
gnant par  A'u  l’accroissement  que  reçoit  la  fonction  u 
dans  le  passage  de  x à x + K,  il  viendrait 

i+  A 'u=x.\+b^  Au+Çb'  -|~f  B"  ^ A ’u-J-etc 

Cette  équation  devant  avoir  lien , quel  que  soit  « , 
subsistera  encore  dans  le  cas  où  t r=e* , et  sc  chan- 
gera alors  en- 
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ev=i  + y (e*-0  + (^y+^  y)o*-0*  + etc. 

équation  dont  on  ramène , par  le  développement , le 
premier  membre  à la -meme  forme  que  le  second,  en 

observant  que  e*'=Qi-f-(e4— i)]  ^ ; et  comme  en  re- 
mettant dans  la  seconde  Au,  A ‘u , etc.  à la  place  des 
quantités  eh — 1 , (ek — 1)*,  etc.  on  retombe  sur  le  dé- 
veloppement de  î -f-  A 'u,  on  doit  en  conclure  que 

V 

1 -f-  A'u=(  î + Aa)  h , 

pourvu  qu’on  se  rappelle  de  transporter  à la . carac- 
téristique A , dans  le  second  membre , les  exposans  des 
puissances  de  Au. 

Ce  résultat , aussi  simple  qu’élégant , a été  présenté 
par  Lagrange  comme  une  conséquence  de  l’analogie 
que  les  différences  ont  avec  les  puissances.  En  effet, 
du , 
dïk 

il  suit  de  l’équation  e =s  i -f-  Au  ( 3<$8  ) que 
h’ 

= (i-(- Au)\  ce  qui  donne  sur-le-champ 
h'  du 

!-f  A'u=(i-f  Ait)\  puisque  =i-j-A'u- 

En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière 
équation , ainsi  qu’il  a été,  prescrit , on  trouvera  , 
comme  dans  le  n®  précédent. 


dar 


A'u=jAu 


A *u 


A'(é'-A) 
é.u  A 

, hXh'-h)(h'-ah)  , , , 

•+ — ora — Au  + 


etc. 
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So  i . Je  passe  maintenant  à des  applications.  Si  l’on 
désigne  par  u'  ce  que  devient  u , lorsque  x se  change 
en  x-f -A',  on  aura  u'  = u -f-  A'u;  e t il  est  visible  que 
pour  tirer  parti  de  l’expression  de  A'u,  il  faut,  ou  qu’elle 
se  termine , ou  du  moins  qu’elle  forme  une  série  con- 
vergente. Le  premier  cas  a lieu  toutes  les  fois  que  la 
suite  des  différences  Au,  A'u,  A 3u , etc.  se  termine 
elle-même , c’est-à-dire  , lorsque  l’on  parvient  à un 
ordre  dont  les  différences  sont  constantes  , ce  qui 
rend  milles  celles  du  suivant. 

Soit  d’abord  la  suite 

3,  7,  19,  3g,  67,  etc. 

correspondante  aux  indices  ^ 

o , 1 , a , 3 , , 4 , etc. 

. t.  .. 

on  a pour  ce  cas, 

u— 3,  x=o,  A=  1,  A n— 4 , A*u=8,  A 5u=o 

l’expression  de  A 'u  se  réduit  à ses  deux  premiers 
termes,  et  l’on  obtient  par  son  moyen 

A ' u = 4h'  + 4h'  (A'—  1 ) = 4*'*  : 

ainsi  pour  l’indice  A',  3 viendra  u'  = 3 -f-  En 

prenant  h’=\,  par  exemple,  on  trouverait  que  le 
terme  correspondant  £ cet  indice  est  a8. 

Soit  encore  la  suite 


1,  4,  a,  5,  9,  1G,  etc. 

en  prenant  les  indices  comme  à l’ordinaire , savoir  : 


o, 


3, 


4 , 5 , etc. 
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et  formant  les  différences,  on  trouvera 


/*=!,  u—1,  A iz=3,  A*u— — 5,  A3u=8,  A4w= — 6,  Aiu~o, 


d’où  on  tirera 


1 1.3  1.2.3, 

rh'(h'-iXh'-*Xh'-3) 

1.2. 3. 4 

en  réduisant  cette  expression , et  l'ordonnant  par  rap- 
port aux  puissances  de  h',  on  aura 

, _ 12+  n6A'—  1 1 iy»+54A/3-3^ 

12 

Il  est  important  de  remarquer  que  l’expression  de  u.’ , 
dans  cet  exemple  et  dans  le  précédent , étant  rigou- 
reuse, et  convenant  à toutes  les  valeurs  de  h',  offre 
le  terme  général  delà  suite  proposée,  puisqu’elle  en 
donne  tous  les  termes  particuliers  en  y faisant  suc- 
cessivement h'  = o , h'=  1,  h'=  2,  etc.;  et  quoique  je 
n’aye  rapporté  que  les  premiers  termes  de  cette 
suite , on  peut  la  continuer  aussi  loin  qu’on  voudra , 
suivant  la  loi  observée  dans  ces  termes.  Il  en  sera  tou- 
jours de  même  quand  la  série  proposée  aura  des 
différences  constantes,  parceqn’eDe  ne  peut  résulter 
alors  que  des  valeurs  successif?  d'une  fonction  algé- 
> brique  rationnelle  et  entière. 

Les  cas  auxquels  on  applique  le  plus  fréquemment 
la  formule 


* 


. / **  . JStf'-h)  , h'(h'—h)(h'—ah)  A , 

A 'u—T-  A u-| — A ’u-j — i i Asu  + etc. 


y 

h 


\.zh  A.2Â.3A 

i t » * 

sont  ceux  danslesquelslesdifférences  A u,  A ‘u,  A3u,  etc. 
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yont  en  décroissant , parcequ’alors  elle  est  conver- 
gente. En  voici  un  exemple  tiré  des  tables  de  logarithmes. 
Je  suppose  qu’on  veuille  obtenir  le  logarithme  ordinaire 
de  3,i4i  5q26536,  par  le  moyen  d’une  table  contenant 
les  logarithmes  depuis  i jusqu’à  1000,  avec  dix  déci- 
males -,  on  regardera  alors  les  logarithmes  contenus  dans 
la  table  comme  ddg^eurs  particulières  de  la  fonction  u , 
les  nombres  commeles  indices  auxquels  répondent  ces 
valeurs  ; et  09  formera  le  tableau  suivant  : 


u =0,4969396481 
u, = 0,4983 1 o5538 
um— o , 4996870826 
w3  =0,5010592622 
«4=0,5024271200 


13809057 

13765288 

13721796 

13678578 


—43769 
— 43492 
—43218 


+377 

+274 


—3 


dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de 


3,i4,  3,i5,  3, >6,  3,17,  3,i8, 

la  seconde  leurs  différences  premières , la  troisième 
leurs  différences  secondes,  la  quatrième  leurs  diffé- 
rences troisièmes , et  la  cinquième  leurs  différences 
quatrièmes  qui  se  réduisent  à trois  unités  du  dernier 
ordre.  On  aura  par  ce  moyen 

A u=-!' 0,001 3809057 , A *n=— 0,0000043769 , 
A 3u=  4-0, 0000000277,  A A ri= — o,ocooooooo3  ; 

et  comme  h= 0,01,  h'=  o,ooi5926536 , 

on  obtiendra 


o,i5926536  , -o,4flo36732 

k — ah  k v . 

“3^"  = 3Â—  ^ = ~°j6 1 v 


y— 3 h_K 

4 h 4& 


j= — 0,71018366  : 


t 


\ 
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avçp  ces  valeurs  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombre» 

la  formule 


, , h'  A , h\h’-h)AA  , hXh'-h)(h'—sh')  A , 

* =U+7T A Uh  Au+ — ora — A “ 

. h' Qï — h)(h' — a/i)(A' — ZK) 

"**  h.zh.sh.xh  ~r  ’ 

41 

qui  donnera  u'=  0,4.97  i49®7a®- 


II  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  exprimés  par  beaucoup  de 
chiffres , mais  le  précédent  est  très  - propre  à servir 
d’exemple  pour  la  méthode  d’interpolation.  On  doit 
reconnaître  déjà  que  cette  méthode  s’étend  à beaucoup 
d’autres  cas  ; elle  est  surtout  d’un  très-grand  usage  dans 
les  calculs  astronomiques. 

35a.  Lorsque  les  valeurs  x,  xlt  xt,  Xj,  etc.  ne 
sont  pas  équidifferentes , on  emploie  immédiatement  la 
formule 

u'  = * -f-  &x'  -f-  7X%  + fcc'3  + etc. 

dans  laquelle  la  substitution  des  valeurs  particulières 
x , x, , Xa  1 X3,  etc.  fournit  les  équations 

u ~a-\-0x  4-<lx3  -f-etc. 

n,=a+;3xI-f-^xa,-)-^'x\-f'etc. 

u2—*  -f  (S.r,-f-^a^ï-f-^'x,s-f-etc. 

7/3==*-{-j2x3  ■|->xa3-|-Jx^3-}-etc. 

etc. 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à celui  des  coefliciens  in- 
déterminés et,  $,  y,  etc.,  et  voici  comment  on  ob- 
tient l’expression  de  ces  coefliciens  : 

En  retranchant  successivement  la  première  équation 
de  la  seconde , celle  - ci  de  la  troisième , etc.  on  par- 


ât 
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vient  des  résultats  respectivement  divisibles  par 
x, — x,  x» — x, , X3 — x,,  etc.  et  d’où  l’on  tire 

— — — =Æ4-y(xI4-x  )4- J'(x“,-f-x,x  -f-x*  )4-etc. 
x, — x 

u'~u'  ■=$  -f  y (xa + x.) + «t(x\ 4- x,x,+ x*,)  + etc. 

Xa— X, 

— — —=&+y  (x3 -fx.) -f- ^(x-23+  x1.) 4- etc. 

X3— 

etc. 


Posant  pour  abréger 


Ua  Kl 
X, X, 


U,, 


U3  — a. 

Xj — xa 


U, , etc. 


on  aura  les  équations 


U = j3  4-^(x,4-x  ) 4-^(x*,4-x,x  4-xa)4-  etc. 
v,  =0  + >(xa4-x,)  4-^(x’a  + x,x,4-x'*I)  4- etc. 
l/a=g4-3,(X34-X»)  4-^(x*3-f  X3X»4-X%)4-  etc. 
etc. 


retranchant  encore  U de  U, , U , de  Ut , et  ainsi  de 
suite,  et  désignant  par  U',  l)'t , etc.  les  quantités 

u,— u u,—  u,  otc 

X* — x’  X3 — X,  " . 


on  trouvera 

t 

V = y 4-  ^(xa  4-  x,  4* x ) 4“  etc. 
U\=  y 4-  + x*  + *1  ) + etc. 

d’où  cm  tirera 


U't—U'  = <T(xj  — x)  4*  etc. 

Maintenant  si  l’on  fait 


5 4* 
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ou  aura  U" =S  + etc. , et  si  pour  fixer  les  idées  on  ne 
suppose  que  quatre  termes  à l'expression  de  u,  l’opé- 
ration sera  terminée  à l’équation  ci-dessus  ; prenant 
la  valeur  qu’elle  donne  pour  / , et  remontant  à celles 
de  y,  (3 , <t , par  le  moyen  des  expressions  U',  U et  u, 
il  viendra 

i'—U" 

y=U'—V  (xa-f-x,+x) 

0 = u — V (x,  -f-  x)  -f-  L'*(x*x,  -f-  x*Xr{-  x,  j ) 

* = « — Ux  -+•  l/'XfX — U’xtx,x. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  u , on  aura 

u-\-U  (x' — x)-f-î/'[V* — (x,-f-x)x'-J-xIx] 

-f-  î/'£x'J — (xa+Xi  -f-x)x'*-f  (x»xI-f-xax-f-x,x)x' — x,x,xj 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiensde  U,  U' et  U", 
sont  décomposables  en  facteurs  simples , et  que  l’on 
peut  mettre  u sous  cette  forme 

u'  = u-f-U(a/ — x)  + U'  (x'  — x)(x' — x() 

-f-  U"  (jc? — x)  (x' — X,)  (Xï-X,). 

En  poursuivant  d’après  cette  méthode , on  obtiendrait 
une  formule  analogue  à la  précédente  ; et  quel  que  fût 
le  nombre  des  valeurs  x,  x,  , x» , . . . de  l’abscisse  x' , 
on  aurait  en  général 

u+V(x'—x)+U'  (x'-x)(^-x,)+  t/"(x/— x)(x'— x,)(x- 
+ U"(x' — x)(x' — x,)(x'— X»)  (x' — X;)4-  etc. 

an  faisant 


• Dfgiti; 
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Jh=^u  ,*=±*s*rt, 

x,  — x ’ x,— x,  X3  — X3  ’x 4— -x» 

■ U'~~-V,  u%  — U' „ ~ V'-U\,  etc. 

X, X X3 X,  X4  — Xa 

Tl>  TJ'  TJ'  TJ' 

iü 0.  = Tj\  = ZJ\ , etc. 

Xj X x4 — X, 

JJ\—V  Trm 

— -=  U . etc. 

x4— x 

etc. 

Quand  les  valeurs  x,  x, , x,,  x3)  etc.  sont  équidif- 
férentes , on  a 

x.—xssx.  — x, c=x, — x, , etc. 
d’où  il  suit  évidemment 

x,=x+A,  x,=x-fa h,  — x + 3A  , etc. 


Au3 
~h  1 


—=US,  etc. 


A u 

h> 

u — *u‘ 

v>-—, 

11 

Ï5 

Au, 

A » 

V xz  —-r-  i 
1 .a  h* 

> î.aA** 

/ 

A2u, 
i.a  A* 

r,._  A*u 
0 — r.  «H 

, etc. 

u A*u 

V = 5-/rz>  etc- 

1.2.3.4Ù4 

etc. 

faisant  x?—x-\-h‘,  il  en  résultera 

x’  — x —h' , x' — x,—h'~k,  af—Xa^zh'  — nh, 
stf  — xj=  h'  _ 3A , etc. 

et  l’on  voit  ainsi  que  l'expression  précédente  de  u'  t 
qui  devient  alors 
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u'=U’4r-^  Au  -f 


A*u 


h' (h'— h) 
h.  ah 
h'  (h'—h)(h’—*h) 
h.ah.Sh 


Asu  + etc. 


rentre  dans  celle  du  n°  3 49,  obtenue  par  une  voie 
bien  différente.  * 

353.  Lagrange  a présenté  l’expression  de  u’  sous  une 
forme  nouvelle , en  observant  que  puisque  les  équations 

u = « -f-  {Sx  + yx  £x  -f-  etc. 
u,  = « -f*  /Sx,  + yx *,  + J'x3,  •+■  etc. 
u,=  a -f-  @x%  -f-  >x*a  -f*  + etc. 


sont  du  premier  degré  seulement , par  rapport  à cha- 
cune des  quantités  a,  &,  y , etc.  u,  u, , ut,  etc.  et 
que  u'  doit  être  exprimé  en  x? , de  manière  qu’en  y 
faisant  successivement  a/  = x,  xf  ■=.  xlt  x'  —x%,  etc. 
il  vienne  u ' — u,  u'  = u,,  u!  = u*,  on  peut  écrire 

u'  = Xu  -f-  X,u,  -f-  Xtu*  -f-  etc. 

pourvu  que  X,  X, , X%)  etc.  soient  des  fonctions  telles 
que  par  la  supposition  de  a/  = x , on  ait  en  meuie 
temps 

X — î a Xi  — - o | Xj  — o j etc. 
que  par  celle  de  a!  = x, , on  ait 

X=o,  X,  — î,  Xf»=o,etc. 
que  par  celle  de  xf  =si,  on  ait 

X — O,  X,  = o,  X%  = i,  etc. 

et  ainsi  de  suite  , conditions  qui  seront  remplies  si  l'on 
prend 

À'= 
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x,)(j^— xa)(x'a-Xî) — 

(x — x,)(x— xa)(x  -»s)  1... 
x _ (x'  — x ) (x'  — X,)  (x'  — x3). . . . 

1 (x,— X ) (X,— Xa)  (x,— X3) 

Y — (x~x  ) (x'~ x,)  (x'  — x3) 

' (X.  — X ) (a, — x,  ) (x,  — x3) 

La  loi  qu’il  faut  observer  dans  la  formation  de  ces 
quantités  est  on  ne  peut  pas  plus  simple  ; leur  numé- 
rateur contient , ainsi  que  leur  dénominateur , autant  do 
facteurs  qu’il  y a de  quantités  x,  x, , xa,  etc.  moins 
une  ; et  si  l’on  y fait  les  hypothèses  indiquées  ci- 
dessus,  non-seulement  on  se  convaincra  qu’elles  satis* 
font  à la  question  proposée,  mais  on  verra  de  plus  com- 
ment il  a été  possible  de  prévoir  qu’elles  y satisferaient  : 
en  a donc  cette  nouvelle  formule  d’interpolation, 

u'  — (■?' — x<)  (x' — x„)  (x' — x3)  . ■ 

~ (x  —x,;  (x  — xa)  (x  — x3)  . . 

(x'— x ) (x' — r,)  (x'—  x3)  , . 

(x, — x ) (x,  — xa)  (x, — x3)  . . 

4.  ) (y— x,)  (.r— x3)  . . 

~ (x, — X ) (xa X,)  (xa X3)  . . 

\ 

très-commode  dans  la  pratique,  parcequ’on  en  peut  • 

calculer  chaque  terme  par  le  moyen  des  logarithmes. 

Il  ne  serait  pas  diQlcile  de  la  ramener  à celle  du  n°  pré- 
cédent , et  même  à celle  du  n°  34.9  > c’est  pourquoi  je 
ne  m’y  arrêterai  pas. 

. ■ • 

354.  Quoique  le  but  de  l’interpolation  soit  en  gé- 
néral de  déterminer  des  valeurs  intermédiaires  entre  des 
quantités  observées  , sans  connaître  la  loi  qui  lie  ce* 
quantités  à leurs  indices,  ou  à la  variable  dont  elle*  dé- 
Culc.  inWgr.  M m 


1 


# 


J 
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pendent , on  l’emploie  aussi  lorsque  cette  loi  est  connue 
et  exprimée  analytiquement,  mais  que  les  calculs  né- 
cessaires pour  évaluer  en  nombres  les  formules  qui  en 
résultent , sont  très-compliqués.  On  se  contente  alors  de 
déterminer pâr  ccsformules,  de  distance  en  distance, des 
résultats  rigoureux,  entre  lesquels  on  interpole  ensuite  les 
valeurs  intermédiaires  qui  doivent  compléter  la  série  qu’on 
se  propose  de  former.  Dans  ce  cas  on  ne  prend  point  les 
différences  successives  des  valeurs  calculées , mais  on 
déduit  ces  différences  de  l’expression  analytique  de  la 
fonction  proposée,  et  on  en  pousse  la  suite  jusqu’à  ce 
qu’il  s’entrouve  d’assez  petites  pour  qu'on  puisse  les  né- 
gliger. On  calcule  par  leur  moyen  lesvaleurs  successives 
de  la  fonction , dans  l’intervalle  compris  entre  celles 
qu’on  a déterminées  d’abord.  Quoique  la  formation  de 
ces  valeurs  soit  facile  à déduire  des  relations  obtenues 
dans  le  n“  34?.,  néanmoins,  pour  plus  de  clarté  j’en  rap- 
porterai ici  le  tableau,  en  tenant  compte  des  différences 
troisièmes  que  je  supposerai  constantes , ce  qui  donnera 


u,2eu  -f- Au 
u3=ua+  A u»] 

A U3 

etc. 


Au,=  Au  -t-  A*u 
A u„=  A u,-f-*A  au, 
Au,=  A jfB-f-  A *i&! 
jetc. 


A’u,=*Au  -f.  As« 
A au»=  A “it,  -f-  A *u 
etc. 


m 

On  voit  par  ce  tableau  qu’il  faut  calculer  d’abord  sur 
chaque  ligne,  la  différence  placée  dans  la  colonne  la  plus 
adroite. -Pour  obtenir  uit  par  exemple,  onforme  A aua, 
«n.  ajoutant  à la  valeurde  A “u,  celle  de  A3u,  qui  est  re- 
gardée comme  constante;  ajoutant  ensuite  A “travée  A u*, 
qu’on  suppose  déjà  connue,  on  parviendra  À A u3, qu’il 
faudra  joindre  avec  u2  pour  avoir  uK. 
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Pour  éclaircir  cet  usage  du  Calcul  des  différences 
je  vais  considérer  les  fonctions  logarithmiques  qui 
sont  celles  dont  les  tables  servent  le  p|us  fréquem- 
ment. * 1 


355.  Soit  u = lx  ; on  aura , parla  formule  du  n°  a9 , 
h 


— ÿ+-c‘} 

A3“=  M{^r  — etc- } 


etc. 


On  poussera  cessuites,  selon  la  grandeur  du  nombre  x 
jusqu  a ce  que  la  dernière  différence  soit  assez  .petite 
pour  etre  négligée  sans  erreur  sensible.  Si  l’on  avait 
par  exemple , x = 10000,  et  h = ! , on  trouverait  pour 
les  logarithmes  ordinaires, 

Au  = 0,00004  3427a  76863 

A *u  — — 0,00000  00043  42077 
0,00000  00000  00867; 

il  est  évident  que  si  l’on  ne  voulait  avoir  les  dernier* 
résultats  qu  avec  dix  chiffres  seulement,  on  pourrait, 
sans  craindre  d’erreur  sensible , négliger  A*u,  ou  regar- 
der A 3u  comme  constante. 

Cela  posé , le  signe  de  A’u , étant  contraire  à celui  f 
de  A 3u , la  différence  de  leurs  valeurs  donnera  cellp 
de  Aau,  ; et  on  formera  chacune  des  différences  se- 
condes successives  Aa«,.;  AX , A’u3,  etc.  en  retran- 
chant de  la  précédente  la  valeur  de  A‘u.  De  meme 
Au,  s obtiendra  en  ôtant  la  valeur  de  A*u  de  celle  de 

M ni  a 
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Au',  et  chacune  des  différences  premières  successive* 
Au, , A u„ , AU3 , se  formera  en  ôtant  de  la  précédente  la 
valeur  de  la  diff^jence  seconde  qui  s’y  rapporte.  Enfin 
au  logarithme  de  10000  qui  est  4 ooooo  ooooo  ocooo , 
on  ajoutera  Au  pour  obtenir  le  logarithme  de  10001, 
à celui-ci  Au,  pour  avoir  celui  de  10002  , à celui- 
ci  A u„  pour  avoir  celui  de  iooo3  , etc.  On  peut 
former  ainsi , par  de  simples  soustractions  et  addi- 
tions, les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers 
• consécutifs  à 10000 , tant  que  la  somme  des  différences 
qu’on  néglige  à chaque  opération  n’est  pas  assez  con- 
' sidérable  pour  influer  sur  le  dernier  chiffre  décimal  au- 
quel on  veut  borner  l’exactitude  de  la  table  ; et  c’est  ce 
qu’on  reconnaît  au  moyen  de  quelques  logarithmes 
calculés  rigoureusement  à des  intervalles  éloignés -,  car 
lorsque  par  la  suite  des  additions  successives , on  par- 
vient à ces  logarithmes , il  faut  que  la  méthode  des 
différences  les  donne  tels  qu’ils  ont  été  déduits  à priori, 
au  moins  dans  les  dix  premiers  chiffres,  si  c'est  à ce 
nombre  que  l’on  veut  s'arrêter.  On  irait , par  ce  qui 
précède,  jusqu’à  10100,  sans  trouver  d’erreur  sur  la 
dixième  décimale;  parvenu  à ce  but,  on  calculerait  de 
nouveau  à priori  les  différences  Au,  A “u,  A3u,  et  011 
se  servirait  de  ces  derniers  résultats  comme  des  pr^- 
cédens,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres  en- 
tiers qui  suivent  10100. 

Du  Calcul  inverse  des  différences , par 
^ rapport  aux  fonctions  explicites  d'une 
seule  variable. 

♦ 

356.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est , à l’égard 
du  Calcul  direct,  ce  qu’est  le  Calcul  intégral,  par 
rapport  au  Calcul  différentiel  : il  a pour  objet  de 
remonter  des  différences  aux  fonctions  primitives.  Je 
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m’occuperai  d’abord  ducasoù  les  différences  sont  don- 
nées explicitement  par  la  variable  indépendante  , c’est- 
à-dire,  où  l’on  a,  pour  déterminer  la  fonction  u,  une 
équation  de  cette  forme  A"u  = f(x,  A)  , h étant  la 
différence  de  la  variable  indépendante  x. 

Soit  premièrement  n =:  1 , ou  Au  = f(i,  /i).  Cette 
équation  ne  fait  connaître  que  le  changement  qu’éprouve 
la  fonction  u,  loîsque  x devient  x4  A,  et  ne  détermine 
pas  la  valeur  absolue  de  cette  fonction  *,  mais  si  l’on 
suppose  que  quand  x=fc,  on  ait  u = A,  il  sera  facile 
de  former,  en  partant  de  ces  données,  toutes  les  va- 
leurs de  u •,  car  aux  indices 

a , a -{-h  , a -f-  aA  , a + 3A , etc. 

correspondront  ces  valeurs  de  u : , 

» - / 

b,  b + t(a,h),  A-4-f(«,  A)4.f(â-f-A,  h), 
A-f-f  (a,  A)  -f-f  (a-f-  A,  A)  -f-  f (a-f- zh,  A),  etc. 

L’introduction  de  la  quantité  arbitraire  A a lieu  ici 
comme  dans  le  Calcul  intégral , pour  remplacer  la  cons- 
tante que  la  différentiation  fait  disparaître  (344)  '•  mais 
on  voit  que  la  signification  de  l’équation  A u = f (x , A) 
repose  dans  le  cas  actuel  sur  la  valeur  assignée  à l’ac- 
croissement A , et  qu'on  ne  tire  de  cette  équation  qu’une 
suite  de  valeurs  discontinues  qui  se  succèdent  d’après 
une  loi  donnée. 

Si  l’on  avait  Asu  = f(x,A),  on  ne  pourrait  tirer 
parti  de  cette  équation , qu’en  se  donnant  une  pre- 
mière valeur  de  u avec  celle  de  Au  qui  lui  co'rrespond, 
ou  deux  valeurs  consécutives  de  u.  En  effet , si  lors- 
que x = a , on  posait  u — A , et  A u = c,  on  aurait, 
par  le  tableau  du  n°  354,  Pour  les  indices 

* Mm  3 


etc. 
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a,  a-f- h , a-}-  ah,  a-j-oh, 

cette  suite  de  valeurs 


A,6+c,6-f  3c-f-f(aJ/i),6-f-3c-f-af(«,A)+f(a-{-  h, h),  etc. 

m 

Les  différences  de  l’équation  A3u  = f(x,  h)  don- 
nant successivement  A 3u,  Ahi,  etc.  on  peut  aussi 
s’élever  immédiatement  à un,  par  la  fiormule 


u-j-n  Au-f~  — A 3u- 


n(n — t)(n  — a) 

1 .a.3 


A3u. . .-f-  Anu, 


dans  laquelle  on  voit  évidemment  que  les  deux  premiers 
termes  u et  n A u demeurent  arbitraires.  Il  est  facile 
maintenant  d’etendre  ces  considérations  à tel  ordre 
qu’on  voudra. 

Ceci  îie  mène  encore  qu’à  une  suite  de  valeurs  dis- 
continues , dont  il  faudrait  trouver  le  terme  général 
pour  obtenir  une  expression  analytique  de  la  fonction 
primitive  cherchée. 

357.  On  donne  aussi  à la  fonction  primitive  le  nom 
d' intégrale  : u est  l’intégrale  de  A u. 

Pour  désigner  une  intégrale  quelconque  de  ce  genre , 
on  se  sert  de  la  caractéristique  2 : l’intégrale  de  f (x,  h ) 
serait  indiquée  par  2f  (x,  A);  et  on  doit  bien  se  rap- 
peler que  cette  intégrale  est  la  fonction  qui  s’accroît  de 
Ja  quantité  f(x,  h),  lorsque  x se  change  en  x-f -h. 
Quand  il  faut  distinguer  ces  intégrales  de  celles  des 
différentielles,  on  emploie  la  dénomination  à' intégrait 
aux  différences. 

358.  Les  règles  pour  l’intégration  des  différences  sont 
en  très-petit  nombre  , et  malheureusement  les  cas  où 
l’on  peut  s’en  servir  avec  succès  sont  très-bornés.  Il 
suit  de  la  formation  des  différences,  i°.  que 
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A(X+r— Z)=  AX-f  AK  — AZ; 

et  en  remontant  aux  fonction*  primitive» , on  a 

2(  A X+  A K-  A Z)—X  + Y-Z =2  A X+2  A F-2  A Z, 

oe  qui  ramène  l’intégration  des  différences  polynômes 
à celle  de»  monômes  : 


2°.  Qu  e A . aX=  a A X,  d’où  2 . « A AT=aX=n2  A X, 
ce  qui  prouve  qu’on  peut  à volonté  faire  sortir  du  signe  2, 
ou  introduire  sous  ce  signe  un  facteur  constant. 

3°.  Lorsque  u=xm'*"‘  et  que  m est  un  nombre  entier, 
il  vient 

1 1.2  1.2.3  • 

I (m-H)m(m— i)(m— w, 
1 .3.3*4 


t 


En  intégrant  terme  à terme  chaque  membre  de  cette 
équation  , remettant  dan*  le  premier  au  lieu  de  u, . 
et  passant  hors  du  signe  2 le»  facteurs  çonstans , on 
obtiendra 

• 1 1.2 

. ..+/r+’sx-. 

1.2.3  _ . 

Cette  équation  ferait  connaître  l’intégralç  2xm , si  l’on 
avait  2x’m— 1 , II"-11, Sx0,  puisqu’on  en  tirerait 


Xxm  = 


(w  -l-i)4 


— /(2xm_,4-  -1-  h,Szm~f . . 

■ • 1.2.3 


1 .2 


•f 


m-f-  1 
M ni  4 


’Sx0.  j- 
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Si  l’on  écrit  successivement  dans  cette  dernière  m — i , 
m — a , m — 3 , etc.  pour  m , on  formera  des  expressions 
de  Sx1"- - x"""*,  Sx""-3,  etc.  qui  ne  dépendront  que 
des  intégrales  des  puissances  de  x qui  leur  sont  res- 
pectivement inférieures.  On  peut  aussi  former  ces  va- 
leurs en  remontant  ; et  si  l’on  prend  d’abord  m = o , il 


vient  2r°=  -j-  , parceque  la  formule  générale  ne  doit 

renfermer  qu’un  nombre  m de  termes  affectés  du  signe  2. 
Cette  conclusion  se  vérifie  d’ailleurs  à priori , soit  en  ob- 
servant que  de  u—x,  il  résulte  &x—h.xc,x—h'2.xa1 

OC 

et  parconséquent  2x°=  , soit  en  prenant  la  difFé— 

OC 

rence  de  la  fonction  primitive  , pour  laquelle  on 
trouve 


♦ 


Faisant  ensuite  m=i  , m=2 , m = 3 , etc.  et  sub- 
stituant successivement  pour  2x°,  2x',  2xa,  etc.  les 
valeurs  auxquelles  on  parviendra , on  formera  cette 
table  : 

• X 

= -r 
h 

if  i • 

^'=-7 X 

a h a * 

2X3  = i -x3  -| — — xah 

4 h 2 2.2 

2 x*='^.  — Lx*  + -4ratk—rïxx» 

*5  h a o 


2x3  — - — 

“G  h 

etc. 


• - x5  4-  x*h  — — x’A1 

2 1 2.6 


5.6 

’i 

2.6 
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Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction , on 
peut  supposer  en  général 

2xm  = AxmJr'  -f  Bxm  4-  Cxn~'  -f-  j Dxn-a  4-  ete. 

en  prenant  la  différence  première  de  chaque  piembre, 
on  trouvera 

xm—A  ^mJr^xmh  • 

i » 

+A  (m+  OZï-'h'+A  (”,+O”0?=Q  4-etc 


1 .2 


B — xm~'h  + 


1 .2.3 
m (m — i) 


etc. 


4_  C— — - xm-*h  4-  etc. 

1 

4-etc. 

et  comparant  entr’eux  les  termes  affectés  d’une  même 
puissance  de  x , on  obtiendra  entre  les  coefliuen* 

A , B , C,  D , etc.  les  relations  suivantes 


* 


(m-f-i)h 

B=-A^±^  = - 


c_  r f(m+i)m/i»  ^ mh 
2,3-  a 

p_  g(?n— i)^ 

2.3-4  2.3  2 

etc. 

avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres 
les  coefliciens  de  l'expression  de  2xm  , quel  que  soit 
l’éxposant  m.  En  calculant  immédiatement  les  douze 
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premiers  termes , ou  trouvera 


’^Sxm=-^—-l—  -x1 
(m-f-u)A  a 

, 1 m A 


î m(m — i)(m — a)  A3 


^7!-? 

JC™-* 

x"~r 

x"-» 

ï"-'1 

xm~'3 

x"-,f 

X’"—* 


etc.  • + const. 

* 

formule  dans  laquelle  les  coefficient  exprimés  en  nom- 
bres méritent  attention , parcequ’ils  reviennent  souvent 
dans  la  Théorie  des  suites. 

Je  ferai  observer , avant  de  finir  cet  article , que  si 
l’on  multiplie  par  h , et  qu’on  passe  cet  accrois* 
pgjnePt  sous  le  signe  2 , on  aura  cette  équation 

•v'tH’’1  i i mh% 

Sx"  =?  — 7—  7 — xmh  -j ~ Æ’"-1  — etc . -f  tqns t- 

771  1 2 ' 22.3 


• 

^22.3  5 

2.34.3 

1 

m(m  — 1)  (m — 2)  (m — 3)  (m — 4) 

6 

a. 3 4. 

5.6.7 

3 

m ( m# — l ) . . 

. . ( m — 6 ) A7 

ÎO 

a. 3. . . 

+ 

5 

m ( m — 1 ) . . 

, . .(m  — 8)  A* 

6 

a.3. . . 

...10.11 

6ql 

m (m  — 1 ). . . 

. (m  — 10)  h" 

210 

a.3... 

. . 12.  i3 

35 

m (m  — 1)  . . . 

, . .(  m — ia)A’3 

-r 

2 

• a.3. . . 

.. . 14  • i5 

3617 

m (en  -»  1 ). . , 

..(m~-i4)*'5 

5o 

U.3... 

. . 16.17 

+ 

43867 

m ( m — 1 ).  . . 

.(  m— » 16  ) A17 

4a 

a.3... 

. . 18.19 

1220,377  m(m — 1)... 

. ( m — 18)  A'3  • 

1 ÎO 

a.3... 

. .30.21 
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dont  le  second  membre  a pour  limite  (-  const. 

r m+i  1 

lorsque  h s’évanouit  , cas  auquel  SxMh  se  change 
en  JqQAx , d’après  ce  qu’on  a vu  dans  le  n°  211. 

35g.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'intégrer 
toutes  les  fonctions  algébriques  , rationnelles  et  en- 
tières , dans  le  cas  où  la  variable  indépendante  reçoit 
un  accroissement  consdftt.  Je  prends  pour  exemple  la 
fonction  . ■ 

Ax3  -J-  Bx*  + Cx  -f-  D ; 

et  comme 

S{Aj?+Bx*+  Cx+D ) =AXx3+BX.r*-t-Cïx+Dlx’ , . 

en  mettant  pour  Sx3,  Sx*,  Sx  et  Sx° , leurs  valeurs, 
on  trouvera 

S ( Ax3  4-  B j*  4-  Cx  4-  D ) == 

A 3 Ah — 2 B , , Ah*  — a Bh^~aC  ^ 

— x gj  x*  4 — ^ # 


Bh* — 3Ch  +6D 
6Ï1 


x 4-  const. 


36o.  Il  existe  un  genre  de  fonctions  rationnelles  qui 
s’intégrent  avec  la  plus  grandé  facilité  : ce  sont  les  pro- 
duits (Je  la  forme 

B = r(i4^)(^  + ai)...  . (x-j-  (.m — 1 ) A). 

En  effet , si  on  en  prend  la  différence  , on  obtiendra 

Au=(x-f/0(-c+2^)Cx-|-^)-  • • ■(.x-\-mh) 

— x(x-\ -K)  (x+a/i) (a:4-(m — i)A) 

5=  (a>4-/»)  (x4-2  h) (x+(m — 1 )h)mh 


et  comme  S 


Am  S Au 


mh 


mh 


mh 


, on  aura 
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2 (x-f-h)  (x-f-  n/j).  • • .(x-|-(m — i)7i) 
x(x-f-ft)(x  + 9^)..,  .(x  + (m — 1 )h) 


mh 


-f-  cànst. 


Si  l’on  écrit  maintenant  x — h au  lieu  de  x , et 
m+i  au  lieu  de  m,  il  viendra 

A 

Sx(x-j-^)(a:+2A)....(ar-4-(?R — i)A) 

(x — ft)x(x-f-A)(x-|46/i).  .%.(x+(m  — 1 )h) 

. (m+  î )h 

On  voit  ici  que  dans  l’intégrale  le  nombre  des  facteurs 
surpasse  de  l’unité  celui  des  facteurs  de  la  différence,  et 
que  le  diviseur  est  m -f-  i , ce  qui  est  bien  analogue  à 

la  formule  fxmàx  — - — ■ — . 

m —f~  î 

On  intègre  aussi  la  fraction 

, î 

U ~x(x  + A)(x+f ih) (x  + (rn—i)h)’ 

parcequ’en  la  dilférentiant  on  trouve 

î 


Au  ~ 


(x-j -h)  (x-j-ah)  (x-f- 3 h) (x-f -mh) 

î 

x(x-j-A)  (x-(-  a h) (x  -f-  (mj—  i)h) 

— mh 


x(x-f-  A)  (x-f- a A). ...(x-f-  mh)  ’ 

repassant  aux  intégrales , il  vient  en  mettafct  pour  u 
s i valeur 


’ x(x  -f-  h)  (x-j-  2À); . . .(x  -f-  mh)  mh 
mhx(x-)-h)(x-f-ah)  . .(x-f-(m— i)A)  * 
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et  si  on  écrit  m — 1 au  lieu  de  m pour  ramener  à m 
1#  nombre  des  facteurs  du  dénominateur  de  la  quantité 
affectée  du  signe  on  obtiendra 

1 

~ x(or  -f-  A)  (x--}-aA) (,r-|-  (m->- 1 )A) 

_ * — 1 

(m — i)Ax:(.r-f-A)(.r-f-aA) — 2 )A)’ 

* V 

36i.  Les  formules  ci-dessus  peuvent  servir  aussi  à 
l'intégration  des  fonctions  de  la  forme 


Ax*  -+•  BxS  -f-  Cxy  -f-  etc. , 


\ 


parce  que  ces  fonctions  se  transforment  en  produits 
de  facteurs  dont  les  différences  sont  constantes.  Pour 
le  faire  voir,  je  choisis  cet  exemple  très-simple  : x3,  < 
et  je  fais 

* 

ar3=  (x  + A)  (x-f-  aA)  (x-|-3A) 

-{-A(x-\-h)(x-\-zh)-\-B(x  -f  A)  -f-C, 

en  supposant  que  A désigne  l'accroissement  de  x.  Si 
l’on  développe,  et  qu’ôn  ordonne  suivant  les  puissances 
de  x,  on  aura 

* x3  = x3  -f-  6Ax*  -f-  1 1 A“x  -f-  Sha 
-J-  As f -f-  3Ahx  -f-  a Ah% 

— f-  Bx  -j-  B h 


et  comparant  entr’eux  les  termes  affectés  de  la  même 
puissance  de  x , on  formera  les  équations 

£ A -f-  A = o, 
nh%-\-ZAh  -j- B — o, 

6h3 -f-  aAh* -}-  Bh  -f-  C=o, 

I 


♦- 
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desquelles  on  tirera 

A — — Sh,  B=yh\  C-  — h\ 

A 

qt 

3?  = (x-f-A)  (x-f-aA)  (x-f-3A)  — 6A(x-f-A)  (x-(-n/() 

+ 7a“  CÆ+*)  — h>  » 

ce  qui  donnera , en  vertu  du  n°  précédent , 


Sx3  = -^-x(x-|-A)(x-}-2A)  (x-f-3A) 

4 'i 

— 2x(x+A)  (x+2/1)  -f-  ^ Ax(x-f-A) — h*x-\-const. 

* 

362.  A l’égard  de  l’intégration  des  fonctions  trans- 
cendantes , je  me  bornerai  aux  fonctions  exponen- 
tielles et  circulaires.  On  a pour  les  premières 

h 

A .a?  — cf  (a*  — 1)  , 

d'où  il  résulte 


et 


a*  = Sa1  ( ak  -*■  1 ) 


Sa1 


3G3.  Pour  les  fonctions  circulaires,  on  a 1°.  l’équa- 
tion 

cos  A — cosB=z — zs'm^A — B)  sini  (A-\-B), 
qui  donne 

Acosx=cos(;x-|-A) — cos  x — — 2sin  a Asin(x  -f- j A) , 

v 

I 


• ) 
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d’où  on  tire 

A cosx 

*in(x4-  ; A)=ü : — TT , et  sin  * =- 

v * a sin  z h 


553 


A COS  ( X — i/x) 


a sin 


4A 


en  écrivant  x — j h , au  lieu  de  x ; prenant  ensuite  l’in- 
tégrale de  chaque  membre  de  la  dernière  équation , 
on  obtient 

Cosfx — \h)  , 

Ssinx= — - — ^ — r4 h c «ntt. 

asiuj/i 

a0.  L'équatioa 


&\oA — sin5=asinp(^rf — fijcos^A-j-B), 

donne 


% 


Asinx=sin  (x-f -h)  -4sinx=a  sin  -j  h cos  (x  + ;fi). 


d où  il  auit 

. ï 

r il! ,\  A Sln  ï 

COS  f X-f-1-/?)  = — ; — -J-,  COSX: 

a*m  j h 


A sin  (x  — -J  h)  . 
a sin  g À * 


sin  (x — -h) 

Xcos.x—  - — . , — - -f-  const. 

a su» ?» 


3°.  La  conversion  des  puissances  de  sinus,  de  cosi- 
nus et  de  leurs  produite , en  fonction  de  sinus  et  d« 
cosinus  d’arcs  multiples,  ramènera  aux  deux  formules 
précédentes  , l’intégration  de  là  fonction  générale 
sinx®  cosx",  lorsque  les  exposaus  m et  n seront  des 
nombres  entiers  positifs. 

En  effet,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite 
de  ternes  de  la  forme  Asinqx,  ou  A cos  qx , dont 
les  intégrales  se  déduiront  de  celles  de  Asmx  et  A cosx 
en  écrivant  qx  ctqk,  au  lieu  de  x et  de  A ; et  il  est  facile 
de  Yoir  qua  l’on  aura  en  général 
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cos  ( p - j-qx  — ï qh) 


2cos  (p-f-qx)  = 


asiu  jq/i 

sin  (p+qx  — ±qh) 


2 sia  {q  h 


f-  consl. 
f-  const. 


364-  L’utilité  dont  est  l’expression  de  2u  , pour  la 
sommation  des  séries,  a porté  les  Analystes  à s’ea 
occuper  beaucoup , et  ils  sont  parvenus  à lui  donner 
plusieurs  formes  très-élégantes.  Euler  la  fitdépendre  des 
coefficiens  différentiels  et  de  l'intégrale  fuàx.  On  arrive- 

à ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

\ 

dz  h ds3  h*  d’z  4S 

A Z — di  7 + d?  77â+à?  771173  + etC’ 


qui 


i donne 


h dz  h*  ^ d"z 

z — — E -j 1 2 - — - 

i dr  i . a dxJ 

..  ds 


A3  d3z  , 

5s7j  + etc- 

.2.0  dxJ 


3i  on  fait  il  viendra  z = f udx  et 

■/udx  — hXu  -f-  cth%X  ^ -j-  /2A32  -f-  etc. 

* 

« 

en  représentant  par  cl,  /2,  y,  etc.  les  coefficiens 
numériques  ; on  tirera  de  là 

i . , , du  dsu 

2 u ~ ï-/udx  — <tkz  fih'S.  etc. 

h 1 dx  ’ dx" 

Si  maintenant  on  prend  les  coelliciens  différentiels  dé 

chaque  membre , en  observant  que  = 2 ~ , ce 

qu’il  est  fort  aisé  de  vérifier,  on  obtiendra  cette  suite 
d’équations  : . . 

2 
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du 

dû' 

1 

U - 

-Ah  S 

d*u 

dx1 

-/3A*S 

dsu 

dxJ 

— etc. 

dV 

1 

du 

— «AS 

d:u 

d4u 

2dP 

h 

dns 

dP-^2 

dx* 

— etc. 

d3u 

î 

dau 

-«AS 

d 

-/2AaS 

dsu 

dx* 

= h 

dxa 

dx* 

dx5 

— etc. 

etc. 

•n  se  servira  de  ces  dernières  pour  éliminer  successi- 
vement de  la  valeur  de  Su , les  fonctions 


du  d’u 

dx*  ^dr*’ 


etc. 


et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  sera  nécessaire- 
ment de  la  forme 


Su  = ^ / udx  -f-  Au  -J-  Bh  -f-  CA1  -f-  etc. 

La  détermination  des  coefiiciens  A , B,  C , etc.  s'opère 
ici  comme  dans  le  n°  347  > Par  la  considération  de 
la  fonction  particulière  ex,  pour  laquelle  on  trouve 


/ e*dx  = ex , 


dm.e* 

dx"‘ 


d’où  il  suit 


eh j — £ + A -f-  Bh  -f-  Ch ? -j-  etc. 

ce  qui  montre  que  les  coefiiciens  A , B , C , etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  A 

dans  le  développement  de  la  fonction  ^ — , réduite  en 

rie  ascendante  p ar  rapport  à cette  lettre. 

Cale,  intégr. 


Nn 
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365.  On  obtiendra  de  la  même  manière , et  sans  plus 
de  difficulté,  les  intégrales  22u,ou2*u,  2-2“u , ou  g 3u  , 
en  général  g mu\  car  la  formule 

Am  - Z _ 

A”z=&AB+*5^Am+,+^  An+1'+ etc* 

conduit  à ✓ 

Jm»  ^m*H» 

+etc- 


q*h^ 

faisant  ensuite  r-=u,  on  aura  z=fmudxm}  etpar- 
dxm 

conséquent 


2”u  = - « kl”  g - etc. 

prenant  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  membre 
de  cette  dernière  équation,  on  formera  les  suivantes  : 

-eK- 

etc. 

du  dau 

à l’aide  desquelles  on  chassera  £m  e*c* 

de  l’expression  de  Xmu.  L’équation  finale  pourra  être  re- 
présentée par 

S-u  = jp  /m "à*”  +-j^=lPt''uàxm~t 

B , M . , 

+ pr ■■■  + ~hfudx 

+ Nu  + ph^+Q»~  + *K. 


d*u 
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et  lorsqu’on  fera  « = elle  deviendra 


(e* — i)" 


, si 

" hm  hm-‘  ■+"  h 


B 


M 


+ N + Ph  + ÇA»  + etc. 


les  coefficiens  A}  B . Mm 

«oo«  ici  ceux  rpri  .Uldpii^i.,  p0u^ 

!'  di,;l0ppem"t  d'  „tre 

les  intégrales  et  les  puissances 

qui  n’est  que  la  continuation  de  ceüe  que  lesdiiT'  ^ 
ont  avec  les  puissances  positives  : enll'  dl^re“c« 
regarder  les  intégrales  comme  les  différencMd’  °n  j™* 
dont  l’exposant  est  négatif.  Il  est  visible  en  effe^^^ 
d apres  ce  qu’on  vient  de  voir,  on  peit  écn>e  ’ *“ 


m > 


1mU: 


po»™  ^ 

sances  positives  en  ~ , 

dx f ùxf'  ■ les  puissances  né-- 

. . d u~f 

md xre  enfPudxf;  et  puisque  l’on  a (347), 

*ukt. 

celle  de  & "uT^o^^e^^édurt^n^ffec^^l*6 ^an* 
*ant  m du  signe airectant  1 expo- 

W-  L“téP“i°»  par  parties  « ,e> 

Kna 
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différences  aussi  bien  que  surles  différentielles.  Soient  P 
et  Q deux  fonctions  quelconques  de  x : on  fera 

2PQ=  QSP+z, 


z étant  une  fonction  inconnue  de  la  même  variable; 
et  prenant  la  différence  de  chaque  membre  de  cette 
équation,  on  aura 


J,Ç=(Q+  AÇ)2(P  + A P)-Ç2P+ An; 

développant  et  réduisant,  en  observant  Q2AP=PÇ, 
il  viendra 


o A— Q2(P+  AP)+As,  ou  Ai»— AÇ2(P+AP), 


et  parconséquent 

z = — 2AÇ2(P  + AP), 

puis 

2PÇ=ÇSP  — 2AQ2(P  + AP) C-0. 


formule  qui  devient 

2PÇ=Ç2P  — 2AÇXP,  (i) 

* lorsqu’on  écrit  Pi  pour  P + AP. 

Si  dans  la  formule  ( A')  on  change  Q en  AQ , 
P en  2P. , et  qu’on  observe  que 

XP,  + A 2P!=p2(P,4-  AP,)=2P», 


on  en  déduira 

2AQ2P,  = A QS'Pi  - 2 A “Q2aP,; 

. . / 
et  la  formule  (1)  deviendra 

SPÇ=  Q2P— - A Q2aPi+2  A*Q2*P».  (2) 

* 
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Changeant  ensuite  dans  l'équation  (^)  Q en  A ’Q  , 
XP,  en  X?Pit  et  remarquant  que 

22P3- f-  A l'P^Z'Ps, 

on  trouvera 

X A » QS4Pa  = A s QX^P»  — SA3  QX3P3 , 

et  la  formule  (a)  deviendra 

XPQ—QXP—  A ÇA’P.-f-  A >Ç2>P,— S A ,Ç»2,PJ , 

qui  montre  la  loi  de  cette  expression  élégante , donnée 
pourla  première  fois  par  Taylor,  dans  les  Transactions 
philosophiques  : 

XPQ  = QXP  — A QX*P,  -f  A‘ÇS’P. 

— A3Qx*P3+  A 4(>25P4 — etc. 

Si  l’on  y met  pour  P, , P» , P3 , etc.  leurs  valeurs  en 
P , et  qu’on  effectue  les  intégrations  qui  deviennent . 
possibles,  elle  se  change  en 

XPQ=QXP—  A Ç(22P+2P)+  A'ÇC^P+aS’P+XP) 
— A 3Ç(2*P-f  323P+3iaP+2P)-f-etc. 

C’est  sous  cette  forme  que  Condorcet  Ta  présentée 
dans  son  Essai  sur  1‘ application  de  V Analyse  à la'pro- 
babililé  des  decisions,  p.  i65. 

Elle  s’arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q mène 
à des  différences  constantes  dans  un  ordre  quelconque  ; 
et  si  la  fonction  P est  susceptible  d’un  nombre  suilisant 
d’intégrations  successives,  onparvientà  l’intégrale  exacte 
de  la  fonction  PQ- 


Nn  3 


f 
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Application  du  calcul  des  différences 
à la  sommation  des  suites. 

367.  Dans  une  suite  quelconque 

**  f • • un — 1 j > 

le  terme  général  un  peut  être  regardé  comme  la  diffé- 
rence de  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  termes 
qui  le  précèdent;  ensorte  que  si  on  fait 

on  aura 

*S„_,  = un  et  = Zu„  (357). 

11  suit  de  là  que  la  somme  entière,  en  y compre- 
nant le  tenue  général,  sera 

Sn  — un. 

On  voit  aussi  que  Sn  résultant  de  5„_,  par  le  change- 
ment de  n en  n -f-  i , l’expression  de  S„  peut  se  dé- 
duire de  la  meme  maniéré  de  celle  de  Zun. 

*Si  donc  f (x , A)  désigne  le  terme  général  d’une 
série  quelconque,  dans  laquelle  la  différence  de  la 
variable  indépendante  soit  A,  la  somme  de  cette  sé- 
rie, que  je  représenterai  par  Sï  (x , A) , sera 

•Sf(x,AJ  = Sf(x,  A)+f(x,A)/ 

ou  bien  s’obtiendra  en  mettant  x-j-A  au  lieu  de  x 
dans  2f(x,A). 

On  trouvera,  d’après  cela,  Sxm , en  mettant  x-f-A 
au  lieu  de  x dans  l’expression  de  Sx”  (358). 


I 
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Si  l’on  développe  en  particulier  Sx*,  et  qu’on  fasse 
h =.  1 , il  viendra  après  les  réductions , 


Sx*  = 


ax3  -}-  3x*  -f-  x 

6 


+ const. 


Par  le  même  procédé , on  déduira  des  formules  du  ' 
n°  36i , 

Sx  (x  + K)  (x  -J-  ah) . . . (x+(m — i)h)  = 

xCx-f-h)(x-4-ah) (x-f-niA)  , 

— + “ - 

o ï 

x(x-j-h)(x-f-ah ) ....  (x+(m — 1 )h) 

(ui-f-i)A(x-f-/i)(x-j-aÀ). . . .(x-J-(/n — i)h) 

En  faisant  successivement  m=  1,  m = a,  etc.,  et 
prenant  h — 1 dans  le  premier  de  ces  deux  résultats , 
on  formera  les  sommes  des  séries  de  nombres  figu- 
rés ( Comp . des  Elém.  d’Alg.) , savoir , 


5æ=x(x±0  + 


const. 


S îÇf±0  =£(£±^f±^  _i_  conif. 
a a. 3 

x(x-f-i)(x-j-a) 1 ) (x-f-a)  (x-f-3) 


S 

etc. 


a.3 


a. 3. 4 


-f-  const. 


On  conclura  des  numéros  3Sa,  363,  que 


Scf  = 

S sin  x = — 


-r J-  const 

a“ — 1 

cos(x-f--îA) 


a sin  i h 


-f-  const. 


. smfx  + iÀ)  . 

5 cos  x = — --  vL—  + const. 

asm  \h 

Nn  4 


s 
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Enfin  l’expression  générale  de  lu  du  n”  364,  donne 
une  formule  générale  pour  Su. 

Les  constantes  ajoutées  dans  les  intégrales  aux  diffé- 
rences et  dans  les  sommes , se  déterminent  comme  celles 
des  intégrales  relatives  aux  différentielles  ; mais  il  est 
plus  commode  de  prendre  ces  intégrales  ou  ces  sommes, 
entre  des  limites  données  , comme  dans  le  n°  203. 

En  faisant  commencer  les  séries  des  nombres  figurés  â 
l’indice  x= o,  on  trouvera  que  leurs  sommes  respectives 
sont  les  expressions  rapportées  ci-dessus , débarrassée* 
de  la  constante. 

Pour  obtenir,  par  exemple  , la  somme  de  la  série 

sine,  sin  (a-f-A). . . .sin(a-f-nA), 

il  faudra  prendre  Ssinx,  depuis  x=  a — A,  jusqu’à 
x—a-\-nh , et  il  viendra 

cos(« — ’-li) — c9$(a-\-nh-\-\K) sin(<z-4-fnA)sin-t(n-f-i)A 

S sin  j A sin  j A 

De  l intégration  des  cotations  aux  diffe 
rences  , à deux  variables. 

368.  Jusqu’ici  j’ai  supposé  que  la  différence  de  la 
fonction  cherchée  était  donnée  explicitement  par  la  va- 
riable indépendante;  je  vais  maintenant  m’occuper  des 
cas  où  l’on  a seulement  une  équation  contenant  la  fonc- 
tion cherchée,  ses  différences  , la  variable  indépendante 
et  ses  accroissemens.  Si  la  fonction  cherchée^  dépend 
de  la  variable  x , dont  l’accroissement,  considéré  comme 
constant,  est  désigné  à l’ordinaire  par  A,  l’équation  pro- 
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posée  sera  comprise  dans  la  formule  générale 

F(x,  h,  y,  A y,  A»^,etc.)=o. 

Il  est  à propos  d’observer  que  l’on  peut  en  faire  dispa- 
raître les  différences  A y,  A a_y,  etc.,  en  les  remplaçant 
par  les  valeurs  consécutives  de  y , puisqu'on  a 

a y =y,  —y,  ^'y  ==y.  — *y,+y,  etc.  (042); 

et  le  résultat  prendra  la  forme 

♦ 

F(x>  h,  y.yi.y*,  etc.)=o, 

dans  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  diffé- 
rences fait  connaître  la  valeur  de  la  fonction  cher- 
chée , par  le  moyen  d’un  certain  nombre  de  valeurs 
antécédentes. 

Si  l’équation  était  du  premier  ordre,  par  exempt 
on  aurait  yt,  par  le  moyen  de  v ; si  elle  était  du 
second , on  en  tirerait  y% , exprimé  par  y , et  par  y , 
et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  s’appercevoir  qu’une  équation  quel- 
conque aux  différences,  équivaut  à une  série,  dan» 
laquelle  on  obtient  chaque  terme  par  le  moyen  de 
sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec  l’in- 
dice qui  marque  le  rang  qu’il  occupe.  En  effet , lors- 
qu’on a,  par  exemple,  j„=zf(x,  h,  y,  y , on  en 
déduit 

y3~f(x-{  h,  h, y,, y a),  _y+r=f(j.4-  2/1 , h,ya,y3),  etc. 
et  l’on  forme  ainsi  la  série 

y>yyy*>y»,yt,  etc- 

au  moyeg  de  ses  deux  premiers  termes. 


/ 
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Ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  que  dans  la 
série  résultante  d’une  équation  quelconque  aux  diffé- 
rences , il  y aura  toujours  autant  de  termes  arbitraires 
qu'il  y a d’unités  dans  l’exposant  de  l’ordre  de  cette 
équation. 

36  g.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences 
en  une  équation  différentielle  d’un  ordre  indéfini,  en 
substituant,  au  lieu  de  Aj» , A’_y,  etc.  leurs  dévelop- 
pemens  d’après  le  n°  347  » et  *1  n’est  pas  moins  évident 
que  l’on  convertirait  aussi  toute  équatiftn  différentielle 
en  une  équation  aux  différences  d’un  ordre  indéfini , 
en  remplaçant  les  coefficiens  différentiels,  par  leurs 
développemens  tirés  de  la  formule  du  n“  348. 

Il  ne  paraît  pas  que  ces  transformations,  qui  ont  l'in— 
convénientd’introduire  un  nembre  infini  de  termes, puis- 
sent être , en  général , fort  utiles  pour  l’intégration  des 
équations  ; mais  elles  sont  très-propres  à faire  sentir 
la  différence  qui  existe  entre  le  Calcul  différentiel  et  le 
Calcul  auxdifférences.  Elles  prouvent  que,  par  la  nature 
de  ce  dernier , les  différences  de  la  variable  indépen- 
dante doivent  avoir  nécessairement  une  valeur  déter- 
minée ; car  si  l’on  avait  une  équation  entre 

x,y,  Ax,  A y,  A y,  etc. 

dans  laquelle  A x demeurât  indéterminé  , qu’on  la  dé- 
veloppât suivant  les  puissances  de  Ax,  A y,  A*y , etc. 
ce  qui  lui  donnerait  la  forme  ’ 

A A x -f-  B A y J 

-+•  CAx*+D Ax Ay+E Ay*+FAy  r =0, 

-f-  etc.  ' 

on  y pourrait  substituer , au  lieu  de  A y,  A y,  etc.  leurs 
développemens , et  comme  A x y resterait  jncore  in- 
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déterminé,  il  faudrait  que  les  coelliciens  des  diverses 
puissances  de  cet  accroissement  s’évanouissent  d’eux— 
mêmes.  On  obtiendrait  ainsi , entre  les  variab^p  x ,y, 
et  leurs  différentielles,  un  nombre  infini  d’équations 
qui  devraient  s’accorder  entr’ elles  pour  que  la  pro- 
posée signifiât  quelque  chose  ; et  dans  ce  cas  elle  ne 
serait  équivalente  qu’à  la  première  de  ces  équations , 
dont  les  autres  deviendraient  les  différentielles  suc- 
cessives. 

En  ne  supposant  l’equation  aux  différences  que  du 
premier  ordre,  ce  qui  la  réduit  à • 


A Ax-f -B  A y-\-C  A Ai  Ay-\-E  Aya-j-etc.  = o , 
et  prenant 

dy  Ax  d^y  Ax3 


A*=dîl 

il  vient 


dx“  i.a+  dx3  1 etC’ 


4 -A 

+DIË 

+ C 

■ B d2ü. 


Ax*  -f-etc.. 


• =0. 


1 .adx“  J 


d’où  l’on  tire 


Bdx+A=°>  Eë^+D%c+C+—^=o,etc. 

et  si  cette  suite  d’équations  ne  peut  avoir  lieu  , la 
proposée  ne  pourra  se  vérifier  qu’en  assignant  à Ax 
une  valeur  particulière. 
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370.  Ces  préliminaires  posés , l'entre  en  matière 
par  l’intégration  de  I’equation  generale  du  premier  de" 
gré  ctghi  premier  ordre.  Je  suppose  que  la  différence 
de  la  variable  x,  ou  Ax,  étant  1 , on  ait  l’équation 
A y + Py  — Q , analogue  à l’équation  différentielle 
traitée  dans  le  n°  257;  un  procédé  semblable  à celui 
du  n°  cité  conduit  à l’intégrale  de  la  première. 

Si  on  fait  y — uz  , il  viendra 


A y r=uAz-f-zAu-f-  Au  Az , 
ce  qui  changera  l’équation  proposée  en 

t 

uAs-j-zAu  + AuAz-\-Puz=Q; 
et  posant  séparément 

sAu-f-  Puz  = o , ou  A u -J-  Pu  = o , 
il  restera  uAz-f-  Au  Az  = Q , d’où  l’on  tirera 

ç 


Az  : 


et  z = 2 — 


u-f-  A u u-f-Au 

la  question  se  réduit  donc  à intégrer  l’équation 
Au  -J-  Pu  = o , 

dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables , en  lui 
donnant  la  forme — — P,  puisque  P est  supposé 
ne  contenir  que  x.  Soit  u—e',  il  en  résultera 

A u 


, , A t . Au  At  „ 

e'(e  — 1)  et  = e — 1“ — P , 


d'où  on  tirera 
At 


c =1 — P,  Afr=l(i — P ) et  t=ïl(l — P). 
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Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  1 — P, 
répondant  au  produit  continue]  des  valeurs  successives 
que  reçoit  1 — P entre  les  limites  de  l’intégrale,  c’est- 
à-dire  à 

(1  -P,-d  (l-^x-0  (1—Px-s).  . . .(l-Po), 

X 

si  on  désigne  ce  produit  par  [1 — P x_ ,]  , l’exposanta: 
marquant  le  nombre  des  facteurs,  on  aura 

* = 1 [1  — P*-à, 

d’où  on  conclura 

et  si  l’on  fait  attention  que  u + A u = u, , on  obtiendra 


u -j-  Au=[t — JPJ]etz=2 


b-P*l 


ce  qui  donnera  enfin 


y = Zi-P*-tlz — ^ — , 

x+r 

c i—p*: 

la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  l’intégrale 
indiquée. 

C’est  à peu  près  ainsi  que  Lagrange , qui  le  premier 
Et  voir  l’analogie  que  les  équations  aux  différences  du 
premier  degré , ont  avec  les  équations  différentielles 
du  même  degré , a intégré,  en  1761  , l’équation  traitée 
ci-dessus  ; il  applique  ensuite  son  résultat  à l’équa- 
tion y,  = , qui  revient  à^-{-  A y=Ry  -f-  Q-  En 

comparant  cette  dernière  avec  A y-\-Pyz=.Q,  il  vient 
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Pzzzi  — R,  1 — P=R,  et  l'on  a parconséquent 

-2—. 

*+1 

x 

Quoique  le  développement  du  produit  Q 1 — Px—i ] , 
semble  supposer  que  la  différence  de  x soit  égale  a 
l’unité , on  peut  néanmoins  conserver  l’expression  pré- 
cédente, lorsque  Ax=h,e n concevant  qu’elle  répond  à 

\ 

(1—  Px-h)  (I — P*-ik ) ( 1 — Px-3h)  etc. 

ou  bien  transformer  l’équation  proposée  en  une  autre , 
en  faisant  x — hx' , ce  qui  donnerait  4ii' 

et  A j/  si. 

Lorsque  le  coefficient  R est  constant , on  a 

y=Rx*j^r, 


et  s’il  en  est  de  même  de  Q , l’intégration  indiquée  s’ef- 
fectue facilement  : on  obtient  dans  ce  cas 


1 **=<?**’ 


et 


R-—  1 R*(i—R) 

Ç 

P) 


(36a), 


y ~RX  R)  + C07Wf-}- 


En  géçéral  on  obtiendra  la  valeur  dey,  délivrée  du 
signe  d’intégration  toutes  les  fois  que  Q sera  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x. 

Zyi.  Dans  les  recherches  citées  nc  précédent , La- 
grange applique  aux  équations  du  premier  degré  et 
d’un  ordre  quelconque  aux  différences  , la  méthode 


* 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  5?5 

que  d’Alembert  a donnée  pour  les  équations  différen- 
rentielles  du  premier  degré  et  dont  j’ai  fait  connaître 
l’esprit , n°  3o8  ; mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet  en  iyy5, 
par  une  méthode  encore  plus  simple  , que  je  vais  ex- 
poser. 

Soit 

yx+n~i~P xy X-+-A — i*l“  Q*yx+i • • •+  t (^) > 

une  équation  d’un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré 
par  rapport  à la  fonction  y*  ; on  prouve,  comme  dans 
le  n°  284  , que  son  intégration  se  ramène  à celle  de 

"f"  P x%x+n—  i -f"  = , 

et  que  l’on  obtient  la  valeur  complète  de  zx , lorsqu’on 
en  connaît  un  nombre  n de  valeurs  particulières. 

La  dernière  de  ces  propositions  est  presqu’ évidente 
par  elle-même  ; car  il  est  clair  que  si 

* z!  z"  * Z» 

sont  des  fonctions  de  x,  qui  satisfassent  à l’équa- 
tion (B)  , l’expression 

a = Cz'x  4-  CVr  + C"zmx  -f  «te. 

y satisfera  pareillement  , sans  détermination  des  cons- 
tantes C ,C , C* y etc.;  et  quand  le  nombre  de  ses 
termes  supposés  absolument  irréductibles  entr'eux  sera 
n , elle  sera  l’intégrale  complète  de  cette  équation  , 
puisqu’elle  renfermera  n constantes  arbitraires. 

Cela  posé , ci  l’on  regarde  ces  constantes  comme  des 
fonctions  de  x , et  que  dans  cette  hypothèse  on 
change  zx  en  yx , ou  que  l’on  fasse 

yx-=Cxz'x  + Cx-:x  + C”xz\  + etc. 


r 
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= C' 


x+\z  X-|-t 


+ C 


X-f-l*  X-M 


-f  C" 


x-n2"  *-H 


-f-  etc. 


résultat  qui  se  transforme  en 


y**,  = Cxz'x+l  -f  C'xz"x+,  + C’xzmx+l  -fetc. 
+z'x+>  A Cx+z"x+,  A C"x+z'*+,  A C’x+e te. 

en  mettant  pour  C x+xt  C’x+i»  etc.  leurs  valeurs 


Cx  + A Cx,  C'x  + a Cx , etc. 


et  se  réduit  à • 

ygj^cJ^  +CVW.  +C"«*'-+«  +etc-3 

lorsqu’ oti  fait 

zx+I  A C'.+zV,  A C*r+:%  A C**  + etc.  = o (i)  , 

de  même  que  si  les  quantités  Cx , C x C’x,  etc. 
fussent  demeurées  constantes.  En  faisant  de  nouveau 
varier  x , on  obtiendra 

yx+x  — C x+i z XJrx  + C"I+1a,I+,+  C'x+i 2 x-K+etc- 
= C* x z'  x+t  -f-  C'x  z x-(.»  C"x  z x+a -f-  etc . 
z x+2  A C x-f-  z" x+,2  A C'x  -f*  zm x+2  A C x-f-  etc. 


résultat  que  l’on  réduit  à 

yx+x  ~ C xz'x+x  -f-  C xz"x+*  + Cxz"x+x  -h  etc. 
par  la  supposition  de 

z' x+»  &C? x -} -z"x+x  A C x -f-Z  x+a  A C x-f-  etc.  =o  (2). 
Faisant  varier  x une  troisième  fois , on  parvient  à 
- c x^x+3  *1”  C *S*x-f4  *z  x+3  -f-  etc. 

en 
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en  posant 

z *+3  A C x -f-z"r+3  A C" x~\~  Z* x+3  A C“  x+  etc.  = O (3), 
et  l’on  continue  ainsi  jusqu’aux  équations 

y*-!r*—\~C XZ  x+n—*-\-C" xz" x+n_ ,-f-C® iZ,*’*+n_t  + etC. 

2 x-h* — t A £ x+z  x+b—,  A 6 x+z"x+b_i  A C*x+etc.=o(n-—i  ). 

Maintenant , si  dans  la  valeur  de  y r ^ t on  change  x 
en  x -j-  1 , on  trouvera 

y*^.=  C'xz'I+n  + C’xz"x+n  + C»xî%  -f-  etc. 

~hz  x+n  A C x-f-z  x+„  A C"x-j-  z”x+n  A C"x-j-etc. 

mettant  dans  l’équation  {A)  les  valeurs  de 


y r » yx+ 1 > • * • -yx+n-x  1 yx+a  j 

en  observant  que,  par  l’hypothèse*  et  d’après  l’équa- 
tion ( B ) , 


Z x+*  + P *z  x-Ht — 1 -f-  Qx z'  X-+J1— a. 

• ••  + Uxz'  x = O 

a"  x-^,  + PXZ  x+b—i  -f-  ÇxZ"  x+B—a  • 

. . . + UxZ"x=o 

Z x+»”f"  ^>*z"x+«_,  -f*  ÇxZ"x+n_i. 

...  + Uxz%zs  0 

atc. 

* 

il  restera 


2 x+n  A C x-f-z  x-h»  A (T x-f-z^x+n  A C x-f-etc.—/^x  (n). 

On  conçoit  facilement  qu’avec  le  secours  des  équa- 
tions (1)'  (2  — 1),  (n),  on  déterminera  en 

fonctions  de  x,  les  différences  A C’x , A C'x,  A Cx  . etc. 
ce  qui  réduira  la  recherche  des  quantités  C,  C,  C ",  etc. 
à 1 intégration  des  fonctions  d’une  seule  variable. 

Cale,  intégr.  O o 
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37a.  On  11e  sait  pas  intégrer  en  général  l’équation 

Zx+n-\~P xzx->rn—i-\  . • • ~h  ^ xzx  — °i 

mais  lorsque  ses  coefiiciens  , au  lieu  d’être  des  fonc- 
tions de  x , sont  des  constantes , ou  que  l’on  a seule-  r 
ment 

Zx+n+P*  ■r-Hi — 1 +Qz*+»_-a-f-.R£x-Hi— 3. ..-J-  ï--zi — ° -CO, 
on  y satisfait  en  faisant  zx  — mx,  d’où  il  résulte 

axV.  = mx+‘,  = mz+%, zx+n  = mx+n  ; 

car  elle  devient 

m"-f- />/«'■— + . . . -f-U—o (D), 

et  se  vérifie  si  l’on  prend  /pour  l’indéterminée  m 
les  racines  de  cettg  dernière.  Si  donc  on  désigne 
par  rn  , m" , m" , etc. 'ces  diverses  racines,  on  aura 
(n°  précéd.  ) 

z*  = Cm'x  + Cm“x  + Cm "x  + 

Cette  expression  présente  par  rapport  aux  quantités 
m' , m" , m!" , etc.  les  mêmes  circonstances  que  l’inté- 
grale de  l’équation  différentielle 

d’z  -f-  Pdrd"~ '5 Çdx4dn— *z -f-  L'zdx" =o  (285). 

Il  peut  arriver  que  les  racines  de  l’équation  (D)  soient 
toutes  inégales,  ou  qu’il  s’en  trouve  d’égales  entr’elles; 
dans  le  premier  cas  la  valeur  de  z est  complète  •,  mais 
elle  cesse  de  l’être  dans  le  second.  Il  faut  *alors  re- 
courir à des  artifices  d’analyse , semblables  à ceux 
qui  ont  été  employés  pour  l’équation  différentielle; 
mais  je  ne  saurais  m’engager  ici  dans  ces  détails,  non 
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plus  que  dans  ceux  qui  regardent  les  racines  imagi- 
naires. 

• 

373.  L’équation  (C)  ,qui  peut  être  considérée  comme 
exprimant  la  nature  d’une  série  dont  un  terme  quel- 
conque représenté  par  zx+„,  dépend  des  n termes  qui 
le  précèdent , se  rapporte  aux  séries  récurrentes  ( Compl . 
des  Elem.  d'silg.')  dont  le  terme  général  est  zx  et  dont 
l’échelle  de  relation  est 

-P.  ~Q, -U: 

l’intégration  de  cette  équation  répond  donc  à la  re- 
cherche du  ternie  général  de  la  suite  proposée  ; mais 
en  n’ayant  égard  qu’à  la  loi  de  sa  formation  , ses  n pre- 
miers termes  sont  nécessairement  arbitraires  ; et  si  on 
les  suppose  donnés  à priori,  en  les  désignant  par 

zo  j Zl  > z*  1 z3  zn— 1 > 

on  pourra  former  les  équations 


= C 

+ C" 

+ C- 

4 etc. 

2» 

— Cm' 

4 Cm * 

4 Cm" 

4 etc. 

2a 

z=  Cm!% 

4-  Cm"2 

4-  Cm"2 

4 etc. 

*9 

= Cm'3 

4 Cm"3 

4-  C“mm 3 

4 etc. 

2/| 

,=  Cm"'- 

C'ro'- 

4-  Cm!’n- 

■’4  etc. 

au  moyen  desquelles , on  déterminera  les  constantes 
C , C , C * . . . . dont  le  nombre  est  aussi  égal  à n. 
La  résolution  de  ces  équations , qui  ne  sont  d’ailleurs 
que  du  premier  degré  , peut  être  siiqplifiée  par  des 
artifices  dont  l’exposition  ne  saurait  entrer  dans  un 
Traité  élémentaire  : on  les  trouve  dans  le  Traité  com- 

Oo  a 
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plet,déjà  cité  plusieurs  fois;  je  me  bornerai  à Faire 
observer  ici  que  cette  recherche  se  lie  avec  celle  de» 
lois  des  phénomènes  d’après  les  observations. 

De  la  nature  des  arbitraires  introduites 

-par  V intégration  aux  différences  , et 
de  la  construction  de  ces  quantités. 

3 74.  Les  quantité»  arbitraires  introduites  par  l’in- 
tégration des  équations  aux  différences  à deux  varia- 
bles , ne  sont  pas  nécessairement  constantes  comme 
celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles ; mais  pour  donner  aux  résultats  toute  la  gé- 
néralité dont  ils  sont  susceptibles  , on  doit  regarder  ce» 
arbitraires  comme  variables.  En  effet,  l’équation  A_y  = o 
n’exprime  pas  absolument  que  la  fonction  _y  soit  cons- 
tante , mais  seulement  qu’elle  ne  change  point  de  va- 
leur lorsque  x devient  x pf-  A x. 

Si,  par  exemple,  Ax  est  égala  1 , on  pourra  prendre 
pour  y toutes  les  fonctions  de  x,  qui  conservent  la  même 
valeur  quand  on  y met  x-f-i  , au  lieu  de  x.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  parmi  les  fonctions  circulaires , il  s'en 
trouve  un  nombre  infini  qui  jouissent  de  cette  propriété  : 
telles  sont  les  fonctions  de  sin  a?rx , lorsque  ir  désigna 
la  demi-ciroonférence  ; car  sin  Z'r  (x  -f-  1 ) = sin  utx. 
D’un  autre  côté  , puisque  sin  a = sin  ( t — a ) , si  oa 
prenait  y = sin  asrx,  on  aurait  encore  Ay  = o,  lorsque 
x se  change  en  | — x , mais  cela  n’arrive  pas  qu  and 
y z=  cos  2 rrx.  SL  donc  on  veut  former  une  fonction  qui 
ne  donne  A y = o que  quand  x devient  x -f-  1 , il  faut 
la  composer  de  manière  que  sa  valeur  dépende  du  signe 
du  cosinus,  aussi  bien  que  de  celui  du  sinus;  c'est  là 
ce  qu’on  entend  par 

_y=<p (sinairx,  cosawx) 
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pour  l’intégrale  de  A y — o , au  lieu  de  y = const.  en 
considérant  d’ailleurs  la  fonction  ç comme  entièrement 
arbitraire. 

11  est  évident  que  la  fonction  qui  complète  l’inté- 
grale de  l’équation  A^/  = o , prise  dans  l’hypothèse  de 
Ai=  î , compléterait  aussi  celle  de  toute  autre  équa- 
tion aux  différences  du  premier  ordre  prise  dans  la 
même  hypothèse  ; il  faut  donc  dans  l’intégrale  de  l’équa- 
tion générale  du  premier,  ordre  , donnée  n°  370,  substi- 
tuer au  lieu  de  C,  la  quantité  q>  ( sina^x,  cos  atrx). 

CZ'T  JC  Si  “TT  X\ 

sin  — ç- , cos 

375.  La  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui 
complètent  les  intégrales  des  équations  aux  différences  t 
ne  peut  s’opérer  en  assujétissant  ces  intégrales  à satis- 
faire à un  nombre  limité  de  valeurs  données  , car  il 
est  visible  que  toute  fonction  arbitraire  comprend  im- 
plicitement un  nombre  infini  de  valeurs  arbitraires.  Soit 
pour  exemple  l’équation 

y*  — Xtp  ( sin  2tx,  cosstx), 

de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain  nombre  de  valeurs- 

y°  = a,  y,~a' , y,  = a\  etc. 

Si  ces  valeurs  répondent  à 

x = o,  x=i,  x = s,  etc. 

un  ne  pourra  satisfaire  en  général  qu’à  la  première  des- 
conditions imposées;  car  dès  qu’on  aura  assigné  pour 
ç(sin2TX,  cos  a «),  une  première  valeur  détermi- 
née , de  laquelle  il  résulte  y0—  a , cette  valeur  devant 
se  retrouver  lanterne  pour  les  indicesx=i , x=a,  etc. 

O o-3 
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il  s’ensuit  que  les  valeurs  de  yx  , relatives  à ces  indices, 
sont  aussi  déterminées  : il  faut  donc  que  les  quantités 
données  a',  a",  etc.  correspondent  à des  indices  inter- 
médiaires. 

Si , au  lieu  d’assigner  un  nombre  limité  de  valeurs 
isolées  , indépendantes  les  unes  des  autres,  on  suppose 
que  dans  l’intervalle  compris  entre  x=o,  et  x—  1 , 
l’expression  yx  doive  fournir  les  mêmes  valeurs  qu’une 
équation  donnée  _yr  = f(x),  la  question  sera  déter- 
minée. En  effet,  s’il  s’agissait  de  trouver  la  valeur  d ty 
qui  correspond  à un  indice  égal  à un  nombre  entier 
quelconque  m , plus  une  fraction  n , soit  commensu- 
rable  , soit  incommensurable , on  calculerait  la  valeur 
de  yn  , d’après  l'équation  ^'X  = f(x)  : comparant  le 
résultat  avec  celui  que  donne  alors  l’équation 

yu  — Xnp  ( sin  2Tn  , cos  a irn  ) , 
on  aurait,  pour  ce  cas,  la  valeur  de 
p(  sin  2*71,  cossvrn), 

qui  doit  être  la  même  que  celle  de 

* » 

ç ( sin  2?r  ( m -f-  n ) , cos  2vr  ( m -f-  n ))  ; 

et  l’équation 

yx  = Xp  ( sin  aux , cos  asrx  ) , 
devenant  par  là 

y<n-t-n  =Xm+nÇ  (sin  2*71 , COS  2771  ), 
serait  entièrement  déterminée. 

La  seule  condition  à laquelle  soit  assujétie  l’équa- 
tionj'I  = f(x),  c’est  qu’on  en  tire  pour  y,  et  pour  .y, 
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les  mêmes  valeurs  que  de  l’équation 

_yI  = A'?(sin2'TJC,  cos2<rx). 

376.  Les  remarques  précédentes  s’olFrent  d’elles- 
mêmes  , par  les  considérations  géométriques.  Si  l’on 
construit  sur  la  droite  AR,  fig.  56,  menée  à une  dis-,IC- 
tance  quelconque  de  l’axe  des  abscisses  OX , parallèle- 
mentàcetaxe,  et  divisée  en  ÿart\esAA',AA",  A À” , etc. 
égales  à A x , des  courbes  telles  que 

ABA'  B'  A"  B"  A'S,  A CA'  CA'  C"  A“  T,  ADAD'A"D"A’Ù,e  te. 

passant  par  les  points  A,  A',  A , A1",  etc?  et  composées, 
entre  ces  points  de  parties  égales  et  semblables , ces 
courbes  satisferont  à l’équation  Ay  = o.  Cela  est 
d’abord  évident  pour  les  points  A , A',  A",  A‘",  etc.  et 
l’on  voit  ensuite  que , prenant  AP=x , AP ' —x  -f-Ax, 
les  arcs 

AL  et  A'IJ,  AM  et  A jtf' , AN  et  AN,  etc. 

étant  égaux  et  semblables , les  ordonnées 

LP  et  ÇP',  MP  et  M'P',  NP  et  N P',  etc. 

seront  aussi  respectivement  égales  J et  l’on  aura  par- 
conséquent  pour  chaque  courbe  &y  — o. 

La  condition  &y  — o , 11’entraînant  point  la  conti- 
nuité dans  les  résultats , les  courbes  AS,  AT,  AU,  etc. 
ne  seront  point  assujéties  à cette  loi.  Le  polygone 
EFE'  F'  E"  F"  E’“ . . . .V,  composé  de  parties  semblables 
EFE' , E'F'E",  etc.  donne  également  A_y  = o,  aux 
intervalles  marqués  par  &y  •,  il  en  serait  de  même  d’une 
suite  d’arcs  égaux  et  semblables  d’une  courbe  quel- 
conque, assemblés  d’une  manière  discontinue,  comme  le 
sont  les  arcs  GII,  GH’,  G'H",  etc. 

Oo  4 
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Il  est  visible  quel’équation_y=0^sin-:-é^-,  cos-^*^ 

donne  lieu  à des  lignes  qui  satisfont  aux  condition* 
ci-dessus. 

Z'jj.  La  construction  des  équations  aux  différences 
s’accorde  parfaitement  avec  ce  qui  a été  dit  ( 37 5 ) 
sur  la  détermination  analytique  des  fonctions  arbitraires. 
Soit  A_y  = F (x ,y ) , une  équation  de  ce  genre  et  du 
premier  ordre  ; ayant  choisi  arbitrairement , ou  déter- 
miné , suivant  les  conditions  de  la  question , le  premier 
ne.  5-j.  point  B ,firr.  57 , de  la  courbe  cherchée , comme  l’équa- 
tion proposée*n 'apprend,  rien  sur  tous  les  points  corres- 
pondans  à la  portion  d’abscisses  AA'  = Ax,  et  qu’elle 
donne  seulement  l’ordonnée  A'B'^y, , on  pourra  faire 
passer  par  les  points  B et  B" , une  portion  d’une  courbe 
quelconque.  Cela  fait,  pour  obtenir  la  portion  corres- 
pondante à l’abscisse  A' A" , on  prendra  en  arrière  d’un 
point  quelconque  P'  de  cette  abscisse , une  distance 
PP'=AA'= Ax,  et  élefcint  l’ordonnée  PM , on  mènera 
UIP  parallèle  à PP'  ; tirant  ensuite  de  l’équation . . . 
Ay  = F (x.y')  , la  valeur  de  Ay  pour  l’abscisse  AP , 
cette  valeur  donnera  la  droite  P/M' , qui,  jointe  à 
Iy D'  z=.PM , fer»  connaître  le  point  M' . On  trouvera 
de  même  tous  les  points  de  l’arc  B' B”  ; cet  arc  employé 
à son  tour  comme  l’arc  B B',  donnera  ceux  du  troisième 
arc  B“ B" , et  ainsi  de  suite. 

i 

Il  est  évident  que  l’on  pourrait , par  le  même  pro- 
cédé , continuer  la  courbe  en  arrière  du  point  A , et 
que  dans  tous  les  cas  elle  satisfera  à l’équation  pro- 
posée, puisque  les  dilTérences  A yz=D'M'  auront  des 
valeurs  conclues  de  cette  équation  : je  laisse  au  lec- 
teur à faire  l’application  de  ce  procédé  aux  équation* 
du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 
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On  n’a  considéré  ici  que  les  équations  aux  diffé- 
rences relatives  à l’hypothèse  de  const. , les  autres 

se  ramènent  à celles-ci  par  un  procédé  fort  simple  dû  à 
Laplace , et  inséré  dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel 
et  du  Calcul  intégral. 

Application  du  Calcul  intégral  à la 
Théorie  des  suites. 


378.  L’intégration  des  différentielles  à une  seule 
variable  ayant  conduit  à des  séries  , on  en  a conclu 
qu'on  pouvait  représenter  une  série  par  une  intégrale  ; 
et  comme  on  a des  méthodes  pour  calculer,  au  moins 
par  approximation , la  valeur  d’une  intégrale  entre  des 
limites  données  (ai3)  on  a cherché  à remonter  d’une 
série  à l’intégrale  dont  elle  est  un  des  développemens. 
C’est  par  ces  considérations  qu’Euler  a créé,  pour  la 
sommation  des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme 
général , des  méthodes  très-ingénieuses  dont  voici  quel- 
ques exemples  : 

Soit  d’abord 


tt  — f-  3 
a b 


x + 


a*  + £ . nst  -{-  0 

~ x * • • ■ " "" 

2a  na 


xn  -j-  etc. 


la  série  proposée  ; on  multipliera  par  pxr  les  deux 
membres  de  l’équation 

,£*■+&  , , net  + g 

s = — —r  x-J — rx* -f — rx”, 

a -f-  o 2a  -f*  b na  -f-  b 

et  passant  ensuite  aux  différentielles  , on  aura 

nd(^)  = P(.L.+  r)Ctf+^^dx 

fl  4~é 

p(n4“0  (nu  4-£)  xn+r-'d.r 
' jia  -j-  l> 


; 

’i 

1 

i 
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Le  facteur  na-\-b  disparaîtrait  du  dénominateur  du 
terme  général , et  parconséquent  de  tous  les  autres  , si 
l’on  avait  p(n-\-r)  ~na-\~b-,  on  fera  donc  np=zna,rp-=b , 

..  . b 

d ou  pr=a.  r=-, 

a. 

ce  qui  donnera  cette  équation 

t 

J + (2*+0)x’^ 

+ (n«-M)V~'+  = 

dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  déno- 
minateur. De  nouvelles  opérations  , semblables  à la 
précédente  , feraient  disparaître  les  facteurs  qui  reste- 
raient, si  le  dénominateur  en  contenait  plus  d’un. 

En  multipliant  la  même  équation  par  px'dx  , et  pre- 
nant ensuite  l’intégrale  de  chaque  terme  , il  viendra 


pa/x'dC  J)=eEÇî±!)xH.i+,. . . 
r J v J a+b+ra  na+b-\-ra 


le  facteur  rut  -f-  Æ du  numérateur  disparaîtra  si  l’on  fait 
npaet.  — na  , $pci  = b + ra , 

d’où  il  suit 


H h 


1 Æ b . 

^ ~ a.  ’ et  a’ 

<,  B B. 

- + i 


-fx*  ad  (ji“)=x* 


■+*“ 


= **  {i+i+i* + æ"  ’}, 


i * 
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et  parconséquent 

l_h  h g 

-Jx*  =d(^)t«-+f(I=^ 

On  tire  de  là 

t /«  Æ+* 

_-/v<  =d(»  - (!=£)) 

s Z • 

axa 

379.  Dans  la  série  que  j’ai  considérée  ci-dessus; 
le  nombre  des  facteurs , soit  du  numérateur , soit  du 
dénominateur,  était  le  même  pour  chaque  terme;  mais 
il  est  une  classe  de  séries  qu’Eu  1er  désigne  sous  le  nom 
Al  hypergéo métriques , dans  laquelle  ce  nombre  aug- 
mente d’un  terme  à l’autre  : la  série 

« + g («  + #)(M  + g) 

a -(-  b (a-j-4)(a<z-{-6) 

, («+*) C»*+g ) 

"*"(<*  + &) ( na  + 6 )' 

est  de  cette  classe.  On  va  voir  que  leur  sommation  sa 
ramène  à l’intégration  d’une  équation  différentielle. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l’équation  ci- 
dessus  par  pxr,  et  prenant  leurs  différentielles,  on  oLh 
tiendra 

pd(sjQ_p(i  +r)(a  + g)  , 

dx-  * (a-f-éj 

. P(n  + r)  (g-f  g).  ..(n*+g)  +r_, 

(fl  + b). . .(nn-f-è) 
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On  fera  disparaitre  le  facteur  na-\-b  du  dénomi- 
nateur , en  posant 


d’où 


np  -f-  rp  — na  + b , 


» 

(*  + 0)x'T 


(a-HS)(a*-f-g) 

(a  + b) 


h 

a 


■ (<*-!-£) -H-14- 

(n+é) . . C(n — 1 )a+b) 


En  multipliant  ce  résultat  par  pxT , et  prenant  l'inté- 
grale de  chacun  des  membres  , on  trouvera  l’équa- 
tion 


pa/x’dCsx«)  = ^^x 


I + « + r 


, pg(*  + g) (net- f-g)  n- 

(na-f-b- j ra)(a-hb). . .(( n — i)a-f-b) 


• et  le  facteur  net- f-  /3  disparaîtra  du  numérateur  , si 


npaet  -f-  pa@  — na  -f-  b -f-  tu  , 

__i 

P <ty  et  a 


Mettant  ensuite  à part , dans  le  second  membre  , U 

* + i -,  • , 

facteur  commun  x“  , il  viendra 
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% 


£_b  * 

^/X“  adC5XU)=X*  |l-f 


P+g)-E 

(X  -f*  À 


■ (*+£) ((»— 

(a-t-ô)...((n— i)a-f-0)  J 


La  série  comprise  entre  les  accolades  du  second 
membre  de  ce  résultat , n’est  autre  chose  que  la  pro- 
posée dont  on  a ôté  le  dernier  terme  , et  à laquelle  on 
a ajouté  l’unité  ; on  conclura  donc  de  ce  qui  précède , 

fè  b b et 

-fx*  °d(sx-a)=xé 

(a-f-ô). . . .(a/i-j-ô)  J’- 


En différentiant  deux  fois  de  suite  cette  équation , on 
la  délivrera  de  l’intégration  et  de  la  différentiation  qui 
y sont  indiquées  , et  l’on  obtiendra  l’équation  d’où 
dépend  la  somme  cherchée. 

$ 

Cet  exemple  montre  comment  on  opérerait  sur  d’au- 
tres cas  plus  compliqués , de  la  classe  des  séries  dont 
il  fait  jJartie , -en  observant  que  chaque  intégration  offre 
le  moyen  de  faire  disparaître  un  facteur  du  numéra- 
teur, et  chaque  différentiation  un  facteur  du  dénomi- 
nateur. 

38o.  Si  on  faisait  abstraction  du  derpier  terme , on 
aurait,  au  lieu  de  la  somme  particulière  , la  limite  de 
la  série  considérée  à l’infini,  ou  la  fonction  généra- 
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trice  de  cette  série  , car  il  est  visible  que  les  procédé* 
ci-dessus  sont  inverses  de  ceux  par  lesquels  on  déter 
mine  les  séries  qui  satisfont  à des  équations  différen- 
tielles données. 

S'il  s’agissait , par  exemple , de  trouver  la  limite 
de  la  série 


. «=ix — i .2X1  -f-  i .2. Sx3  — etc. 

on  pourrait  appliquer  à cette  recherche  la  première 
transformation  du  n°  précédent , en  faisant 

<t  = 1,  /2  = oJa  = o,  b — î ; 

mais  on  y parviendra  directement  en  multipliant  par  x 
les  deux  membres  de  l’équation  posée  plus  haut,  et 
en  les  dilférentiant  ensuite.  On  obtiendra  de  cette 
manière 

sx=ix*  — 1 . 2X3  -f-  i . a . 3x * — etc. 
d (sx) 


dx 


■ = î .2x — î .2.3x“  -f-  î .2. 3. 4X3  — etc. 


et  multipliant  la  dernière  équation  par  x , il  viendra 
l’équation 


d(.sx) 

dx 


= î .2x* — î . 2 . 3x**  1 .2. 3. — etc. 


dont  le  second  membre  est  évidemment  égal  à x — j; 
ainsi  on  aura  1 

xd  (sx) 
x — s ~ — ^ — - 
dx 


ou 


, , s(x-f-  1 ) i dx 

’às  + dx— — . 

x x 
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L’intégrale  de  cette  dernière  équation  est 


s — P-fe~*dx(  257). 

Pour  que  l’expression  ci-dessus  réponde  à la  série 
proposée,  il  faut  que  l’intégrale  s’évanouisse  lorsque 
x — o ; et  si  on  la  prend  jusqu’à  x = 1 , on  aura  la 
quantité  correspondante  à la  série  divergente 

1 — 1 .a-f-  1-2.3 — 1.2. 3. 4 + etc. 

38 1.  C’est  de  cette  manière  que  les  intégrales  dé- 
finies servent  à évaluer  des  quantités  qu’on  obtiendrait 
difficilement  par  d’autres  moyens  ; elles  prennent  sou- 
vent des  valeurs  remarquables. 

On  voit  à'ia  simple  inspection  des  cas  particuliers  de 

l’intégrale  ( — — , rapportés  dans  le  n°  173,  que 

J V 1 — 

ces  expressions  se  réduisent  à un  seul  terme  lorsqu’on 
les  prend  entre  les  limites  x = o et  x — 1 : l’arc  A 
devenant  égal  au  quart  de  la  circonférence , on  a ces 
deux  suites 


” dx 

rr 

f xdx 

\/  1 — x* 

2 * 

J l/i  — as* 

” x’d-c 

1 . T 

r x3dx 

2 

[/ 1 — X* 

2.2  ’ 

J l/i  — x* 

3 ’ 

" x*dx 

__  1 .3  r 

P x5dx 

2.4 

l/l  — X* 

2.4.2  ’ 

J 1/  1 X* 

5. 5' 

” x6dx 

1 .3.5r 

r x7d.r 

2.4.6 

l/l—  X* 

2. 4.6’. a ' 

J V 1 — x-2 

_3.5.7’ 

n x*dx 

1 .3.5.7T 

r x?d  r 

2.4. 6. 8 

1/ 1 — x“ 

2. 4. 6. 8. 2 

’ J V 1-X= 

~3.5.7.a 

«te. 


1 
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et  d’après  ce  tableau , on  a en  général 

x^rdx  1.3.5 (ar — 1 ) er 


/’  x= 

jTT 

A 


V~\  — jc»  a. 4.6... 

x2r+,dx  a-4-6. . . 

y' i — xa  3.5.7. . . 


.ara 

.ar 


(ar-t-i)’ 


d’où  il  suit 


( Ç xQrdx  \ / r.i^'+'àx  \ _ 1 <x 

\»y  1 — xr'/'i/  y/ 1 — x“  / ar-f-xa 

En  divisant , au  contraire , la  seconde  formule  par 
la  première,  on  trouve 

A 


x^+'dx 
V/i  — xa 


a a. a. 4-4 ar.ar 


/x‘ 

\/ï 


dx 


~t  1 .3.3.5. 5....(a  r — i)(ar — i)(ar-j-i)’ 


Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  membre  lors- 
qu’on pousse  le  nombre  de  facteurs  du  second  jusqu’à 
l’infini  , ou  lorsqu’on  fait  r inGni , je  prends  x*r  = z • 
les  limites  de  z sont  les  mêmes  que  celles  de  x \ mais 
on  a 

I_  1 f 

x — z*r , dx  = — zir  dz 
•2r 

a 

/xir+1dx  1 f*  z’‘rdz 

vr=*="J 

1 

r x5rdx  i /"»  z*rdz 

J vr-^-^J  p/— t 

Le 
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Le  rapport  des  différentielles  étant  z“r,  approche  d’au- 
tant plus  de  à°  ou  de  1 , que  le  nombre  r augmente  ; 
et  en  passant  à la  limite  , on  peut  regarder  ce  rapport 
comme  égal  à i ; il  en  sera  alors  de  meme  de  celui  des 
intégrales , puisqu’elles  commencent  et  finissent  en 
même  temps  : on  conclura  donc  de  là 

a a.a.4-4-6  6-8.8. 10. îo.etc. 

1 ~ i -5.3. 5rfi.7. 7.9.  9. 11. etc.’ 

et  parconséquent 

’ ’ • ' Vi 

• rr a.2.4-4-6.6.8.8.10. 10. 12.  etc. 

q i .3. 3. 5. 5. 7. 7. 9.  9.  n .11  .etc. 

• •-  r»  ’ a ..  ..  ' * • 

38a.  Cette  expression  de  la  circonférence  du  cercle 
est  due  à Wallis;  elle  entre  dans  une  formule  donné» 
par  Stirling  , pour  calculer  la  somme  d’une  suite  de 
logarithmes  appartenans  à des  nombres  en  progression 
par  différences  , et  à laquelle  on  peut  parvenir  comme 
il  suit  : 

Par  le  ne  367 , on  a Six  — Six  -f-  lx  ; mettant  dan» 
cette  équation  pour  Six  ce  que  devient  l’expression 
de.2it  du  n°  3fi3 , lorsqu’on  fait  u=  lx  et  /i=  1 , et  en 
observant  que  /dxlx  = ;rlx — x(i3a),  on  obtiendra 

Six  = xlx  — x -f-  (1  -f-  A)  lx 
, B C . üD 

+ T “ ^ ~~  etc-  + comt- 


puis  calculant  le  développement  de  1a  fonction  -j 

suivant  les  puissances  de  h , on  trouvera 

t ’ ■ • . f ' / 

A= — -,  B——,  Ç=xo,  D = — , etc. 

2 12  720 

Cale,  intégr.  Pp 
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On  ne  saurait  déterminer  la  constante  en  faisant  x—  I , 
parceque  la  suite  des  coefficiens  A,  B,  etc.  finit  par 
être  divergente  ; on  a recours  à 1 expression  de  t du 
n°  précédent.  En  passant  aux  logarithmes > et  s arrêtant 
au  nombre  pair  ax  dans  le  numérateur , on  obtient 

f ala+2l4+2l6+al8+alio. . .+al(ax— a)+lax 
l<r— I2=|_i,__ai3__2i5_2l7— 2I9 . al(ax— 3)— al(ax—  1)  ; 


et  en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  * 
infini , on  trouvera , par  le  moyen  de  l’expression  pré- 
cédente de  51  x , % 


Ii4-l2+13+l4 -Hx  =conjt.-K  x+i)lx—  x 

1 , -f-l2-f-134 14 ...  • 4-lax=consf . -f  (ax-f  i) lax—  ax 
Ja+14+16. . . +lax=51x+arla=:conit.-f-(x:+i)lç+xl3— x. 

Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde,  il  vient 

h+13+15+l7. . . .-f  l(ax— i)=xlx+(x4-  Dla— x. 


d’où  l’on  conclut 


2la+al4+al6.'  .+al(ax — a)-f-lax  î 

.■—ali al5 — al5. . .— al(ax — 3) — al(ax — i)j 

_ raconsf.-f-2(x-f-^)lx-f-2xl2 — ax  — lax 

l — axlx — a(x+i)la  + ax; 

,*  * 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est-- 
égal  à 1t  — la,  on  obtient , après  la  réduction  du  se- 
cond , 

W — la  — 2 const.  — ala , 
d’où  co«f.=7(lT+la)=5lair=:ll/aT, 


✓ 
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résultat  bien  remarquable,  et  d’après  lequel  on  a 


51x  = f l2v4-aiLc — ar+flx-f- 


iax 


1 

3b‘ox^ 


■etc. 


On  rendra  cette  équation  propre  à un  système  quel- 
conque de  logarithmes , en  multipliant  par  le  module 
les  termes  dans  lesquels  il  n’eptre  point  de  logarithmes. 

383.  Euler , en  s’occupant  de  la  formule  ci-dessus,  s en 
est  servi  pour  trouver  la  somme  des  logarithmes  des 
1000  premiers  nombres  des  Tables,  c’est-à-dire  la 
valeur  de 

1 1 -J-  I2I  -}-  la . . . . 4" 1 1 000. 

. 

La  caractéristique  1 désignant  ici  des  logarithmes 
ordinaires,  le  module  sera,  pour  abréger,  représenté 
par  M\  et  comme  x = 1 000 , il  viendra 


xlr 
-Hlx 
-Kl2T 
— Mx 

4-  — 

12X 


= 3000,0000000000000 

1,5000000000000 

= 0,3980899341790 

= — 434,2944819032518 


•”  'U 


M 

3fop 


= 4-  o,oooo3Sig  12068 

— 0,0000000000012 , 


résultat 2567,6o4644222i328  ; 

mais , suivant  la  notation  du  n°  370 , 

ioe» 

Il  +12413 4I1  ooo=h  .2.3 iooo=l[iqpo]  : 

Pp  a 
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on  aura  donc 

tooo  r 

1 £ îoocQ—  25S7,-6o4644a2213*8- 


On  apprend  par  là  que  le  nombre  [1000] , dont  le 
calcul  est  presque  impraticable  , doit  avoir  2558 
chiffres,  et  que  les  sept  premiers  chiffres  sur  la  gauche 
sont  4023872  , ensuite  qVil  est  compris  entre  les 
nôrùbres  qui  résultent  de  4o®3?73  et  de  JotôfiyS, 
suivis  chacun  de  ô58i  zéros.  Cette  cormàissanéé  suffit 
dans  beaucoup  de  recherches  où  l’on  ne  demande 
que  les  rapports  des  produits  des  grands  nombres  ; et 
dans  ce  cas,  la  valeur  approchée  de  ces  rapports  de- 
vient précieuse  par  l’impossibilité  où  l’on»  est  d’effec- 
tuer les  calculs  nécessaires  pour  arriver  à la  valeur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  présente  alors  un 
obstacle  aussi  insurmontable  que  la  difficulté  d’ex- 
primer rigoureusement  une  fonction  transcendante. 
Laplace  a beaucoup  éténdu  cette  recherche,  dont 
les  applications  sont  très-fréquehtes  dans  le  calcul  des 
probabilités. 

384-  Les  intégrales  définies  fournissent  _aussi  le 
moyen  de  représenter  dès  portions  de  la  série 


du  7i  dau  h2 

U dx  1 dx*  1 . 2 


» . en  partant  d'un  terme  quelconque.  Voici  comment 
d’Alembert  y parvient,  ttdémontre  en  même  temps  lé 
théorème  de  Taylor  ( Recherches  sur  differens  points 
importons  du  système  rfu  monde , tortte  ï , p'ùgè  5o  J: 
Soit  u?  ce  que  devient  la  fonction  u,  lorsqu’on  y 
changé  % en  x-f -h  \ en  posant 
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u = u + P , ' 


s97 


*t  difFérentiant  par  rapport  à A,  qui  n’entre  pas  dans  a, 
il  vient 

dP  ,,  ràuf  ,, 

dh  ~~  dh  ’ dou  P~J  dÀdA’ 


Soit 


du'  du 

dF==di+^; 


«n  différentiant  dé  nouveau  par  rapport  à A , on  a 
d'u'  dO  „ /’d,r/ 

dF^dP’  doù  Q=JWdk’ 

Ëül _ *5  + rdV  jl  fàu'  „ I^.da  A . rf&i l.u 
dh  dx  dA“d  » j dhàh~dx i+JJ 5F d* » 

‘ / . du  A rrd‘uf  ,, 

“="+e  7+//apd4‘- 

Faisant  encore 


d*i/ d*a  j 

dF~dF  + 


®d  frôuve 


dV  d?l  ; - /*0V.£ 

dp"’ dÂ’  dou  *=y  dPdA* 

dV__d’u  , rdV,, 

dP  ~d^+J  w*dfl’ 

“'=“+sr +&£+///£>■ 
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En  continuant  ainsi , on  arriverait  à 


, du  h , d’n  h * 

U U ~^dr  i dx*  1.2 


, d—'u  h"-'  , /”dV  , 

dx“— 1 1 . 2 . . . (n — i)  J dh*  * 


les  intégrales  étant  prises  de  manière  à s’évanouir 
lorsque  h — o. 

385.  Soit,  pour  abréger,  on  aura  (220) 


1.2. . 


« fnHàh*  = 

i__  {h~-'fHdh  - (n-1i)7— ‘ fUhàh 
4-  Çn—O  (n—^j£TlfHh'dh  — etc.  | ; 


et  il  est  facile  de  voir  qu’on  pourra  substituer  à la  série 
ci-dessus,  l’expression 


1 1 

1.2...  (n — 1) 


fH{t—hy-'dh, 


prise  depuis  h = o , pourvu  qu’on  change  apres  1 inté- 
gration t en  h ; car  si  on  développe  cette  expression, 
qu’on  passe  hors  du  signe  f les  puissances  de  t qui 
multiplient  les  différens  termes , et  qu’on  fasse  ensuite 
t=.h , on  retombera  sur  la  série  ci-dessus. 


11  suit  de  là  que 

, , du  h d’n  h* 

u U "^da;  1"^  dx’  i.a‘ 


d’-,i 


dxnl—  1 . a .i . (n— 1) 
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pourvu  qu’on  prenne  l’intégrale  de  manière  qu’elle 
s’évanouisse  lorsque  h = o , et  qu’on  change  ensuite 
t en  h. 


On  peut  , dans  cette  formule  , 


, d "uf 

changer.  ^ 


en 


d»uf 

dxn 


(ai)  ; et  si  on  fait,  sous  le  signe  intégral,  f — h=&t , 


ou  /i=it(  1 — 2),  on  aura 


d As 


idz « /as? (£ àh= ~/S 


Les  limites  de  l’intégrale  seront  alors  z=i,z=o; 
on  la  rendra  positive,  en  renversant  l’ordrç  de  ces 
limites , c’est-à-dire  , en  la  prenant  depuis  2 = 0 
jusqu’à  z=  1 : enfin  sortant  t*  du  signe  /,  et  écri- 
vant h au  lieu  de  t,  le  dernier  terme  de  la  formule 
ci-dessus  deviendra 

hn  f'dnu  , 

î.a ( n — i')Jdjcn~‘ 


C’est  Lagrange  qui  a donné  ce  dernier  théorème , mai* 
d’une  autre  manière , dans  la  Théorie  des  Fonctions 
analytiques , n”  4 7 et  suivans. 


Il  s’en  sert  pour  prouver  qu’on  peut  toujours  rendra 
la  somme  de  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor , 
à partir  d’un  terme  donné , plus  petite  que  le  précé- 
dent. Si  M et  m désignent  la  plus  grande  et  la  plu» 


petite  des  valeurs  que  prend 


dn  uf 
dx“ 


dans  l’intervalle  de  x 


on  s’assurera  facilement  que 


>ds  <^f3Is.n~‘àa 


et  fmzn~ ‘dz. 


N 
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• . . &nlt 

fi  le  coefficient  différentiel  g— — ne  change  point  de 

signe  ou  ne  devient  point  infini  dans  cet  intervalle  (au). 

Dans  les  limites  données  , ces  deux  dernières  inté- 

. , Mm  . . 

grales  sont  — et  — ; et  en  prenant  h d une  petitesse 


' convenable,  on  rendra  la  quantité  -j— ^ — Maassi  pe- 
tite qu’on  voudra,  vis-à-vis  de — - r. 

^ i.ü...(n — il 

v J - * 


F I N. 

i 


609323 
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Page  4 j ligna  16,  u — u',  lisez  il — u. 


r 

i3,  — 

du  *7u 

10  , — , lisez  — • 

- a 

>9,  — 

7 y u 

4,  f(c«—  **)*, 

— 

ibid.  — 

14 , aussi , Usez  , ainsi. 

•— 

ai,  — 

5 , n(n— i)x"  ’dx , /ire2  (n — i)x"  ’dx. 

a3,  — 

i4,  0^1 — , ttse*  a3fi — ■—  ^ . 

37,  — 

v.  a J V a*  J ' 

8,  (a  — 3 )*  , /ises  (a  — 1 )*„ 

— 

ibid.  — 

10 , -f-  etc. , lisez  — etc. 

— 

3r,  - 

. . u«  u* 

5,  T,  /.se*  T 

*- 

3a,  - 

10,  <m  dénom.  3.3*,  /«ez  5.3*. 

*— 

37,  - 

1 , sans  cela  à , lisez  sans  cela. 

— 

38,  — • 

ia,tl.cos,  lisez  d.cosx. 

— 

4',  — 

6,  au]/ 1 -t-  u*,  /.'se*  aitl/ i — u». 

45,  - 

5 1 /r’jr-  * 1 1 

’ 7 • ( a39)8 ’ lueM  7.(339)* 

— 

ibid.  — 

9 , mettez  la  parenthèse  après  le  premier  signe 

— 

65,  - 

18,  ont,  /.sez  a. 

7*»  “ 

a5,  -,  lisez  2. 

—I 

73,  — 

0 o 

8,  (a4,  a5),  lisez  (37), 

— 

77»  — 

1 , au  dénominateur,  | , lisez  '. 

79»  “ 

9,  (a4),  lisez  (17). 

85,  — 

i3,  PM’,  lisez  P'M'. 

— 

86,  — 

11,  MQ,  lisez  M'Q. 

« 

88,  — 

4,  asbcisses,  lisez  abscisses. 

— 

101 , — 

35,/=/ lisez 

~ 

io5,  — 

4,  des,  lisez  denx. 

ibid.  — 

dernière,  nomber,  lisez  nombre. 

-1-  107, 

— ao,  effacez  3°. 

1—  108, 

àx  ’ 

*“£?■ 

***  . - - 

~ «*» 

dy'» 

a£- 

— i»4, 

— J,  de  tous  les  cercles, 

lisez  de  tous  les  centres  des 

• 

cercles. 

— ibid. 

— 29,  yiy, 

lisez  7-dy, 

Calcul  différant.  Vf* 

1 
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Page  la5, 

— ibid. 

— ia6, 

— i3a, 

— i3g, 

— ibid. 

— 143, 

— 148, 

— i56, 


ligne  6,  est  tangente  dont , lises  est  tangente  !t  at 
courbe  dont. 

— avant-dernière,  OM',  lises  O’M'. 

— G'M'Ü,  lisez  G' MH-,  ibid.  DM,  lises 

DM. 

— 3 , 4 ( ibi+w*'  ) , lisez  4 ( mx-t-nx*  );  ibid.  au 

numérateur,  changez  l’exposant  3 en  ’. 

— ~ ra . se  conforme,  lisez  se  confond* 

__  6 de  la  note , x — arc.  lisez  x=a,  arc. ... 

— 9>  — -i  Uses  — Ibid,  y , lisez  y s. 

J . J 


— 160,  — i3, 


18.  u , lisez  un. 
n,  adudt1 , lisez  adudl. 

*X-  lisez  ^ 


— i63, 

— 164, 

— iG8j 

— 175* 

— 178, 

— »_84i 

— 1M1 

— i86j 

— ao6, 

— 307, 

— aaS, 

* — ibid. 

•—  aoQi 

— ai5, 

— ibid. 

■ — 017, 

— ibid. 

— aig, 

» aa5, 

_ aa8, 

— ?ag, 

— ibid. 

— 3Î0, 


dx  ’ dx»' 

— t"  , xdx -t~ zdz = a , lisez  xdx-t-  zd{=0. 

— a5j  d’abord  en,  lisez  d’abord  .r  en, 

19,  pifférentiaut , lisez  diffcrentiant. 

— 1 , port , lisez  rapport. 

d»u  d*n  da 

! — 11,3  -i — r— , lisez 


lisez 


3 dxds  dx* 
d*« 

d ‘u 
dx» 


«5, 


dv  du 

— , ■*  y lisCZ  "j  “ • 
dx’  dy 


a , v~‘  du , lisez  y-*  du. 

— 2,  (z"-.bM),,li&es.  (a  — k)". 

J,  ajoutez  des  points  a la  suite  du  dénominateur: 

— «a,  q , lisez  Q. 

— 16, iV,  JV' , JY",  Usez  Ndx  , N'dx , N"dx . 

— 4t  1 > luez  & 

— i5,  peut,  lisez  qui  peut. 

— 9,  au  dénom.  (a  S- , lisez 

— l5,  effacez  i,. 

19 , x ■+•  a , lisez  i + a=o.  - 


Ax  -+-  B 


lisez 


U Axs- B 


Rn  -n-.,.,  p _ .Rv 

— i5j  au  dén-  x — 1 , lisez  x -t-  r, 

— 8_,  — ï«,  lisez  -+-  xs  ; -+-  x*,  lisez  — x*. 

— i5,  x = 1 , lisez  x — o.  _ 

— 3j  u=o , lisez  u —o. 
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Pag.a33,  lig.  30,  au  dén ■ de  <Lr,(z*  -+-*),  lisez  (z>- 4- i)». 
— a34,  — 9, 


■+■  i — —=r  > Usez  — t~j-=  1 • 


Vc'  ■ i/c’v/c 

5 , puisq^Vn , /liez  pui« , en. 

8,  après  — I,  écrivez  sin. 

<],  après  — I , mettez  : . 

■6,  au  dén.  an,  /<scz  n. 

(ani 


a4i,  — 

a4a,  — 

a43,  - 
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